
概 要

本シリーズはトポロジーを中心に量子論の基本原理を基礎からとらえ直し、現代物理学の新しい課題を見
出していこうとするものである。大学教養レベルの物理学は既習であることを前提にしている。物理的な内
容と数学的な内容が各部で交互に登場するように構成してある。はじめの第 5部までは現代物理を学ぶだめ
の基礎固めを目標にして数学の重要な内容をイメージをもって自分のものにしていくことを目標にしている。
先輩たちの有用な文献をまとめ、再構築し、補足をしている。非常に多くの内容になってしまったが、現代的
な課題を明らかにするためにはどれも必要な項目であると考えるうちに肥大化した。特に演習問題は用意して
いないので各自必要とあれば参考文献を見て各分野で演習問題を探すとよいだろう。
本部は第 1回として今後必要な基礎数学の復習を複素数の扱いを中心におこない、その応用例として特に

幾何との関係について注目する。アインシュタインが相対論を導く際に幾何学的なイメージを大切にしたよう
に幾何学 (図形)は時に複雑な方程式を解くよりも明快な理解を与えてくれる。もちろんその逆もある。前半は
Needhamの複素解析を中心に複素数に関する内容を幾何的なイメージをもって理解することを中心にまとめ
てある。後半では直交関数の性質からフーリエ変換と境界値問題、そしてGreen関数の基礎を学ぶ。これらは
次部の微分幾何やファイバーの考え方に不可欠な内容であり、物理の散乱現象を理解する強力な道具になる。
インターネット上ではWIKIや大学のオープンコース、WEBコンテンツ、が充実してきた。参考文献等

も参考にして興味あることは各自で深めて欲しい。本部は未完成部分が多く、今後加筆修正される。

1 ベクトル解析

1.1 内積

ベクトルの内積から高校で学習した余弦定理が次のように簡単に求めることができる。

C = A−B

として自身の内積をとるとA,Bのなす角を θとして

C ·C = (A−B) · (A−B)

C2 = A2 +B2 − 2AB cos θ

である。

1.2 固有微分

はじめに微分可能な 1変数関数 f(x)の変分は微分係数が

df

dx
= lim

∆x→0

∆f(x)

∆x

微小変化であれば次のように書くことができる。

df =

(
df

dx

)
dx

これを固有微分 (Oridinary Derivatives)という。
1変数であれば問題はないがベクトルのように複数次元を持つものをあつかうとき、これはスカラーをつく
るための基本的な構造式を与える。

例えば 3次元のべクトル V (x, y, z)を考えよう。この時は

dV =

(
∂V

∂x

)
dx+

(
∂V

∂y

)
dy +

(
∂V

∂z

)
dz

となる。これを単位ベクトル x̂, ŷ, ẑを用いて次のような 2つのベクトルの内積であると考える。

dV =

(
∂V

∂x
x̂+

∂V

∂y
ŷ +

∂V

∂z
ẑ

)
· (dxx̂+ dyŷ + dzẑ)
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ここで新たにベクトルの勾配 (gradient)として

∇V =

(
∂V

∂x
x̂+

∂V

∂y
ŷ +

∂V

∂z
ẑ

)
さらに微小変位 (infinitesimal displacement)を

dl = (dxx̂+ dyŷ + dzẑ)

とすればこれらは共にベクトルなのでそのなす角を θとして

dV = ∇V · dl = |∇V ||dl| cos θ

が定義できる。従って勾配 ∇V は Vを関数とみなした時のもっとも増加量の多い方向を示し、勾配の大き
さ |∇V |は関数 V のもっとも増加量の大きい方向への傾きの大きさを示している。

つまり真っ暗の中で山の頂上を方向を知るには現在地から最も傾きが大きくなる方向を探していけばいいわ

けである。重力場の上のビー玉はまさにその逆の向きを知っている。

ただし、重要なのはその変化量は双対する微小変位との内積により得られ、微小変位の方向に依存している。

2つベクトルはそれぞれ方向に依存するが内積により得られる固有微分は変化しない。こうした法則が物理学
では常に運動や変化の裏に隠れている。

1.3 Operator

ベクトル解析ではあるベクトルに作用して意味をなす演算子があり、作用素 (Operator)という。
前節の Graduentが代表的な作用素であり、これ自身ベクトルで

∇ ≡ x̂
∂

∂x
+ ŷ

∂

∂y
+ ẑ

∂

∂z

であり、任意のベクトルに左から作用し、スカラー値を得る。

しかし、スカラーに作用すればベクトルを得る。例えば位置ベクトル rと変位 r′ の大きさを

r =
√
x2 + y2 + z2

r′ =
√
(x− x′)2 + (y − y′)2 + (z − z′)2

とおくと

∇r = x̂
∂r

∂x
+ ŷ

∂r

∂y
+ ẑ

∂r

∂z

=
1

2

(
2x√

x2 + y2 + z2
x̂+

2y√
x2 + y2 + z2

ŷ +
2z√

x2 + y2 + z2
ẑ

)

=
xx̂+ yŷ + zẑ√
x2 + y2 + z2

=
r

r
≡ r̂

となりこれは r方向への単位ベクトルが現れる。単位元をつくる手法として重要である。

さらにスカラーに作用させる例として

∇
(
r′2
)

=

(
x̂
∂

∂x
+ ŷ

∂

∂y
+ ẑ

∂

∂z

)(
(x− x′)2 + (y − y′)2 + (z − z′)2

)
= 2 {(x− x′)x̂+ (y − y′)ŷ + (z − z′)ẑ}

= 2r′
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となり、変位ベクトルの 2倍が現れる。拡張すると

∇ (r′n) =

(
x̂
∂

∂x
+ ŷ

∂

∂y
+ ẑ

∂

∂z

)(
(x− x′)2 + (y − y′)2 + (z − z′)2

)n/2
=

n

2
{2(x− x′)x̂+ 2(y − y′)ŷ + 2(z − z′)ẑ}

(
(x− x′)2 + (y − y′)2 + (z − z′)2

)n−2
2

=
n ((x− x′)x̂+ (y − y′)ŷ + (z − z′)ẑ)
((x− x′)2 + (y − y′)2 + (z − z′)2)1/2

(
(x− x′)2 + (y − y′)2 + (z − z′)2

)n−1
2

= nr̂′r′n−1

である。また、興味ある例として次のスカラー量の勾配をとると

∇
(
1

r′

)
=

(
x̂
∂

∂x
+ ŷ

∂

∂y
+ ẑ

∂

∂z

)(
(x− x′)2 + (y − y′)2 + (z − z′)2

)−1/2

= −1

2

(
2(x− x′)x̂+ 2(y − y′)ŷ + 2(z − z′)ẑ
((x− x′)2 + (y − y′)2 + (z − z′)2)3/2

)

= − r̂′

r′2

となり、変位ベクトルの単位ベクトルが出てきて、物理的にポテンシャルから中心力を導くことに対応する。

1.4 ガウスの定理　 [57]

　例えば熱の伝導のような連続した物理現象を扱う時、ガウスの定理 (Gauss’s theorem) は非常に有用で
ある。

固体中の任意の閉じた体積を V とし、その境界面を S、さらに外向きの単位法線ベクトルを nとし、位置

x,時刻 tでの温度場を u(x, t)、熱流束ベクトル場を q(x,t)とする。

図 1.1: [57]より

この時物体の密度を ρ、比熱を cとすると境界を通って出入りする熱の差は体積内の熱量に等しいとして単

位時間当たりの熱量保存則が次の積分形式でかける。∫
V

cρ
∂u

∂t
dV = −

∫
S

q · ndS (1.1)

左辺符号は出ていく向きを正にとったことによる。この時ガウスの定理から∫
V

∇ ·AdV =

∫
S

A · ndS (1.2)
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が成り立つ。これを用いると面積積分は体積積分としてまとめることができて∫
V

(
cρ
∂u

∂t
+∇ · q

)
dV = 0

とすることができる。これは積分に関係なく次のような零点を見出したことになる。

cρ
∂u

∂t
+∇ · q = 0 (1.3)

これは言うならば、現在、過去、未来の内の「現在」を決めたようなもので後部でこの幾何的なイメージを

構築する。さらに、フーリエが示したように物質が等方的であるとすると

q = −k∇u (k > 0)

を条件にとることができる。(符号は熱の流れが高から低に決めたことによる)
これはいうならば現在の領域をある数値で代表させたことになる。この時は式 1.3は

cρ
∂u

∂t
= ∇ · ∇u

∂u

∂t
= κ△u, κ =

k

cρ
,△ = ∇ · ∇

となり、これは後節で考察するラプラス方程式である。この κ(熱伝導率)の実数版が熱伝導方程式であり、
κ = iℏの複素数版がシュレディンガー方程式になる。
ここでの数学的な変形が基本的な物理の考え方を示していて、これら時空の計量や接続に後部で関係してい

く。最初に 0点を見出したのは連続性として、次の勾配を定数化したのは粗視化として 1つの物理量を観測す
る不可欠な 1つの作用になる。

図 1.2: 観測側の空間の疎視化と連続性

次に電磁気でのMaxwell方程式を考えてみよう。

divB = 0 (1.4)

∂B

∂t
+ rotE = 0 (1.5)

divD = ρ (1.6)

rotH− ∂D

∂t
= j (1.7)
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また、

D = ϵE, B− µH

とする。電流密度については

J = σE

とする。2,4番目の式から外積として

∇×E = −µ∂H
∂t

∇×H = σE+ ϵ
∂E

∂t

を得る。H,Eは対称ではない。Eの式から出発すると

∇× (∇×E) = ∇(∇ ·E)−∇2E

だから電荷がない場合も含めて∇ ·E = 0を選べると

∇2E = µ ∂
∂t (∇×H)

= µ ∂
∂t

(
ϵ∂E∂t + σE

)
= µσ ∂E

∂t + µϵ∂
2E
∂t2

これは E の物質を含む場での伝播方程式である。

特に真空の場では σ = 0とおけば、よく知られた

∂2E

∂t2
= c2∇2E

となり、光速で伝播する波動方程式である。これはHの式から出発すると∇ ·H = 0を選べると

∇2H = µσ ∂H
∂t − ϵ

∂
∂t

(
µ∂H

∂t

)
= µσ ∂H

∂t + µϵ∂
2H
∂t2

を得るので真空の場では σ = 0とおけば全く同様に

∂2H

∂t2
= c2∇2H

を得る。重要なのはこの式はH,Eで対称である。

2 微分方程式

2.1 運動方程式

　数学でおそらく微分方程式は苦労して学習した諸君が多いだろう。

ここではもっとも基本的な形に次の運動方程式を選ぶ。

d

dt
P(t) = F(x, t)

簡単のために 1次元の系を考え、F =− axとすればこの解は 1次元調和振動子で

mẍ = −ax
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ẍ+ ω2x = 0

が成り立った。この質量mの物体が連続してこのバネに結ばれてていれば物体の変位 y = u(x, t)として(
1

v2g

∂2

∂t2
− ∂2

∂x2

)
u(x, t) = 0 (2.1)

が成り立った。これは速さ vg で伝わる波を表している。この物体を媒質とみなし、その位相速度 vpが振幅

を Aとして

ω =

√
a

m
vp = Aω

であった。

興味あることにバネの振動はいかなる重力の異なる場合においても

mẍ = −ax+mg (2.2)

は x = x0 でつりあうため

x0 =
mg

a

が成り立ち、これを代入すると

mẍ = −a(x+ x0)

であり 2.2が得られる。つまり、原点をずらすことで変わらず成立している
。これは逆に質量が異なる重力場においても原点をずらすような系からみれば一定であることである。

複数の媒質が連動し、波ができるとすると波長 λ、波数 kが登場して次のような分散関係が成り立つ。

vg =
∂ω

∂k

つまり、vg は媒質全体を見る視点にスケールアップした波の速度である。これは媒質の位相速度 vp より通

常は遅い。

これは媒質の運動が次の媒質に伝達するのに有限の速度が必要であるということである。

これも現実に非常に多様な速さが存在するのは異なる分散関係がいくつもとれることによる。

今ここである極限を考え、分散がない場合 ω = vgkとなる場合を考えよう。

これは光速で伝搬することに相当する。

ただし、ここでは媒質そのもものが動くわけではないので注意する。√
a

m
= ω =

vp
A

= vgk (2.3)

式 2.1に k ̸= 0であるから

E = a/k2 (2.4)

として、この分散関係を代入すると

v2g =
a

mk2
=
E

m

である。 (
m

E

∂2

∂t2
− ∂2

∂x2

)
u(x, t) = 0

である。ただし、この時の群速度は媒質の質量との間に

mv2g = E

を満たす。これはアインシュタインの関係

mc2 = E
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である。興味ある点はこの式がマクロな視点と、ミクロな視点を共に持ちうる視点から導いたことである。

式 2.1は 2つの演算子からなると考えられ、1つは時間の 2階部分、もう一つは空間の 2階部分である。
空間の 2階部分については

∂2

∂x2
ϕ(x) = 0

というラプラス方程式として知られている。

時間の 2階部分は慣性項ともよばれこれは原点を過ぎても物体は慣性で運動を続け、つりあいを過ぎて慣性
力がつり合うところ

mẍmax = axmax

まではバネが伸びる。

さて式 2.1に速度抵抗を考慮することにする。これは

mẍ = −κẋ

が運動方程式となるので (
1

v2g

∂2

∂t2
+

1

κ

∂

∂t
− ∂2

∂x2

)
u(x, t) = 0 (2.5)

となる。この真ん中の項が摩擦項と呼ばれる。これによって各媒質はバネ以外にダンパーようなものが接続

されたように減衰振動をすることになる。この式から慣性項をとってしまうとどうだろう。(
1

κ

∂

∂t
− ∂2

∂x2

)
u(x, t) = 0 (2.6)

この式はもはや振動ではなく、原点を過ぎても戻ってくることはない。

この時の κは拡散係数と呼ばれ、これは熱伝導によく表れる拡散方程式になる。

ところが式 2.1において少々特殊な振動を考えよう。
つまり、時間の 1階微分は振動面を 90 °回転させる。とし、

∂

∂t
→ −iℏE

m

とすると (
iℏ
∂

∂t
− ∂2

∂x2

)
u(x, t) = 0

はシュレディンガー方程式である。

このように物理の方程式は微分形で表されることが多い。しかし、場合によっては積分の形が便利な場合も

ある。

2.2 完全微分方程式

1階微分方程式は陽の形
y′ = f(x, y)

という形であれば次のような ωが 0とおける。

ω ≡ P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0 (2.7)

このように ωがおければこの ωは完全 (exact)であるという。
例えば 2変数 x, yを考え、xy平面の近隣の 2点を (x, y), (x+∆x, y +∆y)のように表す。

∆xは直接∆yに影響を与えないとできるなら

∆U = U(x+∆x, y +∆y)− U(x, y)
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として次の偏微分 (partial_diffrential)が定義できる。

∂U

∂x
= lim

∆x→0

U(x+∆x, y)− U(x, y)

∆x

∂U

∂y
= lim

∆x→0

U(x, y +∆y)− U(x, y)

∆y

よって∆x,∆yはそれぞれ異なる変化の時には 0とみなせるから

∆U = U(x+∆x, y +∆y)− U(x, y)

=
∂U

∂x
∆x+

∂U

∂y
∆y

である。よって微小変化の極限では

dU =
∂U

∂x
dx+

∂U

∂y
dy

が成り立つ。この dU を U の全微分 (total_diffrential)という。
式 2.7から

P (x, y) =
∂U

∂x
, Q(x, y) =

∂U

∂y
(2.8)

であれば

ω = dU = 0

である。このような微分方程式は完全微分方程式 (exact diffrential equiation)という。
この場合この方程式は簡単に解けて

U(x, y) = Const

であり、次節の第一積分の条件を満たす。

この完全性の条件は式 2.8から
∂P

∂y
=

∂2U

∂x∂y
=
∂Q

∂x

であれば成り立つ。逆も成立するから完全性の条件が

∂P

∂y
=
∂Q

∂x

であることがわかる。これは次章の複素積分ではコーシー・リーマンの条件として複素数に拡張される。し

かし、微分方程式が完全になるためにはかなりきつい変数の制約が成り立っていることは承知しておく必要が

ある。

Pdx+Qdy = dU

となるような P,Qを作れれば図のような 2つの経路 C1, C2 での積分が一致することを示す。

図 2.1: 2つの積分経路
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C1 : U(x, y) =

∫ x

x0

P (u, y0)du+

∫ y

y0

P (x, v)dv + U(x0, y0)

C2 : U(x, y) =

∫ y

y0

P (x0, v)dv +

∫ x

x0

P (u, y)du+ U(x0, y0)

従って閉じた経路 C について 1周すれば∫
C

(Pdx+Qdy) =

∫
C1

(Pdx+Qdy)−
∫
C2

(Pdx+Qdy) = 0

である。これは式 2.7から ∫
C

ω =

∫
C

(Pdx+Qdy) = 0 (2.9)

この関係は図のような長方形の経路に限らず閉じたループであれば成り立つ。

これを示すにはループを方眼Di に区切りこの方眼の 1辺の長さを aとすれば

図 2.2: 積分経路は方眼を小さくすれば D=Cである。

∫
C

ω = lim
a→0

∑
i

∫
Di

ω = 0

である。ただし、方眼ループと C の回転の向きは同じである必要がある。

よって完全性の条件が成り立てば閉回路で積分してやれば必ず 0になる。

2.3 原点の問題

完全性が成り立っていればループの取り方には依存することなく式 2.9は成り立つ。
ところが経路上の動点を P とするとこの点 P は原点を決め、原点からの OP ベクトルの端点と考える必要

がある。

では積分の結果は完全性が満たされていれば原点の取り方、座標系の取り方に依存することがあるであろう

か。これを次の例で見てみよう。

ω =
y

x2 + y2
dx− x

x2 + y2
dy

を考える。これは次部でベクトルポテンシャルの例で紹介する。

すると

U = tan−1

(
x

y

)
とおくと {

tan−1 x
}′

=
1

1 + x2

だから
∂U

∂x
=

1

y

1

1 + (x/y)2
=

y

x2 + y2

9



∂U

∂y
= − x

y2
1

1 + (x/y)2
= − x

x2 + y2

となるから ωは完全である。よって ω = 0 は完全微分方程式で、その解が

U = tan−1

(
x

y

)
= Const (2.10)

から

y = Ax

が解であることがわかる。

ところが極座標を用いて

x = r cos θ

y = r sin θ

をとると式 2.10から

U = tan−1

(
cos θ

sin θ

)
= tan−1

(
− sin [θ − π/2]
cos [θ − π/2]

)
= tan−1

(
sin [−θ + π/2]

cos [−θ + π/2]

)
=

1

2
π − θ

である。従って

ω = dU = −dθ

であり、これを積分すれば ∫
C

ω = −
∫
C

dθ = 0

となるはずであるが、ここに問題がある。

次の図に見るように θの原点として閉経路の中にある場合と外にある場合を考える。

図 2.3: 原点が積分経路の外にある場合と中にある場合

原点が経路の外であれば明らかに何周回ろうとも∫
C

dθ = 0

であるが、経路の中に原点がある場合には ∫
C

dθ = 2nπ

である。この場合は巻き数 nが出て、θは多価関数になる。

これをさけるためには下図左のように xy平面に原点から無限遠までの切れ込みをどこかに入れて、この領

域を除外すればいい。ωの完全性が全 xy平面で実現しないことには注意がいる。
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図 2.4: x軸の正の領域を除外すれば完全性が保たれる。

従って巻き数 nが複数になれば図右のように何葉もの平面を用意しながら連続的なパラメタ ξ と 0から 2π

で定義された θの変数を持つ多様体を考えなくてならない。

2.4 1階線形

yと y′ について 1次の微分方程式
y

′
+ p(x)y = q(x) (2.11)

を 1階線形微分方程式という。特に q(x) ≡ 0の時、

y
′
+ p(x)y = 0 (2.12)

となり、これを斉次方程式 (homogeneous-equation)という。式 2.11は非斉次微分方程式という。
斉次方程式は次のように変数分離として

1

y
dy = −p(x)dx

とすることができるので、両辺を積分すれば

log |y| = −
∫
p(x)dx+ C

となるので、一般解が

y = A exp

[
−
∫
p(x)dx

]
≡ z(x)

となる。次に非斉次の場合を解くために、この結果を用いて

y(x) = a(x)z(x)

とおく。つまり、非斉次項 q(x)の影響は指数関数の因子 z(x)を変えないと考える。

ここで z(x)は式 2.12を満たすので、次のように ( )内は 0にできる。

y′ + py = a(z′ + pz) + a′z = a′z

つまり、z(x)は変化せず、a′ 側に変化を吸収させる。

したがって、式 2.11は
a′z = q

a′ =
q(x)

z(x)

となるので、積分して

a(x) =

∫
q(x)

z(x)
dx+A

11



となるので、これを式に代入し、

y(x) = Az(x) + z(x)

∫
q(x)

z(x)
dx

この解には任意定数 Aが 1つ含まれるので、解を（斉次方程式の解）×（未知関数）として解く方法を
定数変化法 (method of variation of constants)という。
第 2項を特殊解として ϕ(x)とおくと一般解は

y(x) = Az(x) + ϕ(x)

で与えられる。これから任意の 3つの解について

y(x)− y2(x)
y1(x)− y2(x)

= Const.

となることがわかる。

2.4.1 例 1:空気抵抗のある落下

　例えば高校物理でよくあつかった速度抵抗のある場を考えると、定数を ν として、

v̇ + νv = g

であり、まさに 1階線形微分方程式である。そこで

v = az

と、おき

z(t) = Ae−νt

a(t) = A−1g

∫
eνtdt+ C = A−1 g

ν
eνt + C

vの一般解は

v(t) = Ce−νt +
g

ν

となるので、初期条件を v0 = v(0)から

C = v0 −
g

ν

よって

v(t) = v0e
−νt +

g

ν

(
1− e−νt

)
終端速度は

v =
g

ν

となるが、これは非斉次方程式の特殊解である。
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2.5 第一積分

Dを (t, x) = (R ×Rn)として、逆関数を持つある関数 G(t, x) ∈ C1(D,R)が微分方程式 ẋ = f(t, x) の第

一積分 (first integral)であるとは Gが解に沿って不変であることから次のような定数 c = G(ξ ∈ Rn)と集合

S が存在する。

S = G−1(c); G−1(c) := {x ∈ Rn|G(x) = c}

この S のことをレベル集合 (level set)という。
この時、任意の (τ ∈ R, ξ ∈ Rn)について

d

dt
G(t, x(t, τ, ξ) = 0 (2.13)

が成り立つ。tの全微分は
d

dt
=

∂

∂t
+ ẋ

∂

∂x

とかけるからこれを式 2.13に代入すると Gの時間変化がないとして

d

dt
G(x(t)) = ⟨∇G(x(t)), ẋ(t)⟩ = 0

を意味する。これは多様体の接ベクトル ẋ(t)に対し勾配ベクトル ∇Gは直交しているので、接空間に対し
ても法線方向を向いていることになる。S 上の任意の点において ∇Gが消えないなら S を正則 (regular)な
レベル集合という。

G(x) = c

が成り立つことで局所的に x1 について

x1 = x1(x2, · · ·xn) (2.14)

とかけることになる。そのため、S 上の点は n− 1個のパラメタで表すことができる。これは S が n− 1次

元の C1 クラスの多様体であることを表す。

また式 2.13は
∂G

∂t
+

n∑
k=1

∂G

∂xk
f(t, x) = 0 (2.15)

とかける。これは時間と空間が必ずしも対等ではないことを示す。時間はここでははじめから内積として与

えられた結果であるパラメタでるのに対し、空間は広がりを持つので速度と掛け合わせて

スカラ値を得る方式となる。しかし、この差が多様な構造を動的に展開していくことを可能にしている。

G, f が陽に tによらないならば

∇G =t

(
∂G

∂x1
, · · · ∂G

∂xn

)
(2.16)

として

⟨∇G(x(t)), f(x)⟩ = 0

となる。これは関数 Gの f 方向からの方向微分が恒等的 0、すなわち

XG ≡ 0, X =

n∑
k=1

fk(x)
∂

∂xk

が成り立つ。このようにGに対して核的に作用するのが微分演算子 (differntial_oprator)という。例えば前
節のベクトル場は微分方程式

ẋ = ek
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の微分演算子は
∂

∂xk

であり、これは n 個集まれば曲面を形成し、{ ∂
∂x1

, · · · ∂
∂xn
} がその基底になる。この空間を Rn の接空間

(tangent space)と呼び、TxRn と書く。この時、図のように f(x)は接ベクトルを表す。

図 2.5: レベル集合がつくる曲面と接ベクトル

今、t = 0で点 ξ ∈ S を通る曲線を
γ : t→ x(t), x(0) = ξ

とし、ξを通る積分曲線 x(t, ξ)を考える。ẋ(0, ξ) = f(ξ) ∈ TξS となるのでベクトル場が

x ∈ S → f(x) ∈ TxS

に対応して存在する。この時微分方程式

ẋ = f(x)

が局所的に成り立つ。これは式 2.14から n− 1個の連立方程式

ẋk = fk(x1(x2, · · · , xn), x2, x3, · · ·xn) k = 2, · · ·n

として成り立つことになる。

2.6 ハミルトン系

2.6.1 中心力

具体的な例を少し見ていこう。古典的な保存力は少なくとも 2回微分可能な C2 関数である U(x)を考えて

x = x(x1, · · · , xn)に対して次の運動方程式が成り立った。n粒子あるRn の領域を考えて

mkẍk = − ∂U
∂xk

(k = 1, · · ·n) (2.17)

これから両辺に ẋk をかけてまとめると

mkẍkẋk −
∂U

∂xk
ẋk = 0

d

dt

(
n∑

k=1

1

2
mkẋ

2
k − U

)
= 0

よって第一積分として次のH をとることができる。

H =

n∑
k=1

1

2
mkẋ

2
k + U(x)
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明らかにこれは系の全エネルギーであり、時間的に保存される。しかし、式 2.16から相空間として双対空間
の組み合わせ (x, p)を考えて

ẋk =
∂H

∂pk

ṗk = − ∂H
∂xk

とすればこれは 2.17を表している。この関係をみたす Hをハミルトニアンという。

2.6.2 単振動

微分方程式は独立変数、およびその導関数間の関係式である。独立変数が 1つの場合は常微分方程式といい、
2つ以上ある場合は偏微分方程式になる。例えば単振動の場合の運動方程式は

ẍ = −ω2x (2.18)

であった。一般解は

x(t) = C1 cosωt+ C2 sinωt

となる。古典力学でははっきりした初期条件があるので解は一意に決まる。これは本当だろうか。

そこで式 2.18の両辺に ẋをかけると次のようにまとめることができる。

ẋẍ = −ω2ẋx

d

dt

(
1

2
ẋ2 +

1

2
ω2x2

)
= 0

これは括弧内が時間的に一定であることを示す。つまり括弧内が第一積分になる。

ただし、天下り的に ẋをかけることには十分注意がいる。一定の速さを大域的に認めなければこうはならな

い。古典的な場ではこれが可能である。高校物理では誰もが

ω2 = k/m

となることにはじめは戸惑う。なぜなら左辺は振動数の 2乗であり、ωは回転速度である。右辺は力学的な
バネ定数と質量の比だから振動のようなものが一見からは出てこない。そこで

E を時間的な定数として
1

2
ẋ2 +

1

2
ω2x2 = E

とおき、これを速さ ẋ(t)について解くと、

ẋ(t) = ±
√

2E − ω2x2(t)

となるので新たに変数 z(t)を用いて

x(t) =
√
2Eω−2z(t) (2.19)

とおくと

ż(t) = ± ω√
2E

√
2E − ω2x2(t) = ±ω

√
1− z2

という微分方程式が得られた。正の解をとると、

ωdt =
z√

1− z2
dz
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と分離できるので両辺を積分すると時間 0→ t の間に zは z0 → zと変化したとして∫ t

0

ωdt =

∫ z

z0

z√
1− z2

dz

=
[
sin−1(z)

]z
z0

ωt = sin−1 z − sin−1 z0

となる。つまり ωtの正体は sinの逆関数、つまり角度の差である。
これから

z(t) = sin(ωt+ α) α = sin−1 z0

と求まる。よって式 2.19から
x(t) =

√
2Eω−2 sin(ωt+ α)

と求まる。

2.7 ケプラー問題

　次に 3体問題として惑星の運動を考える。太陽は不動点として 3次元R3空間を考え、惑星を質点 Pとし
て質量をm,x = (x1, x2, x3)とすると万有引力定数を Gとして

mẍ = −GM mx

|x|3

ここで k = GM とおけば運動方程式は次のような微分方程式となる。

ẍ = − k

|x|3
x

となり、このときの xの成分 x1(t), x2(t), x3(t)を求めることをケプラー問題という。

そこでまず回転行列を Rとし次のような座標変換 x→ x′ を考える。

x = Rx′

としても

|Rx| = |x|

が成り立つから運動方程式は

ẍ′ = − k

|x′|3
x′ (2.20)

となり、座標変換に対して不変である。

図 2.6: 惑星運動の極座標

r(x1, x2)の微分は

r = rr̂

とかけるから次の 2つのベクトル和で表される。
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ṙ = ṙr̂+ r ˙̂r

= ṙr̂+ rϕ̇ϕ̂ (2.21)

ただし、

˙̂r =
d

dt
(cosϕ, sinϕ)t = ϕ̇(− sinϕ, cosϕ)t = ϕ̇ϕ̂

であり、上の図左のようになる。惑星運動はほぼ右図のように同一平面にあるから初期条件として

x1,2(0) = ξ1,2 ẋ1,2(0) = η1,2 x3(0) = ẋ3(0) = 0

である。式 2.20に ẋをかけて積分すると

1

2

(
ẋ21 + ẋ22

)
− 1√

x21 + x22
= Const

ここで次のような極座標を用いると

x1 = r cosϕ

x2 = r sinϕ

として式 2.21から (
ẋ1

ẋ2

)
= ṙ

(
cosϕ

sinϕ

)
+ rϕ̇

(
− sinϕ

cosϕ

)
(
ẍ1

ẍ2

)
=
(
r̈ − rϕ̇2

)( cosϕ

sinϕ

)
+
(
2ṙϕ̇+ rϕ̈

)( − sinϕ

cosϕ

)
一方で式 2.20を極座標で表すと (

ẍ1

ẍ2

)
= − k

r2

(
cosϕ

sinϕ

)
となる。従って両者を比較し、各基底の係数が等しいとすれば次の 2式を得る。

r̈ − rϕ̇2 = − k

r2

2ṙϕ̇+ rϕ̈ =
1

2

d

dt

(
r2ϕ̇
)
= 0

2式からは
r2ϕ̇ = Const

であり、これは面積速度が一定であるというケプラー第 2法則である。また角運動量の保存も表している。
これは (x1, x2)座標に戻すと

x1ẋ2 = −r2ϕ̇ sin2 ϕ

x2ẋ1 = r2ϕ̇ cos2 ϕ

なので

r2ϕ̇ = x2ẋ1 − x1ẋ2

のように微分を含む交換積になっている。
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2.8 2階線形偏微分方程式

2つの独立変数を持った 2階線形偏微分方程式は双曲線型、放物線型、楕円型に分類される。物理で非常に
よく扱うこれらの型について基礎的な復習から始める。

2階線形微分方程式の一般形は次のようにおける。

Auxx + 2Buxy + Cuyy +Dux + Euy + Fu+ E = 0 (2.22)

各 A ∼ Gは x, yのみの関数である。そこで P点 (x, y)の近傍で 2組の曲線族

ξ(x, y) = Const, η(x, y) = Const

を考える。座標系 (x, y)→ (ξ, η)の変換を考えることで、この微分方程式を簡単にすることができる。

対応 (x, y)→ (ξ, η)が 1対 1であるためには次のような行列式が 0にならない必要がある。∣∣∣∣∣ ξx ξy

ηx ηy

∣∣∣∣∣ ̸= 0

この条件が成り立つ領域では (ξx, ξy)と (ηx, ηy)は ξ(x, y) = Const, η(x, y) = Constの法線方向を表すので

これらの法線群が平行にならず、互いに接することがないことを示す。

図 2.7: 積分曲線群

そこで式 2.22を
auξξ + 2buξη + cuηη +O(uξ, uη, u) = 0

と変数変換した時、具体的に 
a = Aξ2x + 2Bξxξy + Cξ2y

b = Aξxηx +B(ξxηy + ξyηx) + Cξyηy

c = Aη2x + 2Bηxηy + Cη2y

という関係にある。この時

b2 − ac = (B2 −AC)J2 (2.23)

が成り立つ。また a = 0が成り立つ場合は

Aξ2x + 2Bξxξy + Cξ2y = 0

という条件が満たさればいい。そこでこれを特性曲線という。ξ(x, y) = Constであることからこの曲線に

沿って

ξxdx+ ξydy = 0

が成り立つことになる。これから ξx, ξy を消去すると

Ady2 + 2Bdxdy + Cdx2 = 0
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これを dy/dxの 2次方程式とみなせば解の公式から

dy

dx
=
B ±

√
B2 −AC
A

(2.24)

が得られるのでこれから次のような分類が式 2.22にできる。

1. 双曲型　 B2 −AC > 0

2. 放物型　 B2 −AC = 0

3. 楕円型　 B2 −AC < 0

これらの分類は式 2.23があるおかげで座標系に依存しない。
しかし、これらは局所的で領域によっては異なる分類に属することがある。A,B,C が定数なら特性曲線は

直線になる

。この場合について先の分類に従ってみていく。

1．双曲型　 B2 −AC > 0の場合

A ̸= 0ならば特性曲線が成り立つことから

a = c = 0, b ̸= 0

となるので結局

uξη +O(uξ, uη, u) = 0 (2.25)

となる。

A = 0, C ̸= 0の場合にも同様に

uξη +O(uξ, uη, u) = 0

を得る。

A = 0, C = 0の場合にも同様である。次のような変数変換をすると

ξ = X + Y, η = X − Y

式 2.25は uξη = (uXX − uY Y )/4となるので

uXX − uY Y +O(uX , uY , u) = 0

であり標準的な波動方程式

utt − c2uxx = 0 (2.26)

はこの分類に属することがわかる。

2．放物型　 B2 −AC = 0の場合

この時特性曲線の族は１つだけになる。

Ady −Bdx = 0

の解となるのでこれを ξ(x, y) = Constとしてこれと独立な任意の曲線 (直線)族を η(x, y) = Constとして

新しい座標系を選ぶと a = 0とすることができる。また式 2.23から b = 0ともなるので

uηη +O(ux, uy, u) = 0

という標準形ができる。物理でよく登場する熱伝導方程式

ut − κuxx = 0 (2.27)
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が代表的な例である。

3．楕円型　 B2 −AC < 0の場合

この時、実数の特性曲線は存在しない。複素数を含む次の 2つの方程式が出てくる。

Ady − (B + i
√
AC −B2)dx = 0

Ady − (B − i
√
AC −B2)dx = 0

これを積分すると次の複素共役な 2式が得られる。

f(x, y) = Ay − (B + i
√
AC −B2)x = Const

f∗(x, y) = Ay − (B − i
√
AC −B2)x = Const

これから

Af2x + 2Bfxfy + Cf2y = 0

Af∗2x + 2Bf∗xf
∗
y + Cf∗2y = 0

が成り立つ、そこで次のような変数変換を考えると

ξ =
1

2
{f(x, y) + f∗(x, y)}

η =
1

2i
{f(x, y)− f∗(x, y)}

a = c, b = 0となるので標準形は

uξξ + uηη +O(ux, uy, u) = 0 (2.28)

となり、以下の調和関数の章で紹介する 2次元のラプラス方程式やポアソン方程式が代表例である。

2.9 ベッセル微分方程式

球面波のところで扱うベッセル関数は物理で重要な関数である。これは点波源から波が平面に伝播していく

様子を表す。

次の微分方程式をベッセル微分方程式 (Bessel’s differential equation)という。

x
d2u

dx2
+

1

x

(
x
du

dx

)
+
(
x2 − ν2

)
u = 0

次のように両辺を x2 で割ったものをいうこともある。

d2u

dx2
+

1

x

du

dx
+

(
1− ν2

x2

)
u = 0

3 複素幾何 [4]

　物理学を学ぶにあたって複素数は非常に重要である。複素数の導入に際し、視覚的に複素数をあつかった

本に Tristan Needhamの Visual Complex Analysis[10]がある。
ここではこの本の内容を引用しながら複素数の概念を明らかにしていこう。通常のユークリッド幾何に慣れ

てしまっている人はここでその慣れを払拭して欲しい。
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3.1 メビウス変換

z = reiθ および定数を複素数まで拡張し、メビウス変換は次で与えられる。

M(z) =
az + b

cz + d
(3.1)

第 5部でみる特殊相対性理論で登場するローレンツ変換はこのメビウス変換を表している。
また、逆に複素空間 Cにおいてメビウス変換から時空のローレンツ変換は唯一決まる。
はじめにこの内容を考察していこう。

メビウス変換は次の 4つの変換の合成とみることができる。

z 7→ z +
d

c
平行移動 (3.2)

z 7→ 1

z
複素反転 (3.3)

z 7→ −ad− bc
c2

z伸縮 (3.4)

z 7→ z +
d

c
平行移動 (3.5)

この変換は非常に興味ある性質を多くもっている。ローレンツ変換は次の値を一定に保つ 4× 4の座標変換

である。

S2 = T 2 − (X2 + Y 2 + Z2)

この変換を Lとよぼう。負符号が入っているせいで S は複素数をとる場合がある。

4次元の時空の変換 Lに対応する複素写像が実はメビウス変換で、ローレンツ変換と 1対 1に対応する。

3.1.1 行列との対応と同次座標

メビウス変換を次のように行列と対応つけよう。通常の行列と区別するためにこの節では []をつけることに

する。

M(z) =
az + b

cz + d
←→ [M ] =

[
a b

c d

]
(3.6)

注意すべきは通常の R2 空間では回転を表す次の行列は複素数の行列においては異なってくる。

[M ] =

[
0 −1
1 0

]
=
−1
z

(3.7)

しかし、逆行列や単位行列、や積はそのまま扱える利点がある。そこでメビウス変換と行列の相違点につい

て考えよう。

さらに 2つの複素数の比

z =
c1
c2

(3.8)

で複素数 zを表す時、この順序つけられた [c1, c2]を zの同次座標という。この時 kを定数とし、

[kc1, kc2] = k[c1, c2]

また、[c1, c2]は C2 の元とみなし、次のような変換を考えよう。
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[
c′1

c′2

]
=

[
a b

c d

][
c1

c2

]
=

[
ac1 + bc2

cc1 + dc2

]
ここで式 3.8より次のような対応を考えると

w =
c′1
c′2

=
ac1 + bc2
cc1 + dc2

(3.9)

ところが次のように簡単に変形できるで式 3.8より

w =
ac1/c2 + b

cc1/c2 + d
=
az + b

cz + d

となり、これはメビウス変換である。

また式 3.8より∞が次のように対応し、拡張された複素平面との対応を容易にする。

∞←→

[
c1

c2 → 0

]
次に [M ]の固有ベクトルを考えよう。

固有ベクトルとは向きが変わらないベクトルであり、元のベクトルのスカラー倍になる関係である。そこで

固有値を λとおくと [
a b

c d

][
c1

c2

]
= λ

[
c1

c2

]
(3.10)

これはメビウス変換では 3.8が

M(z) =
λc1
λc2

= z

に写ることを意味しているのでこれは不動点である。

つまり z = c1/c2が不動点となる必要十分な条件は [c1, c2]が [M ]の固有ベクトルであればよいということに

なる。

[M ]の固有値は次の特性方程式を満たす。式 3.10の行列式をとり、

det{[M ]− λ[I]} = 0

ただし、M は 2× 2行列だったから I は単位行列

[I] =

[
1 0

0 1

]
である。式 3.34が成り立ち正規化されているとすれば特性方程式は次のように書き下せる。

λ2 − (a+ d)λ+ 1 = 0

この解は a, dのみで決定され次のようになる。

λ =
1

2
{(a+ d)±

√
(a+ d)2 − 4

さらに解と係数の関係からは 2つの固有値について次の簡単な関係が成り立つ

λ1λ2 = 1, λ1 + λ2 = a+ d

これから固有値が互いに逆数の関係であり、その和が対角和になっていることがわかる。
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これは線形代数での正規化行列 Nの次の関係の特別な場合である。

λ1λ2 · · ·λn = detN, λ1 + λ2 + · · ·+ λn = Tr[N ]

3.1.2 ユニタリ行列

　幾何の対蹠点の考えを複素数に広げてみよう。C2空間にいおいて p, qの 2つのベクトルが直交するとき、
内積

p · q = 0

は

p1q1 + p2q2 = 0

であった。拡張して、p(1, i), q(1, i)とし、C2空間において次のように内積を複素共役 −を用いて定義する。

⟨p, q⟩ = p̄1q1 + p̄2q2 (3.11)

直交条件は

p̄1q1 + p̄2q2 = 0

p̄1/p̄2 = −q1/q2

とかきなおすことができる。p(p1/p2), q(q1/q2)を同次座標とみなせば　

q = −1

p̄
(3.12)

が成立する。この関係が成り立つ時 p, qは対蹠点であるという。

C2 空間にいおいて２つのベクトルが直交するとはリーマン球面において対蹠点の 2点の同次座標になって
いればよい。

C2 の回転に類似した線形変換を [R]とする。これは角度関係を保つので次のように内積を保存する。

⟨[R] p, [R] q⟩ = ⟨p, q⟩

式 3.11から

p∗{[R]∗ [R]}p = p∗q

したがって

[R]
∗
[R] = [I]

を満たさなくてはならない。これは

[R]
∗
= [R]−1

[R] =

[
a b

−b̄ ā

]
(3.13)

を満たす。この関係は転置複素共役の関係でありこれをユニタリー行列という。
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よってリーマン球の一般的な回転を表すメビウス変換は

R(z) =
az + b

−b̄z + ā
(3.14)

と書き表すことができる。つまり a, bとその複素共役できまる。

ユニタリ行列は回転に依存しない、どの方向からみても内積値が一定になるメビウス変換である。

これが 2つの係数で決まるというのはおもしろい。これは式 3.12の関係があることによる。
この関係は次の複素幾何において、さらに後の場の理論において重要な役割をする。

3.2 円周幾何

　円周率 πは簡単な次の積分によって得られる。

π = 4

∫ 1

0

1

1 + x2
dx

これは次のように変数変換すると

x = tan θ (3.15)

dx

dθ
=

1

cos2 θ

だから ∫ 1

0

1

1 + x2
dx =

∫ π/4

0

1

1 + tan2 θ

1

cos2 θ
dθ

=

∫ π/4

0

cos2 θ

sin2 θ + cos2 θ

1

cos2 θ
dθ

=

∫ π/4

0

dθ =
π

4

である。つまり、式 3.15のような傾きをとる変換を考えると単位区間で

1

1 + x2
→ π

4

のように積分される。

3.2.1 円の演算

　円周上の幾何は非常にきれいに代数と関係する。例えば次の図のように円周上に任意の点Oをとり、これ

を単位元とみなす。次に任意に A,B をとり A×B を次のように定義する。
線分 ABと平行で点 Oを通る直線と O点以外で円と接する点を A×B とする。

図 3.1: Oを通る ABに平行な線を A×B で定義する

次に同じ円周上に任意の点 Cをつくり、同じルールで (A×B)× C をつくる。
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その後同じルールで B × C をつくり A× (B × C)をつくると、次の図のように円周上で 2点は一致し、

(A×B)× C = A× (B × C)

が確認できる。

図 3.2: 円周上で (A×B)× C = A× (B × C)が成り立つ

3.2.2 円による反転

はじめに半径 Rの円 Kに関する反転 T を次のように定義する。複素数の逆数をとるという複素反転ではな

く、次のような幾何的な意味がある。

zを複素数とし、円の中心を qとすると qと zとの距離を ρとして

定義：zの反転 T (z)は qからの向きが zと同じで qからの距離 ρ′ が R2/ρとなる点が T (z)である。

図 3.3: 円に関する反転の定義 [10]より

このとき上図右から

|z − q||T (z)− q| = ρρ′ = R2 (3.16)

が成り立ち、向きが一定だから

(T (z)− q)(z − q) = R2

T (z) =
R2

z̄ − q̄
+ q =

qz̄ + (R2 − |q|2)
z̄ − q̄

(3.17)

ここで q = 0, R = 1なら上図左から複素共役をとっての反転

T (z) =
1

z̄
(3.18)

である。前節の式 3.12に対応する。
これは、次の図において点 Oを中心とする円に関する反転が A,Bを A ’、B ’に写すなら Oを共通の頂点
とした三角形は相似になり
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図 3.4: 円に関する反転

A′B′ =

(
R2

OA •OB

)
AB (3.19)

が成り立つ。つまり

：Oを中心とする円に関する反転で２点 A,Bが A’B’に写るなら三角形 OABと OB’A’は相似になる。

式 3.17が複素共役であることに注意し、この変換によって変化しない図形はを探すと、反転 T によって直線 L

が円K の中心を通るなら Lは反転によってそれ自身に写るから中心を通る直線は全て反転操作で変化しない。

では中心を通らない直線はどうなるだろうか。この時、次の定理が成り立つ。

：直線 Lが円K の中心を通らないならば Kに対する反転により、Lは Kの中心を通る円に写る。

図 3.5: 青の円は同じ中心を通る赤の単位円によって緑の直線に写る。

これは次の図によって説明できる。

Kによる反転の操作により、直線 L上の点 Aが A’に、Bが B’に写されたとする。
∠BAqを π/2に選べば ∠A′B′qも π/2になる。よって qA’は直径であり、Lは q点を通る円に写される。

図 3.6: 同じ中心をもつ円に対する反転

これらから簡単に次のように円についての定理が得られる。
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：円 Cが円 Kの中心 qを通らないならば Kに関する反転によって Cはｑを通らない別の円にうつる。

図 3.7: 青の円は同じ中心を通らない赤の単位円によって緑の円に写る。

　

図 3.8: 同じように外部にある場合：青の円は同じ中心を通らない赤の単位円によって緑の円に写る。

この結果は円が反転によって保存されているともいう。これは異なるものをつくるという独立性を示して

いる。

また、この反転の操作が基準の円の内側と外側を区別している。

さらに、次の図 [c]でみるように反転は等角ではなく、反等角であることがわかる。
円 Kに対する反転を TK、線 Kに対する鏡映を RL としよう。すると Lは平面を 2つの部分にわける。
そして鏡映 RL はこれを図 aの上のように入れ替える。
また、境界上の点はこの鏡映で動かない。そして鏡像を繰り返せば元にもどるので

RL ◦RL = I

となる。以上 3つの性質は図 [b]のようにそのまま反転 TK でも成たつ。
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図 3.9: 反転の半等角性 [10]より

3.2.3 無限点

この円周上の幾何が平面幾何と 1対 1の関係を保つためには 0と∞の対応を考える必要がある。
そこで次の図のように 3.2.2から円の半径が大きくなる極限として直線が存在し、その像は中心 qに近づく
ことがわかる。

中心 qを通らない円は円Kによる反転により円に写る。この時∠ACB
と∠A′B′C ′は共に直角である。写された円の半径を無限大まで大きくすると直線になり、元の円は点 qを通る。

図 3.10: 中心を通らない反転

また、写す側と写される側を逆転させてもこの関係は同じである。しかし、みかけの円の大きさは異なる。

そこで円Kの半径を無限大にすることを考え、円Kを直線にしたとするとA,B,A’,B’は実軸上に並び、q,C,C’
と重なる。

よって２つの三角形はつぶれてしまい面積をもたない。

この時、円の大きさが同じになるとすると点 qは A側と A’側で同一視されなければならない。
これには足りないものがある。また、この円による反転の操作には 0の像や∞を仲間に入れていない。
そこで∞と 0を付け加えてこの考えを拡大する。すると zと 1/zの対応に次が加わる。

1

∞
= 0,

1

0
=∞ (3.20)

これにより複素平面に∞と −∞が加わり、zと 1/zの対応は 1対 1の関係になった。
さらに 0を通る円は直線に写ることになり、直線も無限遠を通る円とみなすことができる。
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図 3.11: [10]より：qを含まない半径を持つ Cが無限大の半径を持てば直線 Lに近づく、この時、Cの反転の
円 C̃ は qを通る円に限りなく近づく。

3.2.4 直交性

　　次に円の直交関係を定義しよう。

図のように円 C は円K 上の 2点 a, bで直交するとは点 aの接線 T がK の中心 qを通るとする。

この時、次の単位元の存在が確認できる。

図 [a]のようにKに関する反転によりKと直交する円は自分自身に写る。

図 3.12: [10]より：円の直交性;接線が中心を通る時直交する。
2つの直交する円があればその円の交点が Kに対して反転の関係になる。

さらに図 [b]のように直交する円周上では qを通り、C と点 zで交わる直線は反転像 z̃で再び Cと交わる。
これから反転を次のようにいうことができる。

Kに関する反転による z の像 z̃ は z を通ってK と直交する任意の 2つの円の交点の内、z ではないほうの
交点である。
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図 3.13: [10]より：直交する 2つの円と反転円 Kが直線になれば反転は鏡像の関係になる。

興味あることにこれは円 Kが無限の半径を持ち、直線になればこれは鏡映になる。
つまり、半径が無限大になったとすると上図 [a]のように

pz

pz̃
= 1

になることがわかる。

これを代数的に表すとどうなるだろうか。

K の半径を無限大にする変わりに複素平面を直線 Lを実軸にとり、半径 Rとの接点を pとする。虚軸上に

q = iR

を中心に円を描き、接点を pとする。

図 3.14:

この時、式 3.17より q = iRとしたから

TK(z) =
z̄

1− (iz̄/R)

となる。つまり、

幾何的にはK の半径が大きくなれば Tk(z)は図 12の接線を T としてその鏡映点 RT (z)に近づく。

代数的には半径を大きくする変わりに一定の大きさのK を考え、zをどんどん点 pに近づける。|z| < Rと

して z̄から出発して iz̄/R倍したものを足していけばよい。これは次の無限級数を表している。公比を iz̄/Rに
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とれば

TK(z) = z̄ +
iz̄2

R
− z̄3

R2
+ · · ·

=
z̄

1− (iz̄/R)

となる。つまり、R→∞で TK(z)は鏡像点 RT (z) = z̄に等しくなる。

3.2.5 メビウス変換の分類 [18]

　これまでの円周上の幾何でメビウス変換を一般的に分類ができる。

複素数のメビウス変換M(z)の n回の積をMn ただし、M ∈ PSL(2, C)で 1次分数変換とする。
また、L∈ S を小円とすると前節の不動点の集合を Fix(M)で表し次の式で定義する。

{z ∈ S2|Mz = z}

M ̸= I (恒等変換)に対しM(z)を次のように分類することができる。

1. 双曲的 (hyperbolic):Fix(M)は異なる 2点 z1, z2 からなり次が成り立つ。

lim
n→∞

Mn(z) = z1, lim
n→−∞

Mn(z) = z2

　

2. 楕円的 (elliptic):Fix(M)は異なる 2点 z1, z2 からなるが S2/{z1, z2}は無限個の小円の族 Lt の互いに

交わらない和になり各 Lt に対し、次が成り立つ。

M(Lt) = Lt

　

3. 放物的 (parabolic):Fix(M)はただ 1つ点 z0からなる。S2は z0を通り互いに接する無限個小円の族 Lt

の和になり次が成立する。

M(Lt) = Lt

lim
n→∞

Mn(z) = lim
n→−∞

Mn(z) = z0

M(z)をメビウス変換とし 2つの不動点 ξ+, ξ−を持つとする。C1はこの２点を通る。さらにこのC1と直交し、

点 pは固定点 ξ+, ξ−を結ぶ直線上の任意の点であり、この pを中心として半径の円K をつくると ξ+, ξ−はK

に関して対称である。

一方の固定点 ξ+ を 0に、ξ− を∞に写すメビウス変換が次のように与えられる。

F (z) =
z − ξ+
z − ξ−

z′ = F (z), w′ = F (w)を z と w = M(z)での F の像とする。F は z 7→ w = M(z)を新しいメビウス変換

M ′ に移す。

w′ = F (w) = F (M(z)) = F (M [F−1(z′)])

と表すことができるから次のメビウス変換であらわすことができる。

M ′ = F ◦M ◦ F−1
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M ′ の固定点は 0,∞である。しかしこのようなメビウス変換は乗法因子をmとして

M ′(z′) = mz′ (3.21)

m = ρeiα (3.22)

とかける。つまり αの回転と ρの伸縮の合成である。

m = eiα であるときは回転に対応し、この時のM は楕円型になる。

これは原点中心の円を自分自身に移すので下図右のようになる。

3.3 リーマン球

　次に円から球に次元を上げて見よう。下図左の複素平面は複素数 Cを表す。
しかし、１つ問題なのは無限大をどこにとるかである。

そこで図右のように単位球を考えこの中心を共通とする大円に複素平面を考える。

この単位球がリーマン球 SR である。

図のように北極から複素平面への直線を引くと、リーマン球表面で交点 P ’を持ち、平面には Pができる。
半球面上の点 P ′ は複素平面上の複素数 P と１対１で対応する。

SR = C×R

図 3.15: リーマン球

こうすると球面上の北極を∞と定義することができる。

3.3.1 立体射影

　リーマン球面上の 2点 p′, q′が直径に関してちょうど対称的である場合、これは前節で登場した、対蹠点の

関係になっている。

図のように p′ の立体射影を pとする。
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P’

P

q’

h

z’

図 3.16: p(ϕ, θ)において θ = 0の断面図

三角形の相似から ONを 1に規格化すると

p = reiθ = cot

(
ϕ

2

)
eiθ (3.23)

が成り立つ。一般に p′ の座標を次で表すと

p′(ϕ, θ)

上図からその対蹠点 q′ は次のようにおける。

q′(ϕ+ π,−θ)

式 3.23から cot(θ + π/2) = − tan(θ)であることを利用して式 3.18から

q = cot

(
ϕ+ π

2

)
e−iθ (3.24)

= −tan(ϕ)e−iθ = −1

p̄

= −T (p) (3.25)

が成り立つ。

また、p′ の座標を (x′, y′, z′)とするとリーマン球上にあるから

x′2 + y′2 + z′2 = 1 (3.26)

また、p′ から C軸への垂線の足を h、N軸への水平線の足が z′ とすると NOが１だから

p = h
|p|
|h|

(3.27)

|p|
|h|

=
1

1− z′
(3.28)

h = x′ + iy′ (3.29)

が成り立つので

p = x+ iy =
x′ + iy′

1− z′
(3.30)

|p|2 =
x′2 + y′2

(1− z′)2
=

1− z′2

(1− z′)
=

1 + z′

1− z′
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でありこれから次の立体射影の公式を得る。

x′ + iy′ =
2p

1 + |p| 2
=

2x+ i2y

1 + x2 + y2
(3.31)

z′ =
|p| 2 − 1

|p| 2 + 1
(3.32)

3.3.2 角の保存

　まずなす角の決め方を次のようにする。曲線 S1と S2が点 pで交わっている。曲線が滑らかであれば点 p

で接線を引くことができる。この接線を T1, T2とし、点 pでの S1, S2の角を T1から T2への鋭角で定義する。

つまり、角度には符号が入る。

図 3.17: 等角、反等角の定義 [10]より

等角であるとは点 pを通る全ての曲線の対角が保たれる写像の場合をいう。もちろん符号も保存されないと

いけない。図左のように符号のみが反転する場合は反等角であるという。ここで

前節での円に関する反転は反等角であるが次節の複素反転は等角になる。

円に関する反転では次の図のように円 Kにない任意の点 z から任意の方向に向かって Kに直交する円がユ
ニークに決まることを示す。まさにこれは 2点電荷の電位と電場を表している。

図 3.18: ある点から異なる方向への円と直交する円は 1つだけ決まる。[10]より

次の図 aのように点 pで Kに直交する 2つの円を考えその接線を T1, T2 とする。この時、Kに関する反転
がそ円を保ったので p̃ = TK(p)での新しい角は −θとなり、これは反等角である。
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これに対し図 bは複素反転を特徴的に示している。複素反転では単位円で円に関して反転を実施し、さらに
その後、実軸に関する反転をおこなう。よって図 bのように反等角が 2つおこなわれるので結局等角になる。
つまり、等角か反等角かは鏡映を偶数か奇数回数含むかで決まる。

図 3.19: aは円に関する反転、bは複素反転である。[10]より

3.3.3 対称性の保存

物理学では対称性があるということはそこに保存則があるということである。ここでも直線に関する鏡映は

直線に関する対称性を保存することをまず見てみよう。

3.3.4 複素反転

zの複素反転 T を次にように表す。

T : reiθ 7→ 1

r
e−iθ (3.33)

これを単位円を使って次のように視覚化する。

図 3.20: 複素反転

この複素反転は次の２つの手順からなる。

1. z = reiθ を原点からの向きが zと同じで長さが zの逆数である点 1
r e

iθ = 1
z̄ に写す。

2.複素共役、実軸に関する鏡映をつかい点 1
z̄ を

1
z に写す。

反時計回りを正とし、正の方向への移動に対し、左側の領域を対応した領域とする。

円 Kに対して円 Cの変換を考える。??のうち、平行移動、回転、拡大については円の向きを保ち、円の内
部は内部に写る。

次の図で円 Kに対する円の反転を円 Kの中心を通る場合と、通らないが円 Kの内部にある場合と外にある
場合を示す。
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赤の半径１の円に対し青の半径 1/3で原点を通る円を反転させた結果が緑の直線になる。

図 3.21: 原点を通る円の反転

赤の半径１の円に対し青の半径 1/3で原点を通らない内部の円を反転させ
た結果が緑の円になる。

図 3.22: 原点を通らない円の反転 1

赤の半径１の円に対し青の半径 1/3で原点を通らない外部の円を反転させ
た結果が緑の円になる。

図 3.23: 原点を通らない曲線の反転 2

この 3つの図は単純な反転である。複素反転の場合はさらに実軸に対する鏡映が加わるので Cの内部が原点
を含むなら Cは逆向きで円 Kの外部に写る。
この時円の内部は内部に写る。しかし、次の図のように Cが原点を通るならば Cは直線に写り、この時円
の内部は直線左側の半平面に写る。
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K

C

C’

T(C)

円Cが円Kの中心を通るとまず反転T(C)に写る。その後実
軸に対して反転し円 Cの内部は半平面 C’に写る。

図 3.24: 円 Cの円 Kに対する複素反転

メビウス変換は次のように４つの複素数の定数を持つがこれは定数倍してもかわらないので独立した変数は

３つであり、3点を決めれば１つの変換が存在することになる。

M(z) =
az + b

cz + d
=
kaz + kb

kcz + kd

ユークリッド空間においても相似変換は 3点で一意に決めることができた。またメビウス変換において

ad− bc = 0

であればメビウス変換の分母分子に acをかけると ad = bcが成り立てば

M(z) =
acaz + acb

accz + acd
=
a2cz + a2d

ac2z + bc2
=
a2(cz + d)

c2(az + b)
=
a2

c2
1

M(z)

M(z)2 =
a2

c2

よって全複素平面は 1点 a/cに押しつぶされる。これはメビウス変換の zに∞を代入した極限でもある。
またメビウス変換で無限大に変換される zは

M(−d
c
) =∞

である。また次が成り立つ時、メビウス変換は正規化されたという。

ad− bc = 1 (3.34)

またメビウス変換の逆変換は次で表される。

M−1(z) =
dz − b
−cz + a

これから非特異なメビウス変換の全体は写像の合成に対して群をつくる。

またメビウス変換には高々２つの不動点が存在し、次を解くことによってその解を ξとすると

z =M(z) (3.35)
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ξ± =
(a− b)±

√
(a+ d)2 − 4

2c
(3.36)

となる。

3.3.5 複比

複素 z平面において q,r,sの 3点の順番に向きづけられた円 Cを q’r’s’の順番に写すメビウス変換 C’を考え
よう。

この時図のように領域も反転するとする。

図 3.25: 反転

このような 3点 p,q,r,sを図のように反転した 3点 p’,q’,r’,s’に写すメビウス変換はただ１つしか存在しない。
それが次のように表現できるのである。

[w, q′, r′, s′] = [z, q, r, s] =
(z − q)(r − s)
(z − s)(r − q)

(3.37)

この変換を複比という。

おもしろいことにこの変換によって 3点 q,r,sが円Cを通るなら、この円C実軸上に写し、3点の像が 0,1,∞
に写る。

3.4 球面幾何

反時計回りの回転を正として角を保存する運動を順運動、角が反転する運動を反運動と呼ぶことにする。球

面において中心 Oを通る平面との交線は大円であり、球面上でこれを直線 Lと呼ぶ。この直線 Lに関しての

鏡映変換を

ML (3.38)

で表す。球面の運動で反運動はこの鏡映に相当する。また、次の図のように大円 P に直交する 2つの直線
L1,L2の交点は対蹠点 p, p̂をつくり、これを極という。

図 3.26: 極 pでの回転

点 pでの法線方向に回転軸をとり L1,L2のなす角を θ/2としてこの軸周りの回転 θを
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Rθ
p (3.39)

で表す。球面ではどの 2直線も交わるので p点まわりの回転 Rθ
p は任意の 2つの鏡映の合成である。

Rθ
p =ML2 ◦ML1

つまり順運動は回転である。また、球面上に線分 abとこれを長さの等しい a′b′に写す写像は順運動 P と反

運動 P̂ が共に 1つだけ存在し、a′b′ を通る直線を Lとすると

P̂ =ML ◦ P

P = Rϕ
a′ ◦Rθ

p (3.40)

である。球面の順運動は全て回転であり反運動は回転と鏡映が奇数回加わる。

球面の運動において反運動の例は鏡映である。直線 Lに関する鏡映を RfL で表す。これに対し順運動は回

転 Rである。P 点まわりの ϕの回転を Rϕ
P で表すと p, qが対蹠点であれば次の関係が成り立つ。

Rϕ
P = R−ϕ

q (3.41)

平面の順運動は２つの鏡映の合成であり、鏡映の直線が交差するなら回転になった。球面ではどの２直線も

直交するので２つの鏡映は全て回転になることになる。

つまり

RfL2 ◦RfL1 = Rϕ
P

つまり次の図で示すように次の定理が示せる。

定理:球面における点 pにおける θの回転は共に p点を通りなす角 θ/2をなす任意の２直線に

関する鏡映の合成である。

3.4.1 球面反転

　前節の結果を 3次元の球に拡張することは自然である。そこで Ts を球 S 内の 3次元空間とする。
次の図のように球 Sの中心を qとし、2次元の円の場合と同様に Sの内部に qを通る球面を考える。式 5.22
から点 pと中心 qとの距離が ρならば Ts(p)を qから見て pと同じ方向に距離

R2

ρ

だけ離れた点であると定義する。

この時、図のように qを通る内部の球が反転により平面Πに移される。これは qを通る接平面と平行である。
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図 3.27: [12]より

これは 2次元の時と同じように qを通らない球は球に写す。

3.5 複素曲率

点 pで既知の曲率 κを持つ曲線K に解析関数 f が作用した時、これらの像を κ̃、K̃ とする。

曲率の像がどう変換されるかを求めよう。

今図のように点 pで既知の曲率 κを持つ曲線K を描く。p中心の無限小変化を表す半径 ξの微小円も描いて

ある。これが f により図右のように変換される。

この ξを１つの複素数として次の時間後には ζ に変化したとしてこの変化の角を ϵとする。

B
B’

A’

Aq

K

C

C’

図 3.28: 解析関数による曲率の変換

点 p,p̃について曲率は

κ = ϵ/ |ξ|

κ̃ = ϵ̃/
∣∣∣ξ̃∣∣∣ (3.42)

となる。ところが式 4.12により ∣∣∣ξ̃∣∣∣ = |f ′(p)| |ξ|
となる。回転角の像は点 pと pから ϵだけ回転した位置では同じではないとし、σのずれが生じるとしよう。

すると
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ϵ̃ = ϵ+ σ

となる。この σ を求めればよい。点 pの中心の無限小円板を f(p)を中心とする円板に写す操作が f ′(p)で

あった。そこで pを f ′(p)を中心とする円板に写す操作は f ′(p)をもう一度 z で微分することと考える。次の

図のように ξが f ′′(p)によって χに写されたとする。

χ = f ′′(p)ξ (3.43)

図 3.29: 微分の幾何

さらに長さを 1に調整するために f ′(p)で割る。すると図右のように σは虚成分方向への弧の長さに等しい

から

σ = Im [χ/f ′(p)]

式 3.43より

σ = Im [f ′′(p)ξ/f ′(p)] (3.44)

である。よって式 3.42から式??において vが θのみの関数、uが rのみの関数である場合について考えよう。

∂θv(θ) = r∂ru(r) (3.45)

この時、両辺ともに定数と考えることができるのでこれを Aとおく。すると

∂θv(θ) = A (3.46)

r∂ru(r) = A (3.47)

となるので両辺を積分すると cは定数として

v = Aθ + c

u = Alog r + c

従って

u+ iv = A(log r + iθ) + c′

ところが z = reiθ の対数をとれば括弧内の式が得られので

u+ iv = Alog z + c′

は次の図のように円を直線に写す複素写像である。
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図 3.30: 左から log z, , zのグラフ

κ̃ =
Im [f ′′(p)ξ/f ′(p)] + ϵ

|f ′(p)| |ξ|

曲線K の点 pにおける単位接線を

ξ̂ =
ξ

|ξ|
(3.48)

で定義すれば曲率 κの f による像は次で与えられることになる。

κ̃ =
1

|f ′(p)|

(
Im
[
f ′′(p)ξ̂/f ′(p)

]
+ κ
)

= Im

[
f ′′(p)ξ̂

f ′(p) |f ′(p)|

]
+

κ

|f ′(p)|

2行目の式の第 2項は平面が R倍の引き延ばしがあったとき、半径 r = 1/kの円が半径 r′ = R/κに写るこ

とを表している。第一項の存在は元には曲率がなくても写像には曲率が現れてくることを示している。そこで

k(ξ̂) = Im

[
f ′′(p)ξ̂

f ′(p) |f ′(p)|

]

K =
i f̄ ′′

f̄ ′ |f ′|

とおき、K を複素曲率とする。これによって

κ(ξ̂) = K · ξ̂ + κ

|f ′(p)|

この複素曲率K のイメージを与えていこう。次のように複素平面で直交する成分にわける。

K = K1 + iK2 (3.49)

これは図のように複素平面でのベクトルを表し、成分K1,K2の単位ベクトルを e1, e2とするとこれらの f

による像は図右のように円周上に写され、直交関係を保つ

図 3.31: 単位ベクトルの直交関係は保たれる

さらに複素空間でこのK の方向には f による変換において回転の最大となる向きであり、この回転角が式

3.44の最大値に等しいことが次からわかる。
これをみるために複素平面上のベクトルを任意の方向に平行移動し、f による像がどうなるかを次の図に

示す。
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f

K

図 3.32: ベクトルの平行移動

K の方向については ξがこの方向にあれば次が成り立つとして

ξ ∝ K (3.50)

式 3.43による χ,K の定義から

χ ∝ f ′′K ∝ i

f̄ ′
∝ if ′ (3.51)

となる。つまり虚軸方向に f ′ だけ移動しているのでその像は最大の回転をなす。

さらにこれと π/2だけ回転した方向については |f ′|の増加、すなわち伸縮度の増加が最大になるので図のよ
うに各位置のベクトルは写されるわけである。

以上から Qが無限小のベクトルである時、解析写像 f の像を Q̃とすると Qが複素曲率K の方向に動くと

Q̃はもっとも速く回転するがその長さは変わらない。逆にQが−iK の方向に動く時は回転はしないがその長
さがの引き延ばしは最大になる。

これらは式で表すことができる。回転についてはQが任意の方向 ξ̂に動くと Q̃の回転の割合を Rとすると

R = K · ξ̂ (3.52)

この最大値が QがK の方向を向いた時に最大になる。

同様に伸縮については大きさの割合を S とするとK と ξ̂のなす角を θとすると

S = K · ξ̂sinθ (3.53)

S = ξ̂ ×K (3.54)

とかける。

この過程において点 pから ξが微小変化した ζ が変換先で 2次の微分係数である σを引き出していることに

なる。

3.5.1 中心力場への応用

中心力 f(r)が働いている場を考えよう。この時の運動方程式は

mr̈ = −f(r)

である。まず単純に f(r)が rでmは 1とする。
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r̈ = −r

この方程式の解は一般に

r = peit + qe−it (3.55)

rを複素数 zに置き換える。

z = a cosθ + ib sinθ

a = p+ q

b = p− q

a > bとするとこの図形は焦点が

±
√
a2 − b2 = ±2√pq

で aが長径、bが短径の楕円である。この図が下図右に描いてある。この楕円の中心は原点にある。また、a

が発射点であれば bはその速度であることがわかる。さらに興味深いことに、天体の運動は太陽が中心力の中

心でこの位置は焦点の１つである。この時の中心力は r−2 の形をしているので z2 の像を図左に描いてみると

やはり楕円になり、しかも焦点が原点にくる。

z2 によって中心が焦点の１つに写る。

図 3.33: z = eit + 0.3e−it と z2 の像

3.5.2 Kasner,Arnol’dの定理

ある力 Fが位置 rとその像について次のような関係があるとき双対性があるという。
この時、次の写像で写され

z → zm

(A+ 3)(Ã+ 3) = 4

m =
A+ 3

2

の関係がある。例えば線形写像は A = 1 の場合である。この時、m = 2 であり、逆 2 乗の力の場合は
A = −2,m = 1/2である。

さらにこの Kasner,Arnol’dの定理は次のようにエネルギーとしての解釈を与える。
一般にエネルギー 0の軌道は力のない直線運動に写され F ∝ rAの引力、または斥力の中の正のエネルギー
軌道は双対の場では引力に写され、負のエネルギーの場は斥力に写されるただし、重力場のように

− 3 < A < −1 (3.56)

の関係があるとこれらは反対の関係になる。
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3.5.3 ガウス曲率

曲面上の点 Pにおいて曲面の法線ベクトル nを含む平面を Πとし、平面 Πと曲面の点 pでの交線の曲率を
κとする。

主曲率は Πが nの周りを回るときの最大値 κmaxと最小値 κminである。この２つの主曲率を決める交線は

互いに直交している。

この時、ガウス曲率 k(p)を次のように定義する。

k(p) = κminκmax (3.57)

このガウス曲率は曲げても変わらない。また、この値が負であることはその点が鞍点であることを意味する。

この曲率は内在的といわれることもある。

任意の三角形を Tとして内角の和が πからどれだけずれるかを超過角といい角超過 Eで表す。

E(T ) ≡ (T の内角の和)− π

内在的であるとは無限小三角形∆の点 pでの面積 dAとして

E(∆) = k(p)dA (3.58)

が微分幾何からも求まる。E, dAは局所的に観測できる内在的な値なので kも内在的に決まる。この式を足

しあわせれば

E(T ) =

∫ ∫
T

k(p)dA

が成り立つ。さらに kが定曲率であれば

E(T ) =

∫ ∫
T

k(p)dA = kA(T )

Forなり、これは非ユークリッド幾何の基本式である。ユークリッド幾何であればこの値は 0であるし、球
面幾何であれば正、双曲線幾何であれば負になる。

図 3.34: 多様な曲率をもつ図形

つまり上図左のユークリッド平面の直角三角形はその右の円柱の表面にはそのまま角度を変えることなく貼

り付けることができるが下段の双曲線立体や球には貼り付けることができない。

これは曲率が基本的に 2次元の構成をしていることを示す。物理的にはこの曲率が運動と関係していので内
在的であることは図上段の平面と円柱面が運動的にも区別できないことを示す。さらにこのことと式 3.58から
これは面積変化に関係してくる。

これから逆に空間の構成についても考えることができる。
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図 3.35: 内角の和は πにならない

球面の測地線は大円、つまり球面の中心を通る平面と球面の交線になる。球面の曲率は一定であることを大

局的な幾何から次のように Thomas Harriotが考えた。
球面上の任意の三角形 Tの内角を α, β, γ とする。この T の辺を伸ばして図のように構成される閉曲面の面
積を A(T )のように表すと球面上に同じ図形がペアで作らるので

A(T ) +A(Tα) +A(Tβ) +A(Tγ) = 2πR2

となる。さらに 3つの角度 α, β, γ で球面を経度で分割する面積を考えると

A(T ) +A(Tα) = 2πR2 α

2π
= 2αR2

A(T ) +A(Tβ) = 2πR2 β

2π
= 2βR2

A(T ) +A(Tβ) = 2πR2 β

2π
= 2βR2

が成り立つ。これらを足しあわせると

3A(T ) +A(Tα) +A(Tβ) +A(Tγ) = 2(α+ β + γ)R2

最初の式を引くと

A(T ) = (α+ β + γ − π)R2

括弧の中は直線 (180度)超過角 E であり、今 k = 1/R2 であるから

E(T ) = kA(T ) (3.59)

が得られる。

3.5.4 複素空間での計量

曲面 S から次 ẑを複素平面 C上の点 Z に 1対 1の対応があるとき平面上の dsを用いて d̂sを決める規則を

計量という。

dzは zの向きにも依存するのでこの場合の計量は z, ϕに依存し、

d̂s = Λ(z, ϕ)ds

となる。さらに等角であるという条件を課すと、ϕへの依存性がなくなり

d̂s = Λ(z)ds (3.60)
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これは S 上の図形が Λ倍される図形が平面 Cに描かれるということである。
図のように球面の北極 Nから平面 Cへ直線を引く。立体射影K

√
2となるので

図 3.36: 擬球上の計量

式 3.19から

d̂s =
2

(Nz)2
ds

が成り立つ。さらに 3平方の定理から
(Nz)2 = 1 + z2

だから

d̂s =
2

1 + z2
ds (3.61)

がこの場合の計量を表すことになる。関数 f(z)が解析的であり、この計量を保つ時、順運動とみなすことが

できる。

式 3.22から
Λ(z̃)ds̃ = Λ(z)ds (3.62)

ここで z̃ = f(z)だから

dz̃ = f ′dz (3.63)

よって式 3.62から

|f ′(z)| = Λ(z)

Λ(f(z))
(3.64)

を満たすことになる。さらにガウス曲率が k = −1で一定であれば Sはリーマン球Σであるから式 3.61から

|f ′(z)| = 1 + |f ′(z)|2

1 + z2
(3.65)

を満たす運動でなければならない。

立体射影では等角、であり円は保存されるので次のことがいえる。

直線に関するリーマン球 Σの鏡映は立体射影によるその直線の像にかんする Cの反転を決める。â, b̂がリー
マン球Σの体積点であり â点まわりの θの回転は 2つのリーマン球Σ上の 2点 â, b̂を通り、交わる直線 L̂1, L̂2

を用いて次のように表すことができる。

Rθ
â = RfL̂2 ◦RfL̂1

従ってこれらのユークリッド空間への像も同じ関係を保ち、次の式が成り立つ。

Rθ
a = RfL2 ◦RfL1

ここでの鏡映 Rf は反転 T である。よってこの Rθ
a はメビウス変換である。式 3.22から乗法因子mを次のよ

うにおく。
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m = e−iθ

すると次の定理が成り立つ

定理：リーマン球 Σ上の回転 Rθ
â は￥立体射影により Cの楕円型メビウス変換 Rθ

a を決める。R
θ
a の固定点

は a,−1/āであり、固定点 aに付随する乗法因子はm = e−iθ である。

よって式 3.22、式 3.14から

[
Rθ

a

]
= m

(
e−iθ/2a2 + eiθ/2 2iasin(θ/2)

2iāsin(θ/2) eiθ/2a2 + e−iθ/2

)

m =

(
e−iθ 0

0 e−iθ

)
である。式 3.14から一般的な反運動は

z 7→ az̄ +B

−B̄z̄ + Ā

となる。âを終点とする単位ベクトル

v = li+mj + nk

l2 +m2 + n2 = 1

をとり、この成分を用いると

この時、vが単位ベクトルであることから式 3.31から∣∣a2∣∣ = 1 + n

1− n

よって

[
Rθ

v

]
=

(
cos(θ/2) + insin(θ/2) (−m+ il)sin(θ/2)

(m+ il)sin(θ/2) cos(θ/2)− insin(θ/2)

)
(3.66)

を得る。

3.5.5 4元数の導入

前節の結果である式 3.66は 4元数を用いることにより、簡潔に表現できる。
複素数を拡張し、４つの基底ベクトルを 1 , I, J,K とおく。

I2 = J2 = K2 = −1 (3.67)

IJ = K = −JI, JK = I = −KJ, KI = J = −IK (3.68)

を満たす時これをハミルトンの 4元数という。。またこれらの基底からベクトル V を

V = v1I + v2J + v3K

とおくと 1 を単位ベクトルとして 4元ベクトルは

V = v1 +V
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と表す。もし v = 0であればこの V は純虚数に対し、純 4元数と呼ぶこともある。もう一つの 4元数W を
持ってくると式 3.68から歴史的初めてにドット積とクロス積を共に表した次の関係式が得られる。

V = v1 +V

W = w1 +W

VW = vw − V ·W + vW + wV + V ×W (3.69)

さらに V,W は共に純 4元数であればこれは次のように単純になる。

VW = V ×W − V ·W

ここで、３つの基底ベクトルを I, J,K について半回転を考える。式 3.66から θ = πを代入すると

[Rπ
v ] =

(
in −m+ il

m+ il −in

)
(3.70)

1 =

[
1 0

0 1

]
, I =

[
0 i

i 0

]
, J =

[
0 −i
i 0

]
,K =

[
i 0

0 −i

]
(3.71)

これは 3.68の条件を満たす。これを用いると式 3.66は次のように簡潔に表現できる。

Rθ
V = 1 cos(

θ

2
) + V sin(

θ

2
)

V = lI +mJ + nK

これによって例えば iの周りに π/2、j の周りに π/2、の回転は次のようになる。

Rπ/2
j ◦ Rπ/2

i =
1√
2
(1 + J)

1√
2
(1 + I)

=
1

2
(1 + J + I −K)

つまりこの解釈は次の単位ベクトルを軸として θ = 2π/3の回転である。

v =
1√
3
(i+ j − k)

以上により 3次元空間での位置ベクトル P の回転 Rθ
V の結果 P ′ に移されたとすると

P ′ = Rθ
V PR−θ

V

を考えればよい。

また図のような 3つの回転は

図 3.37: 回転
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w → w′ → w′′ → w′′′

合成の結果 p̂′ まわりの回転

w → w′′′

Rθ
p̂′ = Rϕ

â ◦R
θ
p̂ ◦R

−ϕ
â

であり 4元数では

Rθ
P′ = Rϕ

VR
θ
PR

−ϕ
V

と表すことができる。θ = πの時が半回転は単純に 4元数を表す。

3.5.6 擬球

曲率が負である場合をここでは考察する。曲率が −1/Rになるような曲線は図のようなトラクトリクスと
いう。

これは Y軸への接線の長さが常に Rになるような曲線である。

X = Re−σ/R (3.72)

図 3.38: tratrix

この時、図の三角形の相似から次の式が成り立つ

dσ

dx
= −R

x
(3.73)

この曲線トラクトリクスを Y軸の周りに回転させてできる立体を半径 Rの擬球という。
そこでこの半径 Rの擬球のガウス曲率を求めよう。

図 3.39: 擬球の曲率

図のように擬球の母線上の点 Pでの曲率半径を r′ とし、この半径を延長し Y軸との交点を O として線分

OP の長さを rとおく。すると点 Pで中心を Oと Sに持つ半径 rと r′ の 2つの直交する円が図右のようにか
ける。ガウス曲率 kの定義から
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k = − 1

rr′

ところが図の ◦の角度は等しいので三角形の相似から

AC

R
=
PQ

r′

AC

QP
=
R

r′

また、無限小の変化を考えれば PA = QB = RなのでQP = BC である。角 BCAと角 APOがともに直角
であるので微小変化では三角形 ABCは三角形 OAPと相似になる。よって

r

R
=
AC

BC
=
AC

QP
=
R

r′

これから

k = − 1

rr′
= − 1

R2

となりガウス曲率の式が得られる。

下図のように擬球の軸周りの角を 0 ≤ x ≤ 2πとしてトラクトリクスの母線に沿う弧長を σとおく。この２

つは座標として用いて擬球上の座標 (x, σ)をユークリッド平面に写す写像ｙを考える。ユークリッド平面の座

標 (x, y)を複素数 zとみなす。

座標 (x, σ)を通る σが一定な半径X は式 3.73から

dX

dσ
= −X

R

logX = −σ/R+ C

底辺では σ = 0でX = Rとなるので

X = Re−σ/R

R = 1とすると

X = e−σ

等角な写像であるとすれば σ=一定と x =一定な直線はどちらの地図上でも直交しているので σ=一定の像
は y(σ) =一定に移ると考えられる。

また擬球上で p(x, σ), q(x+ dx, σ)を結ぶ曲線の弧の長さは dxが角度、X が半径のようにふるまうからXdx

であり、同じ高さにあるので擬球から平面に写すとこの 2点は dxだけ離れているので 1/X 倍される。式 3.60
から次のように計量が定まる。

d̂s = Xds (3.74)

図のように擬球上の高い位置で直径 ϵの無限小円板を考える。地図上では直径が ϵ/X となるので地図上では

図のように y軸の下に向かうと直径は小さくなる。
σ = 0 ではX = 1となるので等倍である。よって地図上では

dσ = Xdy

dy

dσ
=

1

X

51



だから σ = 0で y = 1として

y = eσ (3.75)

を得る。よってこの地図では

d̂s = Xds =

√
dx2 + dy2

y

という計量であることがわかる。さらに擬球上での面積 Ŝ とすると

dŜ =
dxdy

y2
(3.76)

という関係がある。

dx
x

r
x=0x=0

x

y

rdx

図 3.40: 擬球表面を平面に写す

この計量のもとで擬球上を σ = 0に向かって母線に沿って降りていく。すると擬球上では突然 σ = 0で止ま

ることになる。

同じように地図上を y軸に沿って降りていくとどうだろうか。擬球上と同じ共通したパラメタ tで降りてい
くと式 3.75から

y = eσ(t)

ここで

σ(t) = t

と単純におくと y = 0をみたすｔは −∞になってしまう。つまり擬球上での微小円板は地図に移し、σ = 0

に向かって動くとその面積だけではなく、tについてゆっくりとなる。

擬球は負の定曲率を持つので双曲線幾何の公理の内有限なものについては満足する。例えば三角形の角超過

はその面積の負の定数倍になるという定理も成り立つ。しかし、ユークリッド平面と以下の 2点において異なっ
ている。

1. 擬球は平面ではなく円筒に似ていて閉曲面は一点に収縮させることができるが擬球上の軸を巻く閉曲線
はそうすることができない。

2. ユークリッド平面でも双曲線幾何でも線分は正負、どちらの方向にも無限大に延長することができるが
擬球では下方には縁がある。

この解決に Beltramiは次のような方法を与えた。それは特殊相対論のような 2つの異なる視点を与えること
である。これは内在的幾何と外在的幾何の立場があるということである。
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つまり双曲線上の粒子の立場は内在的幾何であり計量がここでは図 3.36からポアンカレ半球面の計量と呼ば
れる

d̂s =

√
dx2 + dy2

y
= ds/y (3.77)

で与えられているので y = 0に向かって移動していくと自分自身の大きさが変化しないが、双曲線の外の立

場 (外在的幾何)では d̂sの計量を用いると大きさは小さくなり、さらに移動の速度は小さくなって見えるとい

うことである。

つまり x+ iyに中心を持つ無限小円の双曲半径は実軸上から見る無限小円の視野になるのである。これによ

り y = 0を外在的に見れば断絶された特別な位置であるが、内在的幾何によれば無限遠方であり決してたどり

つくことのできない位置ということになる。

これは水平線と呼ばれる。

3.5.7 電磁気への応用

原点に点電荷がある場合の電気力線と等電位面を考えよう。静電ポテンシャルを ϕとすると

ϕ =
kq

r
(3.78)

で表される。そこで zを複素数として次の複素ポテンシャルを考えると

z = reiθ

f(z) =
kq

z

これの実数部分はまさに式 3.78である。さらにその虚数部分は常に実数部分と直交するので図のように力線
と等電位線が同時に描ける。

図 3.41: e−iθ

r のグラフ、ｒは 0から 2、θは 0から 2πまで変化させてある。

実軸と虚軸が π/2だけ回転しているので複素数では異なる次元のものを同時に扱うことができる。

4 解析関数

4.1 局所性

　前章で複素反転や変換の等角性をみたが、任意の写像の等角性を調べるにはどうしたらよりだろうか。
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この方法は図のように交点 qの非常に近くで何がおこっているかを調べると判断できる。この局所性が複素

関数で重要になる。

図 4.1: 文献 [4]より：無限小ベクトルの変換

そこで図のように p点の近傍の q点を曲線上にとり

q⃗p

が無限小であれば、点 qでの接線を表すと考えてよい。

また、写像された u− v座標でも像Qや像 P はむしろ重要ではなく Q⃗P が重要でこれを q⃗pの像と呼ぶこと

にする。

まず、点 qをと通る無限小ベクトルを次のように表す。(
dx

dy

)
同様に点 Qを通るベクトルは (

du

dv

)
となる。この関係を次の図で表す。

図 4.2: 文献 [4]より：無限小ベクトルの成分表示

ここで、この写像が R2 → R2 だから

dv =
∂v

∂x
dx+

∂v

∂y
dy

du =
∂u

∂x
dx+

∂u

∂y
dy

と表すことができて、これをヤコビ行列 J で表すと(
du

dv

)
= J

(
dx

dy

)

J =

(
∂xu ∂yu

∂xv ∂yv

)
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となる。例えば

z → z2

の場合は

z = x+ iy

w = u+ iv

とすると

u+ iv = w = z2 = (x+ iy)
2
=
(
x2 − y2

)
+ i2xy

だから

u = x2 − y2

v = 2xy

となるので

J =

(
∂xu ∂yu

∂xv ∂yv

)
=

(
2x −2y
2y 2x

)
極座標で表すために z = reiθ とすれば x = r cos θ, y = r sin θとできるので

J = 2r

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
(4.1)

となる。これは 2rの引き伸ばしと、θの回転を表しているので 2つの変換によるベクトル間の角度は等角に
なる。

4.2 微分可能性 [91]

　複素平面での微分をどう考えていけばよいだろうか。実平面ではなめらかな関数であれば微分係数を一意

にきめることができたが、複素平面では問題がある。

z = x+ iy

と zは 2変数をもっているので、zの関数 f(z)は独立変数を 2つもつことになる。
実数の場合と同様に微分係数を次のように定義する。∆z ∈ Cとして

df
′
=
df

dz
= lim

∆z→0

f(z +∆z)− f(z)
∆z

この極限の取り方は実数の場合は直線上で考えればよかったが、複素数では次の図のように平面上で

∆z → 0

を考えるわけである。
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図 4.3: 複素平面ではある点への近づき方は多様である

従って微分係数が一意に決まるというのは様々な近づき方に対して同じ極限値をとらないといけない。

例えば点 P が xy平面上を動くとき、uv平面では P
′
が対応するとすると

P
′
(u(x, y), v(x, y))

が対応する。

そこで xy平面上で P (x, y)が

x = k

として動く場合を考える。この時、yは自由に動けるのでこの kを変化させることで次の図左のように直線

群を表す。

これが uv平面にどう変換されるかを考えてみる。

u = x2 − y2 = k2 − y2

v = 2xy = 2ky

だから

u = k2 − v2

4k2

となる。これは図右のような曲線群である。

図 4.4: 複素平面への写像

みてわかるように、このグラフの対応は 1対 1ではないし、k = 0の場合は uv平面では定義できない。
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しかし、同じように y = kから出発すると、uv平面ではちょうど反対向きに曲がった曲線群が得られる。

参考文献 [91]の山本直樹氏は次のようにこの変換を畳んで折るとして視覚的に説明している。

図 4.5: 文献 [91]より：複素平面への変換

全ての xy平面から uv平面に 1対 1でうつることが微分可能な条件になるのだが、このように微分可能であ
ることはかなり、厳しい条件をパスしないといけないわけである。

複素数の場合実数の時になれた平面グラフを平面から平面への変換ととらえないといけないことがわかるが

この 2変数は
x =

z + z̄

2
, y =

z − z̄
2i

とすれば f(z, z̄)と考えることができる。この時の微小変化が z, z̄が独立変数と考えれば

∆f =
∂f

∂z
∆z +

∂f

∂z̄
∆z̄

のように全微分でかける。しかし、微分可能性は∆f が∆zに比例することを要求するので

∂f

∂z̄
= 0 (4.2)

でなければならない。これは重要な条件で複素微分可能性は関数に複素共役が含まれないならばよいわけで

ある。

例えば f1 = zz̄は微分不可能であるが、f2 = zzは可能である。

f1 = zz̄ = x2 + y2

f2 = zz = x2 − y2 + 2ixy

これは先の畳んで折るたことができるための条件とみなすこともできる。

式 4.2の条件は f の虚部と実部の間にある条件があることを意味する。

これを正則条件という。この条件が次節で紹介するコーシー・リーマンの関係である。

4.3 正則関数

　前節から複素数 zの導関数は次の極限値から次のように定義する。

lim
h→0

f(z + h)− f(z)
h

= f ′(z) (4.3)

この時 hも複素数で

h = |h|eiϕ (4.4)

57



とおいたとき h→ 0はあらゆる ϕの方向から 0にしても同じ極限値をとることを意味する。

この条件は前節でもみたように極めて厳しい。

これは複素平面を全体あるスカラー値と対応させることを意味することをみて見よう。

つまり、任意の正の数 εに対し、ある正の数 δ

δ = |z1 − z| (4.5)

となる全ての z1 に対して ∣∣∣∣f ′(z)− f(z1)− f(z)
z1 − z

∣∣∣∣ < ε (4.6)

を満たす f ′(z)が存在すればこの f ′(z)が導関数となる。

これは εが次の図のように

図 4.6: 一斉に向きを決めるためには共通した数が必要になる

曲線の種類に関係なく図上方から眺めた時に同じ回転であれば 1自由度の εが決まることである。

この εが全ての平面で決まればこれを 0と見なせることにする

dΩ = ε→ 0 (4.7)

これから複素平面での導関数を式 4.3のように決めることができる。
したがって、留意点として我々はある複素平面の上に直線を引き、その偏角を固定してスカラー値 ϵを正値

としてとるわけである。

複素平面の実軸の選び方がこの任意性にあることが実平面と決定的に異なるわけである。

　このように複素平面上の 2つの変数から z が決定される自由度があるために、正則関数 (holomorphic
function)というのを定義しないといけない。
これは次のような実数の組を 2つ考え、連続的に変化させる関数を 2組用意しよう。

u = ϕ(x, u), v = ψ(x, y)

この時、2組の関数を (ϕ, ψ)としてしまえば新たに複素関数をつくることができる。

しかし、どんな関数でもいいというわけではなく、

ϕ(x, y) + iψ(x, y) = F (x+ iy) = F (z)

の形にならないといけない。これを満たすのが正則関数である。

第 8部では共形場を扱うが、その時にここでの考え方を発展させる。
どのような関数が正則関数になるかを次の節で考えよう。
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4.4 コーシー・リーマンの関係

　　前章の 4.8で見たように関数が正則性を保ち連続していくためには正則であることが必要であった。
これは基本図形の変換が大きさや、長さが変化しても角度が保存されるようになることでもあった。

先の複素平面での導関数の条件は別側面からコーシー・リーマンの関係を導く。ここではこれを見ておこう。

領域 Dで微分可能な zの関数

ω = f(z) = u(x, y) + iv(x, y)

とおく、さらに次のように複素数の変化量を定義する。

∆z ≡ h = ∆x+ i∆y

これから

∆ω ≡ f(z + h)− f(z) = ∆u+ i∆v

とおく、導関数 f ′(z)を

f ′(z) = a+ ib

とすると

∆u+ i∆v = f ′(z)∆z +O(h)

となり直接計算した値と実部と虚部を比べると

∆u = u(x+∆x, y +∆y)− u(x, y) = a∆x− b∆y +O(
√
∆x2 +∆y2)

∆v = v(x+∆x, y +∆y)− u(x, y) = b∆x+ a∆y +O(
√

∆x2 +∆y2) (4.8)

となる。これは (x, y)での連続の条件を満たすので全微分可能の条件も満たす。従って偏微分可能であり、

ux = vy = a

−uy = vx = b

が成り立つ。

これをコーシー・リーマンの関係式 (Cauchy-Riemann’s relation)という。
このように複素関数では微分関係に制約がつく。

この関係が回転を示していることから前章の基本図形の保存とつながる。

この式は次のようにも表現できる。

∂u

∂x
− ∂v

∂y
= 0

∂u

∂y
+
∂v

∂x
= 0 (4.9)

逆にこの関係があれば h = ∆x+ i∆yに対し

f(z + h)− f(z) = ∆u+ i∆v = (a+ ib)(∆x+ i∆y) +O(|k|)
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となり、

lim
h→0

f(z + h)− f(z)
h

= a+ ib (4.10)

だある。従って f(z)が領域Dで正則であるためには全微分可能でコーシー・リーマンの関係を満たすことで
ある。

4.5 解析写像

　 zを複素数とする。解析写像とは複素空間で局所的な作用が伸縮と回転のみで表されるものとしよう。
このイメージについて参考文献 [4]は非常にわかりやすい解説があるので以下、図とともにいくつか引用する。
例えば次の図のように複素平面 (x, y)上で

z = reiθ

として、この位置での微小ベクトルの大きさを ϵ倍して、図左のように ϕだけ回転させることを考える。

この操作を

f(z) = z2

で変換した複素平面 (u, v)上でみると前節の 4.1結果から図右のように大きさは 2r倍で回転は同じ ϕになる。

図 4.7: 文献 [4]より：複素平面上の伸縮・回転の変換、回転角は保たれる

そこで複素平面上で微分することを考えることにする。

一般的な実空間では微分を考えると関数 f の傾きとして表現できる。

これを複素数に拡張することは簡単ではない。しかし、実軸上で dxは

df = f ′dx (4.11)

となる。

図 4.8: 文献 [4]より：実平面での微分の意味

もし、f
′
(x) < 0であれば次の図のように実軸上で向きが反転する。

前節から実軸上での移動は伸縮に相当していたからこの時の回転は 0 or πということになる。
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図 4.9: 文献 [4]より：微分が負になる場合は πの回転と考える

しかし、複素数ではこれを 0から 2πの角度まで拡張できると考えればよい。
前節から引き延ばすことと、回転することは複素数をかけることで表すことができた。

従って複素数の微分係数 f
′
(z)は z を始点とする無限小数に f

′
(z)　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　を掛けると f(z)における像ベクトルができるような複素数

である。例えば次の図では約 2倍に引き延ばし、3π/4回転させているので

f
′
(z) = 2ei3π/4

とすることができる。こ

図 4.10: 文献 [4]より：複素平面では回転の自由度が無限になる

このように矢印の向きが複素数の微分の場合は無限にあることになる。従って次の図のようにある複素数 z

から無限小の移動は円周上の任意の点になる。しかし、その写像は同じ円周には写るとは限らない。

これは zにおける微分係数 f
′
(z)は無限に存在してしまう。

図 4.11: 解析的ではない写像

これを回避するためにこのようなゆがんだものは捨ててしまって全ての無限小の変化は同じ円に写るとする

のである。

これが解析的な写像である。

つまり次のように複素微分係数を定義する。

f ′(z) = |f ′(z)| exp(i arg[f ′(z)])

よって

df(z) = f ′(z)dz
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と表すとこれは無限小ベクトル dzが伸縮度 |f ′(z)|、回転角 argf ′(z)で f によって写されることを示す。つ

まり関数 f により

伸縮度 = |f ′(z)| (4.12)

回転角 = argf ′(z) (4.13)

に写されると考えることによって複素空間での微分は幾何的に表現できることになる。

これにより任意の無限小円は解析写像により無限小円に移る。これは図のように局所的に無限小であれば

よい。

図 4.12: 無限小円の解析写像

4.6 具体例

　複素平面 Cで変換をするときの微分の具体例をみていこう

図 4.13: 文献 [4]より：複素平面での微分の幾何的な関係

• z → z + c

　この場合は伸張はないので r = 1である。また、図 (a)のように平行移動なので ϕ = 0

よって
d

dz
(z + c) = 1ei0 = 1

であり、これは通常の実数
d

dx
(x+ c) = 1

と同じ形になる。

• z → Az
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　この場合は伸張と回転が共にあるので

A = aeiα

とおくと図 (b)のように点 zにおけるベクトルも全く同じ伸張と回転を受けうることがわかる。よって

d(Az)

dz
→ aeiα = A

となる。これも通常の実数
d

dx
(Ax) = A

と同じである。

• z → z2

　この場合は点 zにおけるベクトルは前節でみたように 2rの伸張と θの回転があるから

d(z2)

dz
→ 2reiθ = 2z

となり、これも通常の実数
d

dx

(
x2
)
= 2x

と同じである。

• z → z̄

　リーマン球面において写像が解析的であることは等角写像であることと同値である。

従って次のような複素共役をとる写像考えると

f : z → z̄ (4.14)

この写像は同じように伸縮であるので無限小円を円に写すが等角ではない。

よって解析的ではない。しかし反等角である。これは実軸に対して鏡像関係にある。

図 4.14: 文献 [4]より：z → z̄の変換は実軸鏡像になる

ある領域全体で等角性を保証すると解析的な写像となり得るだろうか。答えはイエスである。しかし、伸縮

性だけでは 3辺が同じ比率で伸縮しても図右のように角度の向きに任意性が残る。しかし、上下の図形は実軸
に対して鏡像関係になるので f(z)が点 pの無限小近傍において伸縮であれば f(z)が解析的であるか、そうで

なければ ¯f(z)が解析的である。
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図 4.15: 鏡像変換

4.7 等角性

複素数 zによる微分が z = pで 0になるなるような f(z)は臨界点と呼ばれ f(p)で等角性を失う。

これは微分が伸縮を表していたので伸縮度が 0であり、無限小の円盤がその 1点につめこまられるイメージ
である。

たとえば zm は z = 0において位数 (m− 1)の臨界点を持つという。

一般的な関数でも f ′(p) = 0ならば点 pの付近でこの関数は f = zm のようにふるまう。

したがって臨界点付近では回転の速さがm倍されることになる。従って次のようにおくと

f ′(z0) = 0

w = f(z)

w0 = f(z0)

zが z0 のまわりを 1の速さで回れば wは w0 の周りをmの速さで回ることになる。

一方で問題点は無限遠での写像の作用と無限に写す写像の作用の視覚化である。

これは複素平面の定義域と値域をリーマン球面に取り換えると解決できる。

そのために前章で扱った立体射影の等角性をみておこう。

次の図のようにリーマン球面の間の写像が解析的であることは、等角であることと同値である。

図 4.16: 解析的に移す
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4.8 解析関数の例

4.8.1 対数関数

解析的であれば局所的にある点のふるまいがきまると全空間も同じようにふるまうことが決まる。

この様子をみてみる。極座標において dθと drの変化は図のように反時計回りの回転と拡大を表す。

これを u, v空間において平行移動と対応するような変換は何か考えてみる。

図 4.17: 回転と拡大を水平、垂直移動に対応させる。

この時∆vは∆rに∆uは∆θに無関係なので

∂v

∂r
= 0,

∂u

∂θ
= 0 (4.15)

が成り立つから v(θ), u(r)に依存した関数となる。よって式??は

∂θv(θ) = r∂ru(r) (4.16)

となるが。この式が成立するのは定数のみ場合であるからこの定数を C とおくと

∂θv(θ) = C

r∂ru(r) = C

という方程式を得る。これを解くと

v(θ) = Cθ + C ′

u(r) = C log r + C ′′

となるからあらためて定数を C ′ とおいて

u+ iv = C(log r + iθ) + C ′

となるがこの括弧の中は複素数 z = eiθ とおけば

f(z) = C log z + C ′

を得る。つまり局所的な解析性を要求すると連続した関数が全領域で決まるわけである。

次に対数関数の微分について見てみよう。

f = log z = log r + i(θ + 2nπ)

についは
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f ′ = e−iθ∂rf = e−iθ 1

r
=

1

z

f ′ = − i
z
∂θf =

1

z

であり解析的である。さらにこれは下図のように複素空間で 1/rに伸縮され、−θだけ回転している。従っ
て logにより無限小 dθの回転を表すベクトルは常に虚軸上を図のように上向のベクトルとして変換される。そ

のために無限個の分岐はベクトルとして全て同一視できるのである。

図 4.18: 無限小回転 dθの Logによる写像

θ± 2mπだけ平行移動したところにこのベクトルが無限個できる。しかしベクトルとしては同一とみなせる。

4.8.2 指数関数

対数関数に続いてべき関数、指数関数も解析的である。ez は x,yを実数として

ez = exeiθ (4.17)

と書けるので次の図のように ex で伸縮され、θだけ回転する。

青のベクトルが虚軸、赤が実軸上に微小移動 δだけ移動した場合を示す。実軸移動は伸縮、虚軸移動は回転を

表す。

図 4.19: ez の解析写像

5 複素関数 [89, 90]

　乗根の中の世界は正に限られるというのは、どんな実数も例えば 2乗してしまえば正の値をとるから日常
の物理にとってはあたりまえのことでなくてはいけない。さもないと負のエネルギー見たいな概念が登場し、

混乱する。物理を学ぶ途上にあるものはそんな混乱はできたら避けたいと思うだろう。

しかし、2乗して負になる世界はどうも自然界に必須であるらしい。虚数の存在は我々が観測し得るものが
全てではないことを意味し、同時に観測することの意味を掘り下げる。我々が通常、想像する平面は虚数を許

すと多葉にくっついていたり、折れ曲がったりしている。前章でそのいったんを除き、極限の世界をイメージ

してきた。ここではその通常ではない複素数の平面に展開される方程式を扱えるような基礎を学ぶ。頭を柔ら

かく、これまでの平面が多層な構造を持ち得て、自由に切り込みを入れた時に見える本質を見抜いてほしい。
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5.1 基礎定義

• 近傍

　一般に点 zを含む開集合を zの近傍という。1つの集合 Aが与えられたとしよう。

この時、次の図のように外点と内点、と境界線上にあある境界点にわけることができる。

開集合な内点のみの集合と考えることができる。

図 5.1: 外点、内点、境界点

• コンパクト

　　　 Aが U に属する有限個の開集合で覆われるならこの集合をコンパクトと呼ぶ。

よって、コンパクトな集合は閉集合であるとも言える。

数列 {zn}が与えられた時、全ての番号 nに対して

|zn| < K

が成り立つような正の整数K が存在すれば {an}は有界であるという。

• 集積点

　　　また、任意の ϵ > 0に対して ω ̸=∞が存在し、無限個の nに対して

|an − ω| < ϵ

とできれば ωは {an}の集積点という。ここで集積点を Aの内点、または境界点となる点とする。
Aの集積点ではない点 z0 は孤立点という。孤立点の集合が離散集合と呼ばれる。

図 5.2: 集積点 Aと孤立点
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拡張された複素空間は無限遠点を含むので複素平面空間では有界でなくても、任意の閉集合は全てコンパク

トである。

　無限か有限かが単に数の多さの問題ではないことを理解していく必要がある。

定理. ボルツァーワイエルストラスの定理
その例の 1つとして　ボルツァーワイエルストラスの定理がある。
これは無限遠点を加えて拡張された複素平面上の無限点集合Aは少なくとも 1つの集積点を持つことをいう。

Proof. 拡張された無限点集合をAとし、複素平面上の任意の点 zに対して適当な近傍 U(z)を次の図のように

とる。

もし、Aが集積点を持たないなら、U(z)はたかだか 1つしか Aの点を含まない。この時、拡張された複素

平面は

|z| ≤ ∞

を満たす閉集合であるのでハイネ-ボレルの定理から U(z)の全体は有限な {U(z1), U(z1), · · ·U(zn)}で覆わ
れる。

従って Aはたかだか n個の有限な点になることになる。無限点集合と矛盾してしまう。

従って、Aは必ず集積点を持つ必要がある。

　例えば、任意の正の整数 nに対して複素数 znの数列を {zn}とする。今後この数列が収束するか、発散す
るかは重要になるのでここで定義しておく。複素数列が複素数 zに収束するとは

lim
n→n

zn = z

が成り立つことをいう。

この時、任意の小さな実数 ϵ > 0に対して適当な自然数 n0 = n0(ϵ)をとると n ≥ n0 となる全ての nに対

して

|zn − z| < ϵ (n ≥ n0)

となることである。これは次の図のようにいくつかの点が半径 ϵの円の外にあっても、無限個の点は円内に

あるということである。

一方で z =∞の時、任意の大きなM に対して適当な自然数m0 = m0(M)をとると

|zn| > M (n ≥ m0)

とあうることができる。ボルツァーワイエルストラスの定理から無限個ある複素数列 {zn}は必ず集積点を
も持たないといけない。

5.2 平面Greenの定理

5.2.1 複素共役独立依存性

　コーシー・リーマンの関係が符号に対し、非対称な形になることから複素共役 z̄を用いて興味ある内容が

導ける。

ストークスの定理は沸きだしの量は沸きだしのある場所を全て覆い、その覆いの面に垂直な沸きだしの流れ

を考えば次のように表現できた。 ∫∫
S

∇×AdS =

∮
l

A · dl (5.1)
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定理. Greenの定理
実関数X(x, y), Y (x, y)が C上とその内部 Dで連続な偏導関数を持てばストークスの定理から∮

C

(Xdx+ Y dy) =

∫ ∫
D

[
−∂X
∂y

+
∂Y

∂x

]
dxdy (5.2)

が成り立つ、これを平面上のGreenの定理という。

有界な領域 Dにおいて u(x, y), v(x, y)からなる関数

f(z) = F (z, z̄) = u(x, y) + iv(x, y)

この関数の周積分は ∮
C

F (z, z̄)dz =

∮
C

(udx− vdy) + i

∮
C

(vdx+ udy)

となることに注目しよう。

平面 Greenの定理からこの関数の周積分は

∮
C

F (z, z̄)dz =

∫ ∫
D

(−uy − vx) dxdy + i

∫ ∫
D

(−vy + ux) dxdy

= i

∫ ∫
D

(ux + ivx) dxdy −
∫ ∫

D

(uy + ivy) dxdy

= i

∫ ∫
D

(
∂

∂x
F + i

∂

∂y
F

)
dxdy

ここで今後有用な次の関係

2
∂

∂z
=

∂

∂x
− i ∂

∂y
, 2

∂

∂z̄
=

∂

∂x
+ i

∂

∂y
(5.3)

を用いるとストークスの定理の拡張として

∮
C

F (z, z̄)dz =

∮
C

F (z, z̄)(idy + dx) (5.4)

= i

∫ ∫
D

∂

∂x
F (z, z̄)dxdy −

∫ ∫
D

∂

∂y
F (z, z̄)dxdy

= i

∫ ∫
D

{
∂

∂x
F (z, z̄) + i

∂

∂y
F (z, z̄)

}
dxdy

= 2i

∫ ∫
D

∂

∂z̄
F (z, z̄)dxdy

となることがわかる。つまり、複素共役にしか依存しない。これは物理的に興味ある内容である。

5.2.2 面積と重心

　初等物理の重心に応用してみよう。そのためにまず領域の面積を求める。先の結果をつかうと領域Dの平
面図形の面積 S =

∫ ∫
D
dxdyは F (z, z̄)dz = z̄とおけば、左辺が 2iS となることから

S =

∫ ∫
D

dxdy =
1

2i

∮
C

z̄dz (5.5)

となり、これは一般に領域 Dの面積を出す複素面積公式として利用できる。例えば実平面で

x2 + y2 = 1
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の円の面積は

z = eiθ

z̄ = e−iθ

dz = ieiθdθ

を用いて

S =
1

2i

∮
C

z̄dz =
1

2i

∮
C

idθ = π

である。

一般に次のような写像

ω = u(x, y) + iv(x, y)

によりうつされた領域の面積を S
′
とすると式 5.4より

S
′

=

∫ ∫
D′
dudv =

1

2i

∮
C

ω̄dω

=
1

2i

∮
C

ω̄
dω

dz
dz

=

∫ ∫
D

∂

∂z̄

(
ω̄
dω

dz

)
dxdy

=

∫ ∫
D

dω̄

dz̄

dω

dz
dxdy =

∫ ∫
D

∣∣∣ω′
(z)
∣∣∣2 dxdy

という変換則が簡単に導ける。

これを用いて平面図形の重心を考えよう。複素重心を次で定義する。

複素平面は直交したユークリッド平面とみなして zで重みをかけた面積を重みをかけない面積で割ればいい
から

zG = xG + iyG =
1

S

∫ ∫
D

zdxdy (5.6)

となる。式 5.5から複素重心の公式が次のように表現できる。

zG =
1

2iS

∫ ∫
D

zz̄dxdy (5.7)

=

∮
C
zz̄dz∮

C
z̄dz

(5.8)

複素数と実空間の関係を見るおもしろい式だ。

例えば半径 aの半円の重心を求めてみよう。

x2 + y2 = a2

が成り立つ。積分路は複素平面の半円と実軸に分けて

図 5.3: 複素平面に閉じた閉回路をつくる。
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次のように積分すればよい。

z = aeiθ

z̄ = ae−iθ

dz = iaeiθdθ

となるから円弧の部分は ∫
C1

zz̄dz = ia3
∫ π

0

eiθdθ = −2a3

また、実軸の部分は z = z̄ = xとおけるから∫
C2

zz̄dz =

∫ a

−a

x2dx =
2

3
a3

よって ∮
C1+C2

zz̄dz = −4

3
a3

を得る。また、半円の面積 Sも

S =
1

2i

∮
C

z̄dz

=
1

2i

{
i

∫ π

0

a2dθ + 0

}
=

1

2i

{
iπa2

}
=
πa2

2

となるので重心

zG =
1

2iS

∫ ∫
D

zz̄dxdy

=
4ai

3π

となる。これは i軸を実 y軸とみなせば半円剛体の重心である。

5.3 コーシーの積分定理

　さて、複素積分が正則性を持つと奥深い広がりが生じる基本がこのコーシーの積分定理にある。実関数の

微分積分は面積と傾きの関係を発展させたものだが、複素数を考えると連結性、連続性や 0,∞について多く
の示唆を与えてくれる。

実関数では見えなかった広がりをみていこう。

5.3.1 多重連結

単純閉曲線 Cで囲まれた有界な領域 Dにおいて f(z)が Dの閉領域でD ∩ C で正則である時、∮
C

f(z)dz = 0 (5.9)

となることをコーシーの積分定理という。

これは次のように簡単に証明することができる。Pの r近傍を r(P)として
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D̂ = D ∪ r(P ) (5.10)

という領域を考えるとこの領域 D̂で正則であることから複素共役に依存しないので

∂f(z)

∂z̄
= 0 (5.11)

式 5.4から ∮
C

f(z)dz = 2i

∫ ∫
D

∂f(z)

∂z̄
= 0 (5.12)

となる。このコーシーの積分定理から閉曲線を図左のように C1, C2 に分割したときに領域 D内で正則であ
れば

図 5.4: 中央は単連結にならない、しかし右図のように切り込みを入れて単連結領域をつくれる。

∮
C1

f(z)dz =

∮
C2

f(z)dz (5.13)

が成り立つ。このような領域は単連結である、。しかし、図中央のように領域内で正則ではない部分がある

と積分値は異なる。 ∮
C1

f(z)dz ̸=
∮
C2

f(z)dz (5.14)

このような領域は単連結ではない。

しかし、図右のように γn の切れ込みを入れると Dの内部は穴が取り除かれ Aと Bは単連結になる。
このような領域は n+ 1重の多重連結領域という。

つまり n個の切れ込みでと外の領域（これを C0 としよう）が結ばれるので n+ 1個がつながったと考える

わけである。

ここで次のような疑問が出る「外部領域 C0 がなかったらどうか」ということである。

球面のように完全に閉じてしまって外のない世界でればどうなるかということである。

この時

C0 →∞

として立体射影の極のように考えることに対応する。次節の留数の図 6.2で見るように無限遠とは向きが反
対のループがあることに対応する。つまり無限遠点があればこの点からはDのループは反対向きになる 2重
連結として考えればよい。無限遠点がDの内部にあれば単連結なので式 5.9が成り立ち、多重連結であればか
わりに式 5.13が成り立つ。

図 5.5: C2に対して C1は同じ向きだが C0は反対向きになる。
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従って多重連結を C0 を含めて

D ∪
n∑

j=0

Cj (5.15)

で表現し、この領域で正則であれば次が成り立つ。逆回転を C−1 として∮
C0

f(z)dz =

n∑
j=1

∮
C−1

j

f(z)dz

が成り立つ。よってコーシーの積分定理は領域の連結性に注意しないといけない。式 5.9∮
C

f(z)dz = 0

は有界な単連結領域でないと成立しない。しかし式 5.13∮
C1

f(z)dz =

∮
C2

f(z)dz

は式 5.15を考慮した多重連結領域でも成立する。連結性こそカギである。
これから有界な単連結領域 Dにおいて z0 から z に至る経路 C において積分の結果は経路の取り方に無関

係で

F (z) =

∫
C

f(ξ)dξ =

∫ z

z0

f(ξ)dξ

が成り立つ。これから不定積分 ∫
f(z)dz = F (z)

は領域 D内で正則である。

5.3.2 積分経路

　このように複素空間での積分は連結性に依存し、興味ある結果を引き起こす。

まず、経路が閉じている場合を考える。複素数 z について関数 f(z) = (z − a)n を中心が a、半径 rの円周

C に沿って積分する。

z −a = reiθ

f(z) = rneinθ

とおくと

dz = ireiθdθ (5.16)

だから n ̸= −1の時∫
C

(z − a)ndz =

∫ 2π

0

irn+1ei(n+1)θdθ

= irn+1

∫ 2π

0

[cos ((n+ 1)θ) + i sin ((n+ 1)θ)] dθ

= irn+1

[
sin ((n+ 1)θ)

n+ 1
+ i

sin ((n+ 1)θ)

n+ 1

]2π
0

= 0

となるから n = −1の時のみ値を持ち、
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∫
C

(z − a)ndz =

∫
C

1

z − a
dz

= i

∫ 2π

0

dθ

= 2πi

となる。

では次に経路がとじてない場合を考える。C は αから β までの任意の曲線とし、

γ を定数としてこれを積分する。区分求積に書き換えて

∫
C

γdz = lim
n→∞

n∑
k=1

γ (zk − zk−1)

= lim
n→∞

γ(zk − zk−1 + zk−1 − zk + · · · − z0)

= lim
△→0

γ(zn − z0)

= γ(β − α)

と nを無限大に広げても端点だけで決まることになる。
次に zを reiθ に置き換えて

z = reiθ (5.17)

α = r1e
iθ1 (5.18)

β = r2e
iθ2 (5.19)

とすると

dz =
∂z

∂r
dr +

∂z

∂θ
dθ = ireiθdθ + eiθdr (5.20)

を用いて

∫
C

γdz = iγ

∫ θ2

θ1

reiθdθ + γ

∫ r2

r1

eiθdr

= γr
[
eiθ2 − eiθ1

]
+ γeiθ(r2 − r1)

この時、次のように r, θを固定すると

∫
C1

γdz = γr
[
eiθ2 − eiθ1

]
+ γeiθ(r2 − r1)

= γr|r=r1

[
eiθ2 − eiθ1

]
+ γeiθ|θ=θ2(r2 − r1)

= γ(β − α)

または

∫
C2

γdz = γr
[
eiθ2 − eiθ1

]
+ γeiθ(r2 − r1)

= γr|r=r2

[
eiθ2 − eiθ1

]
+ γeiθ|θ=θ1(r2 − r1)

= γ(β − α)
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としても変わりはない。これは図のような r, θ空間において複素積分の結果は経路に依存していいないこと

を示す。

図 5.6: 2つの積分路

次に閉じていない経路でも γ が定数ではない場合を考えると各中点を ξk として

∫
C

zdz = lim
n→∞

n∑
k=1

ξk (zk − zk−1)

= lim
△→0

n∑
k=1

zk + zk−1

2
(zk − zk−1)

=
1

2

{
z2k − z2k−1 + z2k−1 − z2k−2 + · · · − z20

}
=

1

2

(
β2 − α2

)
となりやはり端点のみで決定され、積分の結果も実数の場合と同様になる。

また、先と同様に

∫
C

zdz = i

∫ θ2

θ1

r2e2iθdθ + γ

∫ r2

r1

re2iθdr

=
r2

2
|r=r1

[
e2iθ2 − e2iθ1

]
+ e2iθ|θ=θ1

(
r22
2
− r1

2

2
)

=
1

2

(
β2 − α2

)
となる。

5.3.3 連結領域

有界な領域 D内で正則であれば積分は経路に依存することなく端点 [z0, z]で決定できる。

これはハミルトンの原理につながる重要な内容である。そこで次で不定積分 F (z)を定義する。

F (z) =

∫
C

f(ξ)dξ =

∫ z

z0

f(ξ)dξ

これは領域Dで定義された 1価関数であり実関数の時のように

dF (z)

dz
= f(z) (5.21)

を満たす原始関数の 1つと考えることができるか見ていこう。
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これはD内の任意の 2点 z, z +∆zとして次が無限小にもっていければよい

F (z +∆z)− F (z)
∆z

− f(z) = 1

∆z

(∫ z+∆z

z0

−
∫ z

z0

)
f(ξ)dξ − f(z)

2点が D内にあれば

f(z) =
1

∆z

∫ z+∆z

z0

f(z)dξ

とすることができるので右辺は大きさで考えれば

F (z +∆z)− F (z)
∆z

− f(z) =
1

∆z

(∫ z+∆z

z0

−
∫ z

z0

)
f(ξ)dξ − f(z)

=
1

∆z

∫ z+∆z

z0

{f(ξ)− f(z)} dξ

= ϵ

とすることができる。よって 5.21が成り立つので F (z)は原始関数の 1つである。
重要な例を 1つ示そう。f(z) = 1/zは原点で正則ではない。

従って、ここを除く方法をとると、先の議論から有界な正則領域は 2重連結になる。
次の図のように複素平面の負の実軸に沿って原点から無限遠まで切れ目をいれる。すると単連結領域 −π <

arg z < +πにおいて正則になる。

図 5.7: 原点から負方向に切れ目を入れると単連結領域 −π < arg z < +πにおいて正則になる

この積分路に従い次の不定積分を求める。この積分は閉じていない。

F (z) =

∫
C

1

ξ
dξ =

∫
C1+C2

1

ξ
dξ =

∫ z

1

1

ξ
dξ

ここで次のように角度と半径を別々に固定できるように、z = reiθ とおく。

C1に沿っては r = 1を固定し ξ = eiϕ とおき、C2に沿っては θを固定するので z = ρeiθ として

dξ = iξdϕ

dz = eiθdρ

とすると

F (z) =

∫ θ

0

idϕ+

∫ r

1

dρ

ρ

= iθ + log r

= i arg z + log |z|

= log z

となり、対数が複素平面で自然に定義できる。F (z)は原点 z = 0と負の実軸上を除いた領域で正則になる。
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5.3.4 コーシーの積分公式

連結という性質から複素関数は面白いことに積分や級数で表したほうが本質を見やすい。

f(z)が単連結領域 Dで正則であれば D内に点 zを囲む任意の閉曲線を Cz とすると

f(z) =
1

2πi

∮
cz

f(ζ)

ζ − z
dζ (5.22)

が成り立つ。これをコーシーの積分公式という。これは次のように示すことができる。

図のように Cz の内部に点 zを中心とする小さな円周 γz : |ζ − z| = rをとる。

図 5.8: 2重連結領域

ζ の関数 f(ζ)/(ζ − z)は Dから ζ = zを除いた 2重連結領域で正則になる。従って次のように各和をとるこ
とができる。 ∮

Cz

f(ζ)

ζ − z
dζ =

∮
γz

f(ζ)

ζ − z
dζ = f(z)

∮
γz

1

ζ − z
dζ +

∮
γz

f(ζ)− f(z)
ζ − z

dζ

円周 γz 上の点を

ζ = z + reiθ

とすると

dζ = ireiθdθ = (ζ − z)idθ

とおけるので第 1項について ∮
γz

1

ζ − z
dζ =

∮
γz

1

ζ − z
(ζ − z)idθ

=

∮
γz

idθ

= 2πi

また f(z)の連続性から半径 rを小さくしていくと |ζ − z| = r → |f(ζ)− f(z)| < zだから

∣∣∣∣ 1

2πi

∮
Cz

f(ζ)

ζ − z
dζ − f(z)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1

2πi

∮
γz

f(ζ)− f(z)
ζ − z

dζ

∣∣∣∣
≤ 1

2πi

∮
γz

∣∣∣∣f(ζ)− f(z)ζ − z

∣∣∣∣ |dζ| = 1

2πi

∮
γz

∣∣∣∣f(ζ)− f(z)r

∣∣∣∣ rdθ
<

ε

2π

∫ 2π

0

dθ = ε

とすることができる従って式 4.7から

77



ε→ 0

とみなせて式 5.22が成り立つ。さらに高次導関数もまた、次のように積分表示できる。

f (n)(x) =
dnf(z)

dzn
=

n!

2πi

∮
Cz

f(ζ)

(ζ − z)n+1 dζ (5.23)

5.3.5 リュウビルの定理

コーシーの積分定理の逆を考えると重要な定理がいくか導ける。

定理. モレラの定理
f(z)は有界な領域 Dにおいて連続とする。D内の単純閉曲線 Cについて常に∮

C

f(z)dz = 0 (5.24)

が成り立てば f(z)は領域 Dで正則になる。これをモレラの定理 (Morera’s law)という。

また、次の関係をコーシーの評価式という。

f(z)が |z − z0|で正則でかつ正の定数M に対し、|f(z)| ≤M である時、∣∣∣f (n)(z0)∣∣∣ ≤ n!M

Rn
(5.25)

が成り立つ。

定理. リュウビルの定理
これは式 5.23から次のように示すことができる。大きさをとり、円周 Cz : |z − z0| = Rとすると

∣∣∣f (n)(z0)∣∣∣ ≤ n!

2π

∮
Cz

|f(ζ)|
| (ζ − z) |n+1

|dζ|

≤ n!

2π

M

|R|n+1

∮
Cz

|dζ| = n!

2π

M

|R|n+1

∫ 2π

0

Rdθ =
n!M

Rn

となる。これから有界な関数は定数になる。これをリュウビルの定理 (Liouville’s law)という。

特に式において n = 1とおくと ∣∣∣f ′
(z0)

∣∣∣ ≤M/R

ここで R→∞とすると

f ′(z) = 0 (5.26)

すなわち f(z)は定数になる。

定理. 一致の定理
f(z)が D内で正則であるとする。D内の 1点 z0 に収束する無限点列を {zn}とする。
f(zn) = 0 であるならば Dにおいて

f(z) ≡ 0 (5.27)

となる。これを一致の定理という。
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定理 1. 最大値の原理
ま恒等的に定数ではない正則関数 f(z)に対して |f(z)|は Dの内部で最大値に達することはない。特に Dが
有界で f(z)が Dの境界 Bを含む有界閉領域 D̄ = D ∪B で連続ならば |f(z)|の最大値は境界 B上でとる。

Max[|f(z)|] on ∂D (5.28)

これを最大値の原理という。

Proof. この内容は次のように背理法で示すことができる。Dの 1点 aで |f(z)|は最大値Mをとったとする。
aと Dの境界 Bとの距離を dとするとコーシーの積分公式から次の平均値の定理が示される。z − a = reiθ

とおけば

f(a) =
1

2πi

∮
|z−a|=r

f(z)

z − a
dz

=
1

2π

∫ 2π

0

f(a+ reiθ)dθ (0 < r < d) (5.29)

両辺の絶対値をとれば

M = |f(a)| ≤ 1

2π

∫ 2π

0

|f(a+ reiθ)|dθ ≤M (5.30)

この式が成り立つためには |z−a| = rの円周上で常に |f(a+reiθ)| =M |でなければならないが r : 0 < r < d

は任意であるので |z − a| < dにおいて |f(z)| =M となる。

これはリュウビルの定理によれば f(z)は定数でなければならない。しかし、これは仮定に反する。

次に f(z)は有界閉領域 D̄で連続だからどこかで最大値をとらなくてはならないが上記の結果から境界 B上
でしかとれないことになる。

5.4 級数展開

5.4.1 ワイエルシュトラスの 2重級数定理

　正則関数列について領域D内で正則な関数を {fn(z)}として、Dで広義一様に収束すれば、極限関数 f(z)

は Dで正則であってかつ、k階導関数列 {f (k)n (z)}が Dで f (k) に広義一様収束する。

lim
n→∞

f (k)n (z) = f (k)(z) (k = 1, 2, · · · )

また、領域 Dで級数
∑∞

k=1 gk(z)が広義一様収束すれば次の極限関数

g(z) = lim
n→∞

n∑
k=1

gk(z)

は Dで正則であって、その導関数級数の項別微分で表すことができる。

g(k)(z) =

∞∑
n=1

g(k)n (z) (k = 1, 2, · · · )

この無限級数は Dで広義一様収束する。

79



5.4.2 ローラン展開

複素数の展開は実数の展開より豊富な内容を含み、物理的にも頻繁に利用される。まず基本の展開をみてお

こう。f(z)が同心円環 0 ≤ r < |z − a| < R ≤ ∞で 1価であれば次のローラン展開 (Laurent)が成り立つ。

f(z) =

∞∑
n=−∞

an(z − a)n, r < |z − a| < R (5.31)

an =
f (n)(a)

n!
=

1

2πi

∮
|ζ−a|=ρ

f(ζ)

(ζ − a)n+1
dζ, n = 0,±1, · · · , r < ρ < R (5.32)

この証明を考えてみよう。

図 5.9: 極を含む積分路

r1 < |z| < R1 < Rなる定数 r1, R1を半径として上図のような閉曲線 γ1,Γ1とするとコーシーの積分公式から

f(z) =
1

2πi

∮
c

f(ζ)

ζ − z
dζ =

1

2πi

∮
Γ1

f(ζ)

ζ − z
dζ − 1

2πi

∮
γ1

f(ζ)

ζ − z
dζ

ここで次の境界上の展開がカギになる。

Γ1 上の ζ に対しては |z − a|が |ζ − a|より小さいことを利用するため、次のように無限級数に展開し、

1

ζ − z
=

1

ζ − a
1

1− z−a
ζ−a

=

∞∑
n=0

1

ζ − a

(
z − a
ζ − a

)n

=

∞∑
n=0

(z − a)n

(ζ − a)n+1

公比は次を満たす。 ∣∣∣∣z − aζ − a

∣∣∣∣ < 1

同様に γ1 上の ζ に対しては |z − a|が |ζ − a|より大きいことを利用するため
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1

ζ − z
=

1

z − a
1

1− ζ−a
z−a

= −
∞∑

n=0

1

z − a

(
ζ − a
z − a

)n

= −
∞∑

n=0

(ζ − a)n

(z − a)n+1

と、展開すれば公比は次を満たす。 ∣∣∣∣ζ − az − a

∣∣∣∣ < 1

従って各級数は各閉曲線上で収束し、次のように項別積分ができる。

f(z) =

∞∑
n=0

(z − a)n 1

2πi

∮
Γ1

f(ζ)

(ζ − a)n+1
dζ +

−1∑
n=−∞

(z − a)n 1

2πi

∮
γ1

f(ζ)

(ζ − a)n+1
dζ

よってローラン展開の公式が得られた。

r < |ζ − a| < Rにおいて次の被積分関数は 1価正則であるから

f(ζ)

(ζ − a)n+1

積分路 γ1,Γ1 は共通の円

|ζ − a| = ρ r < ρ < R

で置き換えることができる。

5.4.3 指数関数と三角関数

　実数関数の展開と同じように次の展開式で関数を定義する。

ez =

∞∑
n=0

zn

n!
= 1 + z +

z2

2!
+ · · ·

sin z =

∞∑
n=0

(−1)n z2n+1

(2n+ 1)!
= z − z3

3!
+ · · ·

cos z =

∞∑
n=0

(−1)n z2n

(2n)!
= 1− z2

2!
+ · · ·

これらは z ∈ Rと選べば実数の場合を含む。

6 留数

6.1 特異点と零点

一般に点 aの近く (0 < |z − a| < R)で f(z)が 1価正則であっても aで正則ではないならば

aを f(z)の孤立特異点 (isolated singularity)という。
前節の展開式について
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f(z) =

∞∑
n=0

an(z − a)n +

∞∑
n=1

a−n

(z − a)n
(0 < |z − a| < R)

と表すと第 1項は |z − a| < Rで収束するから、特異性は第 2項に起因する。
そこでこの第 2項を f(z)の特異部 (singular part)という。(主要部ともいう)
主要部がない場合は正則であるということもできる。正則であって次の条件が成り立てば z = ∞を k位の
零点 (zero_point)という。

∞∑
n=0

bnz
−n = bkz

−k + bk+1z
−(k+1) + · · · = gk(z)

zk
(k ≥ 1, bk = g(∞) ̸= 0) (6.1)

• 例えば a−n = 0とできて主要部を消すことができる場合は aを除去可能な特異点 (removable singu-
larity)という。

この場合、

f(z) =

∞∑
n=0

an(z − a)n (0 < |z − a| < R)

とおける。この時は改めて f(a) = a0 と定義すれば f(z)は aで正則になる。例えば

g(z) =
sin z

z

は z = 0が一見すると特異点にみえるが展開すれば g(0) = 1とおくことで除去可能な特異点である。

• 次に主要部が有限項の和となる場合、aを極 (pole) という。

この時、ある整数 kに対して a−k ̸= 0,a−n = 0(n = k + 1, k + 2, · · · )であるとき

f(z) =

∞∑
n=0

an(z − a)n +

k∑
n=1

a−n

(z − a)n
=

gk(z)

(z − a)k
, gk(a) = a−k ̸= 0

を k位の極 (pole)という。この時、

gk(z) ≡
∞∑

n=0

an−k(z − a)n

は |z − a| < Rで正則な関数である。

• 最後に主要部が有限では表すことができず無限級数になる場合を真性特異点 (essental singularity)と
いう。

この時は特異点で aでの関数 f(a)の値が決まらないことになる。それは aに近づく、点列 {zn}の取り方で関
数列 {f(zn)}の極限値が変わる。例えば関数

f(z) = exp(1/zn) =

∞∑
n=0

1

n!zn

は z = a = 0に真正特異点を持つ。例えば、点列 {zn = 1/(α+ 2nπi)}をとると

exp(1/zn) = exp(α+ 2nπi) = exp(α) = Const

となり、最初の αの値で収束先の定数 Constが異なるおとになる。

領域 Dで真性特異点を持たない 1価正則な関数を有理型 (meromorphic)である。
有理型の商で新しい関数を作ってもやはり複素平面全体で有理型になる。
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境界が見えるか見えないかが除去可能な特異点がどうかの決めてになる。

(0 < |z − a| < R)において aの近くで除去可能な特異点は先の定義から

f(z) = a0 + a1(z − a) + a2(z − a)2 + · · ·

と表されていれば z → aの時 f(z)→ a0 となり、有界である。

逆にこの時、|z − a| = rとおいて

a−n =
1

2πi

∮
r

f(ζ)

(ζ − a)−n+1
dζ (0 < r < R, n = 1, 2, · · · )

は |f(z)| ≤M とすると変数変換は rが一定であることが利用できて

ζ − a = reiθ, dζ = ireiθdθ

として

|a−n| =

∣∣∣∣∣ 1

2πi

∮
|ζ−a|=r

f(ζ)

(ζ − a)−n+1
dζ

∣∣∣∣∣ ≤ 1

2π

∫ 2π

0

|f(a+ reiθ)rndθ| ≤Mrn

となるので r → 0とすれば主要部を 0とすることができる。
これから重要な次のリーマンの定理がいえることになる。

(0 < |z − a| < R)において 1価正則な f(z)が有界であれば aは f(z)の正則点である。

注意すべきは有理型の関数が 0 < |z − a| < Rで有理型でも |z − a| > Rで有理型ではない時、z = aは真性特

異点である。これは逆に aが真性特異点であれば、ある点列 {zn}をとれば

f(zn)→ λ(n→∞)

なる任意の λが存在できることになる。つまり、f(z)はどんな値にも近づくことができる。これは例えば

λ =∞であってもいい、もし、このような点列が存在しなかったら、あるR1 > 0をとると、0 < |z− a| < R1

で f(z)が有界になってしまい、除去可能となる。

6.1.1 ピカールの定理

　これから次の重要なピカールの定理 (Picard theory)がいえる。

(0 < |z − a| < R)において有理型の関数 w = f(z)が aを真性特異点にもつならば aの近くで f(z)は

たかだか 1つの (∞を含めれば 2つ)の値を除き、他の全ての値を無限回とる。

この定理の応用例として z = a = 0で真性特異点とする関数

w = f(z) = e1/z

を考える。任意の値を w0 として

w0 = reiθ

とすると

e1/z = reiθ = elog r+iθ

だから

zn =
1

log r + i(θ + 2nπ)
(n = 0,±1,±2, · · · )
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とすると、これは確かに f(zn) = w0である。しかも n→∞で zn → 0となる。よって a = 0の近くで f(z)

は値 w0を無限回とることになる。また w0 → 0(r → 0)または w0 →∞(r →∞)に対して zn → 0となるから

0 < |z| <∞で w0 = 0と w0 =∞は f(z)の 2つの除外点である。
ところが

w = f(z) =
1

z
+ e1/z

とすると z = a = 0が真性特異点であるから除外点ではない。よってこの場合は w = ∞のみが除外点で
ある。

図 6.1: 左が f(z) = e1/z,中が f(z) = 1
z + e1/z ,右が f(z) = 1

z − e
1/z ,のグラフ

6.1.2 一致の定理

　まず、孤立点をどう探すか考えてみよう。

　複素関数 ϕ(z)が z = b付近で正則で ϕ(b) = 0を満たし、かつ、ϕ(z)が恒等的に 0でない場合 bは孤立零

点になる。

つまり、bの任意の近傍の点 z ̸= bでは ϕ(z) ̸= 0になる。（定理１）

これは ϕ(z)が z = b付近で正則だから次のようにベキ展開できる

ϕ(z) =

∞∑
n=0

an(z − b)n

従って、ϕ(z)が恒等的に 0でない場合は ak ̸= 0, k ̸= 0として

ϕ(z) = ak(z − b)k + ak+1(z − b)k+1 + · · ·

と表すことができる。よって ϕ(b) = 0となるが任意の微小な ϵについて z = b+ ϵとしたときは ϕ(z) ̸= 0

となるので z = bは孤立零点である。

この内容は単純であるが興味深い。つまり、

ϕ1 = (z + z̄)2 + (z + z̄)

は正則関数ではないので零点は z + z̄ = 0または z + z̄ = −1を満たす点の集合である。よって孤立してい
ない。

ところが

ϕ2 = z2 + z

の零点は z = 0,−1であり、孤立している。
量子力学では観測が点を決めるが、非正則な状態では零点は点にならないわけである。非観測状態を考える

示唆がある。

いったん観測が成立すると、大局的に物体の運動が決まるように、正則である時、次のように複素平面全体

に条件式を拡張することができる。これを一致の定理という。

複素平面上の領域Dで関数 f(z), g(z)が正則、かつD内の微小領域D0 で f(z) = g(z)であるとする。
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このとき全Dで f(z) = g(z)が成立する。

または

f(z)は領域Dで正則とする。D内の点 z0 に収束する無限点列 {zn}に対して f(zn) = 0, (n = 1, 2, · · · )な
らば、Dにおいて

恒等的に f(z) ≡ 0になる。

これを示すにはまず、次を定義する。

ϕ(z) = f(z)− g(z)

図のようにD0 内に z0 をとり、DからD0 を除いた領域内に z1 をとり、経路 C で結ぶ。

図 6.2: 解析接続

ここで ϕ(z0) = 0で ϕ(z1) ̸= 0と仮定する。この時、z0 と z2 の間で常に ϕ(z) = 0であるが、z2 の任意の近

傍に ϕ(z) ̸= 0

とできる z をとれる z2 をつくることができる。これは最初の定理１に矛盾する。よってDからD0 を除い

た領域内の任意の点で ϕ(z) = 0が成り立つ。つまり、全領域で

f(z) = g(z)

が成り立つことになる。

これは限定領域D0において正則関数が与えられた時、これをより広い領域Dに延長していく場合、その延

長のしかたは 1つしかないことを示す。それが次章で紹介する解析接続になる。
従って実数の領域 x ∈ Rで

ex =

∞∑
n=0

xn

n!

を定義しておいて、複素数全体で z̄を含まない z ∈ Cに拡張するのは、正則であるので解析接続として成り
立つわけである。

ez =

∞∑
n=0

zn

n!

次にみるように解析接続をすることで定義域を拡大することができる。

6.2 留数

複素関数の展開は実関数に比べて多くの条件が成立している。その 1つが留数の存在で積分計算を簡単に対
数和に置き換えることができてしまう。

有限領域環 0 < |z − a| < Rで 1価正則な関数 f(z)に対して次の Res(a)を aにおける留数 (residue)と
いう。

これを次のように a点まわりの周積分で定義する。
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Res(a) =
1

2πi

∮
|z−a|=r

f(z)dz (6.2)

これは先のローラン展開を用いれば次のように定義できる。

f(z) =

∞∑
n=−∞

an(z − a)n, r < |z − a| < R

ただし、

an =
1

2πi

∮
|ζ−a|=ρ

f(ζ)

(ζ − a)n+1
dζ (6.3)

から n = −1の時の係数は

a−1 =
1

2πi

∮
|ζ−a|=ρ

f(ζ)dζ

となるからこの係数が留数そのものである。

n = −1という選択が式 6.3の分母を変数に関係なく 1にしてしまう特別な役割を果たすことがわかる。
また無限遠での留数は原点について正の向きの周回路が正の無限遠に対して Rをどんなに大きくとっても原
点側と周回路の外側に無限点があるので無限点から見れば回転が反対になる。

図 6.3: 無限遠での留数は原点の正の向きの周回と反対向きになる。いいかえるとどんな経路の外側に無限点
はとることができる。

いわばこのどんな領域に対しても回転の向きを反対にとれるのが無限遠の定義であるともいえる。

よって

Res(∞) = − 1

2πi

∮
|z|=R

f(z)dz (6.4)

となるが、次のように特異部にわけてローラン展開すると

f(z) = f(z) =

∞∑
n=1

anz
n +

∞∑
n=0

bn
zn

なので第 2項の特異部は 1/zの n = 1の場合のみ有効で

Res(∞) = −b1 (6.5)

である。これはローラン展開の正則部分
∑∞

n=0 bn/z
n の項 b1/zの係数に −1をかけたものであるのに対し

次のように z = aで展開すると
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f(z) =

∞∑
n=−∞

an(z − a)n

Res(a) = a−1 (6.6)

は主要部の係数になる。つまり有限で正則ならば Res(a)は必ず 0になるが Res(∞)は 0になるとは限ら
ない。

つまり有限から連続的に無限までの変化をとることができない。ことがわかる。

例えば 0 < |z − a| <∞で正則な関数

f(z) =

∞∑
n=−∞

cn(z − a)n (6.7)

とすると

Res(a) =
1

2πi

∮
|z−a|=r

f(z)dz

=
1

2πi
c−1

∫ 2π

0

idθ

= c−1

となるが

Res(∞) = − 1

2πi

∮
|z−a|=R→∞

f(z)dz

は n = −1より nが小さいと分母が大きいので 0になり、nが大きいと 0 < |z − a| < ∞で正則な関数なの
で 0になる。
従って積分に効くのは有限の場合と同様に dz = iReiθdθの Rを打ち消す n = −1 の場合のみであるから符
号に注意し、

Res(∞) = − 1

2πi
c−1

∫ 2π

0

idθ = −c1

である。よって別な視点でみれば境界があるということが特異点の符号を変える。

正則であることで、複素平面のある一点が決めれば、どこまでも解析接続で領域内は埋めることができる。

しかし、無限遠については慎重にならないといけない。

図 6.4: 境界があれば無限遠で向きが変わる
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6.2.1 偏角の定理

以上から極の数を p、零点の数をN として次の偏角の原理が成り立つ。

1

2πi

∮
C

f ′(z)

f(z)
dz =

1

2πi

∮
C

d arg f(z)

=
1

2πi

∮
C

d log f(z)

= N − P (6.8)

これは次のように示すことができる。

もし zが f(z)の k位の零点であるとすれば aの近傍で 0にならない正則な関数 g(z)が存在できて

f(z) = (z − a)kg(z)

とおけるので

f ′(z) = k(z − a)k−1g(z) + (z − a)kg′(z)
f ′(z)

f(z)
=

k

z − a
+
g′(z)

g(z)

第 2項は aの近傍で正則である。よって aは f ′(z)
f(z) の 1位の極であり、零点 kに等しい。よって

1

2πi

∮
C

f ′(z)

f(z)
dz = N

次に bが f(z)が k位の極であるとすれば bの近傍で 0にならない正則な関数 h(z)が存在できて

f(z) = h(z)/(z − b)k

とおけるので

f ′(z) = −k(z − a)−k−1h(z) + (z − a)−kh′(z)

f ′(z)

f(z)
=
−k
z − b

+
h′(z)

h(z)

第 2項は bの近傍で正則である。よって bは f ′(z)
f(z) の 1位の極であり、位数 kにマイナスをかけたものに等

しい。よって

1

2πi

∮
C

f ′(z)

f(z)
dz = −P

であることから結局

1

2πi

∮
C

f ′(z)

f(z)
dz = N − P (6.9)

が成り立つ。また log|f(z)|が C上で 1価の関数だから

f(z) = |f(z)| exp [i arg f(z)]

の両辺の対数をとり積分すると下の第 2式の第 1項は積分すると 0だから∮
f ′(z)

f(z)
dz =

∮
d log f(z)

=

∮
d log |f(z)|+ i

∮
arg f(z)
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結局

1

2πi

∮
C

f ′(z)

f(z)
dz =

1

2πi

∮
C

d log f(z)

である。またこれから

1

2π

∮
d arg f(z)

は回転数を表すので ω 平面上において ω = f(z)によって次の関数が ω = 0の周りの閉曲線 Γの回転数で

ある。

N =
1

2π

∮
Γ

d argω =
1

2πi

∮
Γ

dω

ω
(6.10)

ここまでみたように無限級数の結果を逆に用いることがよく使われる。さに以下のように部分分数分解がよ

く利用される。

また、単純閉曲線 Cの内部を Dとし、D̄ ∩C で f(z), g(z)は正則とする。C上で、|f(z)| > |g(z)|が成り立
てば、Cの内部で f(z), f(z) + g(z)は同じ個数の 0点を持つ。
これをルーシェ(Rouxhe’)の定理という。
これは次のように簡単に示すことができる。

|f(z) + g(z)| ≥ ||f(z)| − |g(z)|| > 0

だから

f(z) ̸= 0 ∧ f(z) + g(z) ̸= 0

であり、f(z), f(z) + g(z)共に D̄で正則であるから極を持たない。従って f(z) + g(z)と f(z)との C内部の零
点の個数の差は、偏角の定理より

1

2π

∮
C

d arg(f(z) + g(z))− 1

2π

∮
C

d arg f(z) =
1

2π

∮
C

d arg

(
1 +

g(z)

f(z)

)
(6.11)

となる。C上では |g(z)/f(z)| < 1だから w = 1 + g(z)/f(z)の Cの像は原点を含まない円板

|w − 1| < 1

に図のように含まれる。

図 6.5: w = 1 + g(z)/f(z)は原点回りを周回しない

よって zが Cを 1周する間に wは 0を回ることはないので式 6.11は 0になる。
原点以外で順序つけられた点列

zn(n = 1, 2, · · · : |zn| < |zn+1|) (6.12)

における極を考える。各点 zk(k = 0, 1, 2 · · · )の周りのローラン展開を考え、その主要部を pk(z)とする。
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ここでもし、原点が正則点であれば p0(z) ≡ 0とおく。原点を囲む単一閉曲線を Cn として

Rn : |zn| < Rn < |zn+1| (6.13)

となる半径の円を考えると順序つけられているので Cn の内部に含まれる極が z0 · · · zn のみになる。
そこで次の関数

f(ζ)
1− (z/ζ)

n

ζ − z
= f(ζ)

n−1∑
j=0

zj

ζj+1

の ζ = zk のまわりのローラン展開の (ζ − zk)−1 の係数を hk(z)とすると次が成り立つ。

f(z) =

n∑
k=0

(pk(z)− hk(z)) +
zn

2πi

∮
Cn

f(ζ)

ζn(ζ − z)
dζ (6.14)

これも次のように証明できる。右辺第 2項から

R(z) =
1

2πi

∮
Cn

f(ζ)

ζn(ζ − z)
dζ

の積分路 Cn 内に持つ極は

z, z0, z1 · · · zn

の高々n+ 2個である。ζ = zでの留数は f(z)になる。また ζ = zk の近傍で部分分数展開をして

znf(ζ)

ζn(ζ − z)
dζ = f(ζ)

 1

ζ − z
−

n−1∑
j=0

zj

ζj+1


= f(ζ)

− ∞∑
m=0

(ζ − zk)m+1

(ζ − zk)(z − zk)m+1
−

n−1∑
j=0

zj

ζj+1


= f(ζ)

− ∞∑
m=0

(ζ − zk)m

(z − zk)m+1
−

n−1∑
j=0

zj

ζj+1


となる。主要部を

pk(ζ) =

∞∑
i=1

a−i

(ζ − zk)i
(6.15)

と置けば、ζ = zk における留数が −pk(z) + hk(z)に等しい。

よって

R(z) = f(z) +

n∑
k=0

(−pk(z) + hk(z)) (6.16)

が成り立ち、式 6.14がいえた。
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6.2.2 ジョルダンの補助定理

　次に留数定理を実際の積分に応用してみよう。はじめによく利用することになるジョルダンの補助定理を

示す。

図 6.6: 複素平面上での積分経路

図のように上半球面 Imz ≥ 0 で有理型の関数 f(z)は 0 ≤ θ ≤ πについて

f(Reiθ)→ 0 (R→ 0)

を満たす時、任意の正の数m > 0とすると、閉曲線KR : z = Reiθ(0 ≤ θ ≤ π)として

lim
R→∞

∫
KR

eimzf(z)dz = 0 (m > 0)

これを示すのに式 5.28で示したように f(z)の最大値M(R)を用いて∣∣∣∣∫
KR

eimzf(z)dz

∣∣∣∣ ≤ ∫ π

0

e−mR sin θM(R)Rdθ = 2RM(R)

∫ π/2

0

e−mR sin θdθ

≤ 2RM(R)

∫ π/2

0

e−2mRθ/πdθ = 2RM(R)
π

2mR
(1− e−mR) <

π

m
M(R)

よって、仮定からM → 0だからこの積分は 0に収束する。
次に、1周しない角度 αの場合の留数について考えてみよう。図のように中心 aで半径 ρの円周上に弧K に

対応した角度を αρ(0 ≤ α ≤ 2π)とする。

図 6.7: 1周すると 2πiRes(i)だが図では αの角をなす、この時経路K に沿った積分は −αiRes(a)になる。

f(z)が aを 1位の極として

lim
ρ→0

αρ = α (6.17)

が成り立てば留数が次のように角度 αに依存し

lim
ρ→0

∫
K

f(z)dz = −αiRes(a) (6.18)
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が成り立つ。これは次のように簡単に示すことができる。

Res(a) = a−1 (6.19)

として

f(z) =
a−1

z − a
+ g(z) (6.20)

とおけば関数 g(z)は有界であり |z − a| ≤ ρ0 で

|g(z)| ≤M (6.21)

とおける。したがって 0 < ρ < ρ0 に対して∣∣∣∣∫
K

g(z)dz

∣∣∣∣ ≤ 2πρM (6.22)

が成り立つので

lim
ρ→0

∫
K

g(z)dz = 0 (6.23)

が成り立つのでK の始点と終点を

a+ ρeiθ1 , a+ ρeiθ2

とすると ∫
K

a1
z − a

dz =

∫ θ2

θ1

a−1dθ = a−1i(θ2 − θ1) = −iαa−1 (ρ→ 0) (6.24)

となり式 6.18が示された。　

6.2.3 コーシーの主値

　物理の実観測にかかる世界では実数が基本になる。そこで実軸上で定義された有界な関数 f(x)に対して、

無限区間の積分

J =

∫ ε

−∞
f(x)dx+

∫ ∞

ε

f(x)dx (6.25)

を考えると J は広義の積分 (improper Riemann_integral)として次のように有限値をとってから極限をとる
手法を用いて定義される。

J =

∫ ∞

−∞
f(x)dx ≡ lim

X1→∞

∫ ε

−X1

f(x)dx+ lim
X2→∞

∫ X2

ε

f(x)dx (6.26)

この式の 2 つの積分が発散する場合でも次の極限が有限になる時、その極限値をコーシーの主値 (princi-
pal_value)という。

p.v.J = p.v.

∫ ∞

−∞
f(x)dx ≡ lim

R→∞

∫ R

−R

f(x)dx (6.27)

例えば f(x) = xの時は J は無限大の定義域では発散する。しかし、

p.v.J = p.v.

∫ ∞

−∞
f(x)dx = lim

R→∞

∫ R

−R

f(x)dx
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のように極限をとることに順番をつけることを許すと

p.v.

∫ ∞

−∞
xdx = lim

R→∞

∫ R

−R

xdx = lim
R→∞

(
R2

2
− R2

2

)
= 0

となり収束する。有限区間の場合にも次のように定義できる。

p.v.J = p.v.

∫ b

a

f(x)dx = lim
ϵ→0

(∫ a−ϵ

a

f(x)dx+

∫ b

a+ϵ

f(x)dx

)

例えば f(x) = 1/xの時、2つの積分区間 [−1, 0), (0, 2]に対して f(x)は発散するから広義の積分は存在しな

い。しかし、

p.v.J = p.v.

∫ 2

−1

dx

x
= lim

ϵ→0

(∫ −ϵ

−1

dx

x
+

∫ 2

−ϵ

dx

x

)
= lim

ϵ→0

(
log ϵ+ log

2

ϵ

)
= log 2

と求まる。

これから f(z)が実軸上に複数の 1位の極をもつような場合には次のように書き換えることができる。
ただし f(z)は一般に次のような有理関数とする。P,Qを多項式としてm > 0とし、

f(z) = eimz P (z)

Q(z)
(6.28)

原点中心の上半円を考えれば式 6.24より上半平面内の極の和と実軸上の極の和で次のように決まる。

p.v.

∫ ∞

−∞
f(x)dx = lim

ρ→0

(∫ −ρ

−∞
f(x)dx+

∫ ∞

ρ

f(x)dx

)
= 2πi

(∑
z>0

Res(z) +
1

2

∑
z=0

Res(0)

)
(6.29)

もし、m < 0であれば下半平面内の極の和と実軸上の極の和で次のように決まる。

p.v.

∫ ∞

−∞
f(x)dx = lim

ρ→0

(∫ −ρ

−∞
f(x)dx+

∫ ∞

ρ

f(x)dx

)
= −2πi

(∑
z<0

Res(z) +
1

2

∑
z=0

Res(0)

)

6.3 複素積分例

いくつかの複素積分の例をみていこう。まず P (x), Q(x)を多項式とし、有理関数

R(x) = P (x)/Q(x)

I =

∫ ∞

−∞
R(x)dx

を考える。Q(x)が実根をもたないで q ≥ p+ 2を満たすことより複素関数 R(z)に留数定理を用いれば

I =

∫ ∞

−∞
R(x)dx = lim

R→∞

∫
CR

R(z)dz = 2πi
∑
y>0

ResR(x) (6.30)
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このような積分は上半面半円周KR と実軸区間 [−R,R]からなるがこの円周上の |z2R(z)|の最大値をMとす
ると

すくなくとも円周上の R(z)の積分の大きさは π|z2R(z)|の最大値を超えることはないから∣∣∣∣∫
KR

R(z)dz

∣∣∣∣ ≤ πM/R→ 0 (R→∞)

が成り立つ。よって留数定理から 6.30から

I =

∫ ∞

−∞
R(x)dx = 2πi

∑
y>0

ResR(x)

である。これをジョルダンの補助定理という。

x

iy

Kr

R-R

図 6.8: 全実空間を複素空間の閉曲線の積分に置き換える。

6.3.1 偶関数の例

例えば

I =

∫ ∞

0

dx

x2 + a2
(a > 0)

を求めてみよう。偶関数だから次のようにして全実軸上に拡大する。

I =
1

2

∫ ∞

−∞

dx

x2 + a2
(a > 0)

はまず

R(x) =
1

z2 + a2
=

1

(z + ia)(z − ia)

となり上半面の極は Res(ia) = 1/2iaだから留数定理より

I =
1

2
2πi

1

2ia
=

π

2a

を得る。
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6.3.2 実部分を後からとる例

もう一つ、実数部分を後からとる例を紹介する。

I =

∫ ∞

0

cos t

t2 + a2
dt (a > 0)

の積分方法を見てみよう。

t = axで変数変換し、

I =
1

2a

∫ ∞

−∞

cos ax

x2 + 1
dx

とすると

f(z) =
eiax

z2 + 1
=

eiax

(z + i)(z − i)

よって留数定理から
1

2a

∫ ∞

−∞

eiax

x2 + 1
dx =

1

2a
2πi

e−a

2i
=
πe−a

2a

両辺の実数をとれば

I =
1

2a

∫ ∞

−∞

cos ax

x2 + 1
dx =

πe−a

2a

を得る。

6.3.3 両半球に極がある例

次に ∫ ∞

−∞

eimx

x2 + 1
dx (6.31)

を求めたい時には

f(z) =
eimz

z2 + 1
=

eimz

(z + i)(z − i)

とおけば上半平面において

Res(+i) =
e−m

2i

のみが留数だから ∫ ∞

−∞

eimx

x2 + 1
dx = 2πi

e−m

2i
= πe−m

となる。
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6.3.4 階段関数の例

これから階段関数 (Step function)を次のように定義できる。

θ(m) = lim
ε→0

1

2πi

∫ ∞

−∞

eimz

x− iε
dx =

1 (m > 0)

0 (m < 0)
(6.32)

この証明もまず

f(z) =
eimz

z − iε
とおけば上半平面のみに極を持つので

θ(m) = lim
ε→0

1

2πi
2πiRes(iε) =

e−mε = 1 m > 0

0 m < 0
(6.33)

となり ε→ 0の極限をとると求まる。

またよく出てくる ∫ ∞

0

sinx

x
dx

も原点に 1位の極を持つ関数

f(z) =
eiz

z

とおいて

lim
R→∞

∫
C

f(z)dz = 0 (6.34)

であるので式 6.29から

p.v.

∫ ∞

−∞

eix

x
dx = 2πi

1

2
Res(0)

= πi

となるので両辺の虚部をとると ∫ ∞

0

sinx

x
dx =

1

2

∫ ∞

−∞

sinx

x
dx =

π

2

となる。

6.3.5 多価関数の積分

実定積分を行う場合、コーシーの積分定理は被積分関数が 1価正則であることを条件としているので多価関
数の場合はその分岐に注意がいる。

例えば関数 G(z)が 1価有理型で無限大に少なくとも 2位の零点をもち、z = 0で 1位の極を持つ他は実軸
上で正則であるとする。

次のようなメラン変換型 (Mellin)の定積分

I =

∫ ∞

0

xαG(x)dx (0 < α < 1) (6.35)
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を求めてみる。zα の分岐を 0 < arg zα < 2παとなるようにとると

f(z) = zαG(z)

は極を全て含む次の閉領域 Dにおいて 1価正則である。0 < ρ < 1 < R, 0 < ϵ < π/2として

D : ρ ≤ r ≤ R, ε ≤ θ ≤ 2π − ε

正の実軸上で αの分岐があるので次の図左のように切れ込まれた図形領域 Dの境界を積分領域とすると

図 6.9: 積分路の変更

Dの境界で正則であるから留数の定理から各領域について∫ R

ρ

f(reiε)eizdr +

∫ 2π−ε

ε

f(Reiθ)iReiθdθ +

∫ ρ

R

f(rei(2π−ε))ei(2π−ε)dr +

∫ ε

2π−ε

f(ρeiθ)iρeiθdθ

= 2πi
∑
x≤D

Res(z) (6.36)

が成り立つ。ここで z → 0とすると

∫ R

ρ

rαG(r)dr+

∫ 2π−ε

ε

Rα+1G(Reiθ)iei(α+1)θdθ+

∫ ρ

R

rαG(re2πi)e2πi(α+1)dr+

∫ ε

2π−ε

ρα+1G(ρeiθ)iei(α+1)θdθ

= 2πi
∑
x≤D

Res(z) (6.37)

ところが |zαG(z) ≤M |(z →∞), |zG(z)| ≤ N(z → 0)で上限を決められるので ε→ 0とすると∣∣∣∣∫ 2π

0

Rα+1G(Reiθ)iei(α+1)θdθ

∣∣∣∣ ≤ 2πM

R1−α

∣∣∣∣∫ 0

2π

ρα+1G(ρeiθ)iei(α+1)θdθ

∣∣∣∣ < 2πNρα (6.38)

従って R→∞, ρ→ 0で角度積分の第 2，4項は 0に収束する。
よって

(1− e2πiα)
∫ ∞

0

rαG(r)dr = 2πi
∑
x≤D

Res(z) (6.39)

この結果は先の図右のように分岐点となる正の実軸上を避けて積分路を決めた結果に等しい。

このように実積分に因子 (1− e2πiα)を掛けることで留数定理が使えるようになる。
しかし、厳密には x軸の正の領域での切断の両側で正則である必要がある。つまり、
zαの分岐 0 ≤ arg zα ≤ 2παを含むようにうまく解析接続された関数 f(z) = zαG(z)が定義できないといけ

ない。この問題を解決するためには積分路を上半球のみで閉じれば、切断軸を回避できる。

97



例 2. 簡単な応用例として次の実積分を求めてみる。∫ ∞

0

xρ−1

x+ 1
dx (0 < ρ < 1) (6.40)

これはまず

f(z) =
zρ−1

z + 1
(6.41)

とおくと領域 Dの点 z = eiπ = −1に極をもち

Res(eiπ) = eiπ(ρ−1) = eiπρ · (−1) = −eiπρ (6.42)

となるので式 6.39より

(1− e2πiρ)
∫ ∞

0

xρ−1

x+ 1
dx = 2πiRes(z)

= −2πieiπρ

従って実部分をとると∫ ∞

0

xρ−1

x+ 1
dx = Real

[
2πieiπρ

1− e2πiρ

]
=

2π sin ρπ

1− cos 2ρπ
=

2π sin ρπ

2 sin2 ρπ
=

π

sin ρπ

となる。

さらに

例 3. もう一つ同じような次の実積分を考える。

I =

∫ b

a

dx√
(b− x)(x− a)

(a < b) (6.43)

これもまず図のような閉曲線 C1 に沿っての積分

J =

∮
C1

dz√
(z − a)(z − b)

(a < b) (6.44)

を考える。

f(z) =
1√

(z − a)(z − b)
(6.45)

はローラン展開をすると

f(z) =
1

z
+
a+ b

2z2
+ · · · (6.46)

となるので無限遠に 1位の零点を持つことになるから留数定理から

J =

∮
C1

dz√
(z − a)(z − b)

= −2πiRes(∞) (6.47)

= 2πi (6.48)

となる。次の図のように積分路を上半面の Cuと下半面 Cdに分ける。
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図 6.10: 積分路の分解

上半面ついて切断面が x軸の正の領域にあるとして

√
z − a =

√
x− a

√
z − b = e−iπ/2

√
b− x

下半面について切断面が x軸の負の領域にあるとして

√
z − a = e−i3π/2

√
x− a

√
z − b =

√
b− x

のように位相変化する。よって

J =

∫ a

b

e−π/2dx√
(b− x)(x− a)

+

∫ b

a

e−i3π/2dx√
(b− x)(x− a)

= 2i

∫ b

a

dx√
(b− x)(x− a)

となる。これと式 6.48から

I =

∫ b

a

dx√
(b− x)(x− a)

= π (6.49)

が求まる。

つぎに

例 4. 次のようなフレネル積分についても求めることができる。

Ix =

∫ ∞

0

e−x2

dx (6.50)

として積をつくり面積分になおすと強引に極座標での面積分になる
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IxIy =

∫ ∞

−∞
e−x2

dx

∫ ∞

−∞
e−y2

dy

= 4

∫ ∞

0

e−x2

dx

∫ ∞

0

e−y2

dy

=

∫ 2π

0

dθ

∫ ∞

0

e−r2rdr

= 2π
1

2
= π

であるから ∫ ∞

0

e−x2

dx =
√
π (6.51)

となる。

最後に

例 5. 次のような特殊な積分の例も考えよう。

I =

∫ π

0

log(sin θ)dθ

ここで

z = x+ iy

の関数として

F (z) = 1− e2iz = −2ieiz sin z = 1− e−2y(cos 2x+ i sin 2x)

を定義する。F (z)が負の実数になるのは y < 0かつ x = nπ(n = 0,±π,±2π · · · )の時である。
これから半直線を除いた領域において

f(z) = logF (z) = log(−2ieiz sin z)

は主値をとれば、１価正則で、かつ πを１周期とする周期関数である。

f(z + π) = f(z)

7 解析接続

物理学において情報の伝達は近接作用で伝播していくことが普通である。どのようにその伝播がおこなわれ、

ネットワークができていくかは重要な課題である。基礎的な数学においてもいかに広がりをつくるかは多くの

方法があるが、ここでは複素関数の解析接続を考察していく。

7.1 直接接続

複素関数の正則性は広がりを持つ。その出発点を次のような整級数にとる。

P (z; a) ≡ c0 + c1(z − a) + c2(z − a)2 + · · · (|z − a| < R) (7.1)

これを、関数要素 (function_element)と呼ぶ。
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つまりここでは aの近傍でべき級数に関数を展開し、その振る舞いをみてきたが、展開した関数というより、

正級数で表される関数要素そのものを中心に考えようというわけである。そこでまず、このやり方で定義域を

どう広げていくかを見てみよう。

級数が収束したとして、収束円K : |z − a| < Rの内側の任意の点を bとすると P (z; a)は点 z = bで正則で

あるからその近傍でテーラー展開ができて

P (z; a) =

∞∑
n=0

P (n)(b; a)

n!
(z − b)n (|z − a| < R) (7.2)

= c0 + c1(b− a)(z − b) +
c2
2
(b− a)2(z − b)2 + · · · (7.3)

このテーラー展開式はK 内で収束するのでその収束半径を下図のように R′ とおく。

R′ は点 bから領域K の境界円周上までの距離 lとして

l = R− |b− a|

とおくと R′ はこれより大きいから

R′ ≥ l > 0

が図のように成り立つ。これにより最初の半径 Rの外に拡大していけるようになる。

さらに、この新たな収束円K ′ : |z − b| < R′ について bは収束範囲K の内部だから

P (z; b) =

∞∑
n=0

P (n)(b; a)

n!
(z − b)n (|z − b| < R′)

と関数要素をとれる。この P (z; b)を P (z; a)の直接接続という。

この関数要素の収束円をK ′とする。同様にこのやり方で図のようにK ′内に点 cをとり、ここを中心に新た

に関数要素をつくればK ′′ に広げられ、領域をどんどん増やしていけるわけである。

展開の中心は収束半径内であれば任意とることができる。

整級数の収束半径が展開している中心の外側になっても例えば図のようにK がK ′をはみ出す時、すなわち

R′ > lの場合は P (z; b)は収束しても P (z; a)が発散することもあるので関数の正則性を保つためには次のよう

な場合分けして定義できる関数を用意する。

F (z) ≡

P (z; a) z ∈ K

P (z; b) z ∈ K ′

図 7.1: 直接接続

これにより F (z)はK ∪K ′ の領域において正則関数とすることができる。さらに
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P (z; a), P (z, b), P (z, c) · · ·

のように連鎖させることができる。

このように一般に領域K で正則な f(z)に対してK を含む拡大された領域K ′で正則な関数 F (z)がK の領

域で

F (z) = f(z)

となっている時、F (z)は f(z)の解析接続 (analytic continuation)という。

7.2 解析接続

　同じ複素平面上の値であっても解析接続の方法 P が異なる場合がある。

これは級数への展開を考えて、同値の概念を考え直すことである。

まず、解析接続された関数要素の定義域の総和をDとする。Dで定義された 1つの正則関数 F (z)が定まる。

この関数を解析関数 (analytic function)という。
解析接続の一意性から 2つの解析関数は 1つの関数要素が共有されればば同じといえる。
図のように 1つの関数要素 P (z; a)の収束円内K の 2点 a1, b1から出発し、直接接続 P (z; ai), P (z, bj)をそ

れぞれ、m,n回繰り返して得られる関数要素の列

P (z; a), P (z; a1), · · ·P (z; am);P (z; a), P (z; b1), · · ·P (z; bn)

があり、P (z; am), P (z; bn)の収束円領域を Km, Ln が共有部分 Ωを持つと解析関数 F (z)の多価性が発生

する。

図 7.2: 解析接続の 2価性

共有集合の数だけ重なりあったリーマン面が存在し、もし、ΩでP (z; am) = P (z, bn)ならばこここでKm, Ln

を接合する。

そうでなければ接合しないというリーマン葉の接続規則を決める。

z = aを中心として正の収束半径 Rを持つ整級数を |z − a| < Rとして

P (z; a) = c0 + c1 (z − a) + c2 (z − a)2 + · · ·
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として、関数要素 (function element)を先と同様に定義しておく。
整級数 P (z; a)の収束円内K : |z − a| < Rの任意の 1点を bとする。

P (z; a)は z = bで正則だから、その近傍で次のよにテーラー展開できる。

P (z; a) =

∞∑
n=0

P (n)(b : a)

n!
(z − b)n (7.4)

n > 0だから、この展開は z = bを中心とする整級数でK 内で収束する。

この収束半径を R′ とすると、次の図のように点 bから領域K の境界円周上までの距離 l

l = R− |b− a|

とすると、式 7.4から、この収束半径 R
′
は少なくとも lより大きい。

R
′
≥ l > 0

という関係が成り立つ。

従って新たに式 7.4は収束半径
K ′ : |z − b| < R′

で収束する関数要素がとれる。

P (z; b) =

∞∑
n=0

P (n)(b : a)

n!
(z − b)n ,

(
|z − b| < R

′
)

(7.5)

この時が、P (z; b)は P (z; a)の直接接続である。

図 7.3: 直接接続：点 a中心で収束半径 Rから出発し、定義域を広げる

このように長さ lに対して、およそ、新しい収束半径となるR
′
は a, b間の距離程度あるので、はじめの収束

半径より外に出すことができるわけである。これを繰り返せば次のような関数要素の列ができる。

P (z; a), P (z; b), P (z; c) · · ·

また、領域も

K,K
′
,K

′′
· · ·

のように拡大されていく。

この時、K で正則な関数 f0(z)に対して、K
′
で正則な関数 f1(z)、K

′′
で正則な関数 f2(z)、· · · とする。

前節の一致の定理を使えば

f0 = f1 = f2 = · · ·

であり、この時の正則関数は 1つに決まる。このように定義域を拡大していく方法が解析接続である。
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7.3 多価関数

　さらにおもしろいことに次の図のように領域K 内の異なる 2点 a1, b1から 2つのルート A,Bで解析接続

し、共通の点を含む領域 Am, Bn に至ったとしよう。

A : P (z; a), P (z; a1), P (z; a2) · · ·

B : P (z; a), P (z; b1), P (z; b2) · · ·

図 7.4: 同一点からの 2つのルートの解析接続

Aについては n回の接続で、Bについてはm回の接続で上図の塗りつぶされている共有の領域を持ったと

する。

一致の原理から同一点 aから an, bm にいたる経路は一意に決まるまずである。

ここで、もし、関数要素が共通領域で

P (z; an) = P (z; bm)

を満たすなら領域 An, Bm を接合してしまう。ただし、一致の原理があるので一意性を維持するためには図

右のように 2葉
の面を考えないといけない。この関係は 3葉、4葉と増やしていくことが可能になる。

7.4 リーマン面

このような関数の一意性を維持できるように考えられたのがリーマン面である。

複数のリーマン面を持つ関数が多価関数になる。

空間の広がりが無限でないならば、必ずどこかで接合がおきる。

いや無限であっても領域の広がりと接続の広がりの速さが問題になる。よって、関数要素の数 nが問題に

なる。

複素平面のどの点をとってもその点を中心とした関数要素が nを越えず（あるいはちょうど n個）であれば

この解析関数 F (z)は n価であるという。

つまり、F (z)は n個の分岐を持ち、n葉のリーマン面を持つ。例えば 2価の関数

w =
√
z

を考えてみよう。これは 2つの分岐をもち z = reiϕ とすると、

w0 =
√
reiϕ/2, w1 =

√
rei(ϕ±2π)/2 = −w0

である。つまり θの不定性 ±2nπが根をとったせいで、±πの 2価が平面内に出現した。
対応するリーマン葉を Π0,Π1 とするとリーマン面 Dを変域とする解析接続関数 F (z)が
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z = reiϕ ∈ D (7.6)

に対して

F (z) =
√
z =
√
reiϕ/2(−π < ϕ ≤ 3π;mod 4π)

であり階微分係数は

F (n)(z) :=
(−1)n(−1) · 1 · 3 · · · (2n− 3)

2n
z−

2n−1
2 (n ≥ 1)

= knz
− 2n−1

2 kn =
(−1)n

2n

n∏
j=2

(2j − 3) (7.7)

である。実数の
√
xの x = 1での展開は

√
x = 1 +

(x− 1)

1!21
− 1

2!22
(x− 1)2 +

1 · 3
3!23

(x− 1)3 − 3 · 5
4!24

(x− 1)4 +
3 · 5 · 7
5!25

(x− 1)5 + · · ·

であるから、z = 1 を中心として収束半径 R = 1の整関数が次のように定義できる。

P (z; 1) = 1 +
1

2
(z − 1)− 1

2!22
(z − 1)2 +

1 · 3
3!23

(z− 1)3 · · · kn
n!

(z − 1)n

= 1−
n∑

j=1

(−1)j(z − 1)j

j!2j

j∏
i=2

(2i− 3)

= 1−
n∑

j=1

(z − 1)j

j!
F (n)(z) (7.8)

この整関数は |z − 1| < 1の収束円内で収束し、nが十分大きければ

P (z; 1) = w0 =
√
z

とみなすことができる。そこで図のように実軸の負の部分に切れこみを入れることを考える。

Π0 上の単位円 (実線)と Π1 上の単位円 (点線)はともに同一点 1を中心としている。
つまり、2点 0,1と 0’1’は重ね合うことができる。
これに対し同一点 0′ を中心として下半円の経路 γ は Π0 上にあり、上半円の経路 γ′ は Π1 上にある。

複素平面が元々紙面垂直方向の層をもっていて
√
z関数は半直線でこれを接続するわけである。

リーマン葉といういささか奇妙な構造を取り入れなくても例えば 1周が 2πであることを柔軟に考えると一

価である正則性は保てるだろうというわけである。少々都合良すぎる気はするが、ここでは空間は自由度に関

係ないとして良しとする。

図 7.5:
√
zのリーマン葉
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この解析接続を数列的に見てみよう。

まず Π0 上で 1から出発し、半径 1の円周 γ に沿って関数要素の列をつくり、Π1 上の 1′ = e−2iπ = e2iπ に

到達する。

これを関数要素の列として F (n)(1′)の値を用いて表すと関数要素は式 7.8より

P (z; 1′) =
√
1′ +

∞∑
n=1

F (n)(1′)

n!
(z − 1′)n

=
√
e2iπ +

∞∑
n=1

F (n)(e2iπ)

n!
(z − e2iπ)n

= −1− 1

2
(z − 1) +

1

2!22
(z − 1)2 − 3

3!23
(z − 1)3 + · · · kn

n!
(z − 1)n

= −1−
n∑

j=1

(−1)j(z − 1)j

j!2j

j∏
i=2

(2i− 3)

= −P (z; 1)

であり、これは符号が反対の z = 1を中心として収束半径 R = 1のテーラー級数である。

よって

w0 = P (z; 1) = −w1 = −P (z; 1′)

であり、P (z; 1′)から解析接続で中心が aの原点まわりを時計方向に 1周して z = 1に戻れば P (z; 1)が得ら

れるわけである。

数列の表現が自然に回転の向きを決めていることは興味深い。

つまり F (z)は拡大されたリーマン空間においては 1価正則である。この 2葉の領域全部がここでの D と

なる。

ただし、関数要素の鎖による解析接続で定義域が境界をこえて拡張できない場合があり、

これを自然境界 (natural boundary)という。
例えば

f(z) =

∞∑
n=0

z2
n

= z + z2 + z4 + z8 · · ·

は
∞∑

n=0

z2
n

= z + z2 + z4 + · · · z2
n−1

+

∞∑
m=0

z2
n+m

とかけるので

f(z) = z + z2 + z4 + · · · z2
n−1

+ f(z2
n

)

となる。f(z)は z = 1以外に 1 = z2
n

= e2mπi の解

zn,m = exp[
2mπi

2n
], m = 1, 2, · · · 2n − 1;n = 1, 2, · · ·

の点で発散し、これらは単位円周に稠密に存在するので単位円 |z| = 1 は自然境界になる。

7.5 解析接続の方法

解析接続の方法を先のように関数要素を用いる以外にもある。

実関数での無限級数展開

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+ · · ·
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から自然に複素数に拡張すれば

ez = 1 +
z

1!
+
z2

2!
+ · · ·

となる。これは単純に実変数 xを複素数 zに変換しているだけであるが解析関数を得る方法としては実は有

効である。前節の内容から ez を定義するのに 2つの正則関数があり実軸上で

f1(x) = f2(x)

であれば、あらゆる複素平面で一致の定理から

f1(z) = f2(z)

となる。これから次のシュヴァルツの鏡像定理が導ける。

実軸に関して対称な 2つの領域D1 とD2 が図のようにあり、実軸上の線分 Γを境界の一部として共通に持

つとする。

図 7.6: シュヴァルツの鏡像定理

実軸上の線分 Γ上で常に実数値をとる関数 f1(z)が領域D1 で正則かつD1 + Γで連続ならば z ∈ Dに対し
て解析接続された関数 F (z)が

F (z) = f1(z)

であるから F (z)はD1 で正則である。

実軸上の線分 Γ上で常に実数値をとる関数 f1(z)が領域D1で正則かつD1+Γで連続ならば、点 z ∈ D2+Γ,

つまり z̄ ∈ D1 + Γ に対して

f2(z) = f1(z̄)

とおく、z ∈ D2 に対しては F (z) = f2(z)かつ、z̄ ∈ D1 であるので

dF (z)

dz
= lim

∆z→0

f2(z +∆z)− f2(z)
∆z

= lim
∆z→0

f1(z +∆z)− f1(z̄)
∆z

= lim
∆z→0

(
f1(z +∆z)− f1(z̄)

∆z

)
= f ′1(z̄)

となるので、F (z)はD2 でも正則である。後は Γでの正則性が示せればいい。

これは図のように領域D1 +D2内に境界 Γの任意の部分 γ1 = −γ2を囲む任意の閉曲線 C1 +C2をとると x
軸上で上下 2つに分割して ∮

C1+C2

F (z)dz =

∮
C1+γ1

F (z)dz +

∮
C2+γ2

F (z)dz

が一般的に成り立つ。

まず、第 1項について境界 γ1 を領域D1 内に微小 δだけずらし、図のような経路を考えれば
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図 7.7: 領域D1 内へ、iδだけ迂回する。

∮
C1+γ1

F (z)dz =

(∫ b+iδ

b

+

∫ a+iδ

b+iδ

+

∫ a

a+iδ

+

∫
γ1

)
F (z)dz

=

∫ b

a

[f1(x)− f1(x+ iδ)] dx+ i

∫ δ

0

[f1(b+ iy)− f1(a+ iy)] dy

となるが、これで極限 δ → 0をとると第 1、第 2項共に 0に近づく。よって∮
C1+γ1

F (z)dz = 0

となる。下半分についても同様の操作で ∮
C2+γ2

F (z)dz = 0

が成り立つ。結局 ∮
C1+C2

F (z)dz = 0

がかなり、強い意味（虚、実成分共に 0）でいえたことになる。
これからモレラの定理式 5.24から F (z)は領域D1 + Γ +D2 で正則である。

よって実軸上の線分 Γ 上で常に実数値をとる関数 f1(z) が領域 D1 で正則かつ D1 + Γ で連続ならば、点

z ∈ D2 + Γ,つまり z̄ ∈ D1 + Γ に対して

f2(z) = f1(z̄)

とおくことで f1 は Γをこえて対称領域D2 へ解析接続されることになり、鏡像定理が示された。

7.6 具体例

例えば次の無限等比級数は |z| > 1では発散する。

P (z; 0) =

∞∑
n=0

zn = 1 + z + z2 + · · ·

しかし、|z| < 1では次の F (z)に収束する。

F (z) = −1/(z − 1)

よって F (z)が 1位の極 1を除いて全平面で正則なので P (z; 0)は全平面に解析接続できる。

そこで |z| < 1では単位円の内側で収束し、正則になるので次の公式∫ ∞

0

tne−tdt = n!
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を使うと、

P (z; 0) =

∞∑
n=0

zn

n!

∫ ∞

0

tne−tdt = G(z)

とすると、指数関数の定義から

G(z) =

∫ ∞

0

eze−tdt =

∫ ∞

0

e(z−1)tdt

となり、これは Re[z] < 1に対して収束するから、単位円内から拡大領域 Dへの P (z; 0)の解析接続が積分

表示の G(z)で与えだれたことになる。これから次節の Γ関数が導ける。

　次に 2価の場合のリーマン葉の例として

z = w1/2 =
√
w

を考えてみよう。wの 1つの値 ρeiϕ (−π < ϕ ≤ π) に対しては

z0 =
√
ρeiϕ/2, z1 =

√
ρei(ϕ/2+π) = −z0

の 2つがある。これを次のような分岐で考えると、1価のようにみなすことができる。
w平面を主値 (−π < ϕ ≤ π)を偏角とする Π0 と、同じ偏角を主値とする Π1

を図のように用意する。

図 7.8: z =
√
wのリーマン葉

この 2枚を実軸の負領域に切れ込みを入れ、図の赤い部分で張り合わせる。
そして規則として偏角が +πまで進むと異なる葉に写るとすればいい。

これにより、2価であった w1, w2 は 4πの回転で重なることはない。ただし、wの偏角についてmod 4π で

同値になる。これにより w = z2 の z平面について 1対 1の対応がつけられた。
ただし、切れ込みをいれる場所は偏角をとる原点から任意の角度 αでかまわない。n位の分岐であれば

α ≤ ϕ < α+ 2nπ; (mod 2nπ)

である。

次に

w = f(z) =
1

2

(
z +

1

z

)
(7.9)

のリーマン葉を考えてみよう。変形し、

2wz − z2 − 1 = 0

(z − w)2 = w2 − 1

これからまず、逆関数を求めると複素数であるから ±はとれて、
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z = f−1(w) = w +
√
w2 − 1

よって wのリーマン面は ±1を 2位の分岐とする 2葉構造になる。区間 [−1,+1]に切断が入る。

この関数は

w = f(z) = f(1/z)

を満たすから前節 3.18でみたように単位円の反転になっているから、ここでは単位円の外部のみをみれば十
分である。

z = reiθ, w = u+ iv

とすると 7.9から

u =
1

2

(
r +

1

r

)
cos θ

v =
1

2

(
r − 1

r

)
sin θ

となるので z平面で r = r0 の円が w平面では

u2

(r0 + 1/r0)2
+

v2

(r0 + 1/r0)2
=

1

4

に写像され、z平面で θ = θ0 の直線が w平面では

u2

cos2 θ0
+

v2

sin2 θ0
= 1

に写される。特に興味ある点は z平面で r = 1の単位円は w平面では実軸上の点

(u, v) = (cos θ, 0) |u| ≤ 1

に写されることである。この写された直線と円は位相同型ではない。

複素平面上の回転が実軸に移されるこの変換は物理上重要な役割をする可能性がある。

図 7.9: 円周を実軸に写す

7.7 ガンマ関数

次を解析接続して得られる関数 Γ(z)をガンマ関数という。

Γ(z) =

∫ ∞

0

tz−1e−tdt (Re[z] > 0) (7.10)

定義は

Γ(z) = lim
n→∞

nzn!

Πn
k=0(z + k)

(7.11)
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である。Re[z] = a > 0の時、 ∣∣∣∣∫ ∞

0

tz−1e−tdt

∣∣∣∣ ≤ ∫ ∞

0

tz−1e−tdt <∞ (7.12)

だから領域D0 : Re[z] > 0で収束し、

Γ(z)′ =

∫ ∞

0

tz−1e−t log tdt (7.13)

も領域D0 : Re[z] > 0で収束するから Γ(z)はD0 で正則である。よって部分積分をすると

Γ(z) =

[
1

z
tze−t

]∞
0

+
1

z

∫ ∞

0

tze−tdt (7.14)

=
1

z

∫ ∞

0

tze−tdt (7.15)

となることから次のガンマ関数の公式が得られる。

Γ(z + 1) = zΓ(z) (7.16)

となるからこれを繰り返し作用させて

Γ(z) =
1

z(z + 1)(z + 2) · · · (z + n− 1)
Γ(z + n) (7.17)

を得る。よって Γ(z)は次の図のように z = 0,−1,−2 · · · に 1位の極を持ち、それ以外で正則な関数である。

図 7.10: ガンマ関数 z=-5から 5を描いている。

特に z = 1とすると次のように階乗の定義式が得られる。

Γ(n+ 1) = n! (7.18)

次にＣを考えてみよう。改めて積分路を Lとして

Γ(z) =

∫
L

tz−1e−tdt (7.19)

を考える。被積分関数は zの 1価正則関数でかつ積分 Γ(z)は一様に収束する。よって Γ(z)は全ての zに対

して 1価正則な関数である。t = reiϕ とおくと

tz−1 = rz−1eiϕ(z−1) = e(z−1)(log r+iϕ) 0 ≤ ϕ ≤ 2π (7.20)
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なので被積分関数を

F (t) = e−ttz−1

= e−reiϕe(z−1)(log r+iϕ) (7.21)

とおくと例えば ϕ = 0では

F (r) = e−rrz−1 (7.22)

となることから図のように正の実軸上で切断を持つ。

図 7.11: 実軸の正の部分に切り込みを入れて複数面をつなぐ

そこで積分路 Lを半径 ρの円周路と直線路にわけ次のように積分する

I(z) =

(∫ a

∞
+

∫
abc

+

∫ ∞

c

)
F (t)dt (7.23)

この積分をまず、Re[z] > 0として計算すると第 1項については

lim
ρ→0

∫ a

∞
F (t)dt =

∫ 0

∞
e−rrz−1dr = −Γ(z) (7.24)

である。第 3項については ϕ = 2πなので式 7.21から

F (r) = e−reiϕe(z−1)(log r+iϕ) = e2πiz e−rr(z−1) log r (7.25)

lim
ρ→0

∫ ∞

c

F (t)dt = e2πiz
∫ ∞

0

e−rrz−1dr = e2πizΓ(z) (7.26)

第 2項については ρは定数なので式 7.21から dt = −iρeiϕdϕといけるから

∫
abc

F (t)dt = iρe(z−1) log ρ

∫ 2π

0

e−ρeiϕeiϕdϕ

= iρz
∫ 2π

0

e−ρeiϕeiϕdϕ

Re[z] > 0としてるからこの値は ρ→ 0で 0に近づく。よって

F (z) =
(
e2πiz − 1

)
Γ(z)

= (i sin 2πz − cos 2πz − 1) Γ(z)

=
(
2i sinπz cosπz − 2 sin2 πz

)
Γ(z)

= 2ieiπz sinπz Γ(z)
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を得る。これからガンマ関数の複素積分表示として

Γ(z) =
e−iπz

2i sinπz

∫
L

tz−1e−tdt (7.27)

となる。これから

t =
x

1 + x
(7.28)

で変数変換するとベータ関数である B が得られる。

B(α, β) =

∫ 1

0

ta−1(1− t)β−1dt

=

∫ ∞

0

xα−1

(1 + x)
α−1

1

(1 + x)
β−1

dx

=

∫ ∞

0

xα−1

(1 + x)
α+β

dx

この積分は Re[α] > 1, Re[β] > 1で意味をもつ。

7.8 誤差関数

確率関数で登場したガウス関数は次のように表すことができた。標準偏差を σ、平均値を µとして

G(x) =
1√
2πσ2

e−(x−µ)2/2σ2

図 7.12: ガウス分布とその微分

この関数はよく知られている正規分布を表し、−∞ ≤ x ≤ +∞ で１になるように規格化する。
特に µ = 0, σ = 1とすると次のように規格化された関数が定義できる。

N(x) =
1√
2π
e−x2/2

この関数を区間 [0,x]で積分したものを次のように定義する。

Ef(x) =

∫ x

0

N(t)dt
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図 7.13: 規格化されたガウス分布関数とその積分

　誤差関数 (error function)は次のように定義すると

erf(x) =
2√
π

∫ x

0

e−t2dt

先の積分は

Ef(x) =
1

2
erf(x/

√
2)

で表すことができる。

さらに相補誤差関数を次のように定義する。

erfc(x) = 1− erf(x)

=
2√
π

∫ ∞

x

e−t2dt = e−x2

erfc(x)

次のように誤差関数は奇関数である。

erf(−z) = −erf(z)

また、複素共役について

erf(z∗) = erf(z)∗

が成り立つ。

前節で紹介したガンマ関数を用いても誤差関数は表すことができる。

erf(x) =
1√
π
Γ(

1

2
, x2)

=
2√
π

∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

n!(2n+ 1)

具体的に 2価の場合を見てみよう。
w =

√
z

を考えると、複素平面上で

z = ρeiϕ

(−π < ϕ ≤ π)

に対して次の 2つの分岐をする。2つの葉を Π0,Π1 として

Π0 : w0 =
√
ρeiϕ/2

Π1 : −w0 =
√
ρeiϕ/2±iπ
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8 フーリエ解析

物理学で、フーリエ解析は古くから基礎、応用面で共に最も多く利用されている。

ここでは文献 [123]の黒田氏の関数解析の立場からの導入を紹介する。
古い文献であるが、基本的なところからフーリエ解析の重要点をおさえていく切り口は今も尚、貴重な教育

内容をもっている。

8.1 フーリエ級数 [123]

まず閉区間 [−π, π]上の関数 f(θ)を複素形三角級数

f(θ) ∼ 1

2π

+∞∑
n=−∞

einθ
∫ +π

−π

f(ϕ)e−inϕdϕ

に展開するのが Fourier級数の問題である。これは

θ → eiθ

という対応によって [−π, π]を複素平面の単位円に対応させ、f を単位円上の関数とみることでもある。
そこで右辺を見ると、この積分は f が [−π, π]上の可積分関数であれば収束する。
任意の f ∈ L1(−π, π)に対して

an =
1√
2π

∫ π

−π

f(θ)e−inθdθ, n = 0,±1,±2 · · ·

とおいて、この an を f の Fourier係数という。

8.1.1 正規直交関数系 [57]

ある関数 f(x), g(x)がある区間 [a, b]で定義されて、複素共役を g(x)とすると

(f, g) ≡
∫ b

a

f(x)g(x)ρ(x)dx = 0

が成り立つ時、関数 f(x), g(x)は重み ρ(x)に関して直交するという。また、(f, g)は内積という。

ただし、ρ(x)は重み関数である。

これから区間 [a, b]で定義された関数形

{uj(x)}, (j = 1, 2 · · · )

に対して、2つの関数は自分以外どれとも直交するとき、

(uj , uk) =

∫ b

a

uj(x)uk(x)ρ(x)dx = 0, (j ̸= k)

関数系 {uj(x)}は重み ρ(x)に関して直交関数形 (orthgonal sysytem functions)であるという。
この時、次のように uj のノルム (norm)を定義できる。

||uj || =
√
(uj , uj) =

√∫ b

a

|uj(x)|2ρ(x)dx

また、ρ(x) = 1ととれればこれを正規直交系 (orthonormal sysytem_functions)といい、

(uj , uk) = δjk
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これは例えば 3次元のベクトル
a = c1e1 + c2e2 + c3e3

と正規直行基底 {e1, e2, e3}で表せば
|a|2 = c21 + c22 + c23

が得られることを意味する。この値はスカラーであり、基底に依存しない点が重要で、直交関数系はこれを

無限次元まで拡張できるピタゴラスの定理の無限版ともおいえる。また、正規直交系であればそれらの関数を

足し合わせて、様々な関数をつくることができる。

そして、エントロピーが一定の場合のように合成関数から、直交関数の係数を逆に求めることができる。

8.1.2 三角関数展開

フーリエ級数はまず、はじめに有限区間の周期関数を考える。これを次のように奇関数、偶関数の和で表す。

周期区間を −π < x < πとし、n = 0,±1,±2, · · · として

an =
1

π

∫ π

−π

f(x) cosnxdx (8.1)

bn =
1

π

∫ π

−π

f(x) sinnxdx (8.2)

f(x) =
a0
2

+

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) (8.3)

で表す。これは複素数を用いることで

cn =
1

2π

∫ π

−π

f(x)e−inxdx (8.4)

f(x) =
∑

n=0,±1,···
cne

inx

と簡単に表すことができる。周期区間を −L < x < Lとした場合は

周期を 2Lにするために次のように置き換える。

x→ π

L
x

これにより位相部分が

nx→ 2nπ

2L
x

となるので波長（周期）が

λ = 2L

となる

cn =
1

2L

∫ L

−L

f(x)e−inπx/Ldx (8.5)

であり、f(x)が実数であれば係数 an, bn が実数なので

c∗n = c−n

の関係があり、次の直交条件を満たす。f(x) = eimπx/L

1

2L

∫ L

−L

eimπx/Le−inπx/Ldx =

0 (m ̸= n)

1 (m = n)
(8.6)
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従って、この周期性を部分的に見ることを許せば、フーリエ級数はほぼ関数の完全性を持つので関数を再現

できる。

例えば次のように定義域を開区間に限定して、単純な 1次関数を考えよう。

f(x) = x (−π < x < π)

これは奇関数であるので式 8.1を用いて部分積分を使うと、n = 1, 2, · · · として

bn =
2

π

∫ π

0

x sin(nx)dx

= − 2

π

[
x cos(nx)

n

]π
0

+
2

π

∫ π

0

cos(nx)

n
dx

= − 2

π

(
π cos(nπ)

n
− 0

n

)
=

2

n
(−1)n+1

となるので式 8.3より、a0 = 0だから

x =

∞∑
n=1

(bn sinnx) =

∞∑
n=1

(
2

n
(−1)n+1

sinnx

)
となる。これを n = 50で図示すると次のようになる。

図 8.1: f(x) = xのフーリエ級数

周期関数であるが、−π < x < πの区間で f(x) = xを再現している。n→∞とすれば

f(x) = x

に近づくだろう。しかし、よくみると定義域の両端では激しい振動がみられ、これをGibbs現象という。次
で考察する。

8.2 Gibbs現象

　フーリエ級数がどれくらいもとの関数を再現するかを見るために次のような不連続の関数を考えよう。

元の関数がなめらかな連続関数であれば足し合わせを多くとればフーリエ級数は元の関数を再現していくこ

とができる。
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そこで境界付近に注目し、次のような不連続な関数を考える。

g(x) =

limx→−0 g(x) = g(−0) = −π
4 (−π < x < 0)

limx→+0 g(x) = g(+0) = π
4 (0 < x < π)

(8.7)

この時不連続点の相加平均をとると

(g(+0) + g(−0)) /2 = 0

である。一般に不連続点上のフーリエ級数の値は+,-側から近づけた極限値の相加平均になる。級数は奇関数
なので an = 0とできるので

a0 =
1

π

π

4

∫ π

0

dx+− 1

π

π

4

∫ π

0

dx = 0

bn =
2

π

π

4

∫ π

0

sinnxdx =
1

2

1− (−1)n

n

gn(x) = 0 +
1

2

∞∑
n=1

1− (−1)n

n
sinnx

=
2

2

(
sinx+

sin 3x

3
+ · · ·

)
=

∞∑
n=1

sin (2n− 1)x

2n− 1
(8.8)

と奇数を用いて表すことができる。下図に n = 3, n = 10の場合のグラフを示す。

図 8.2: gn(x) =
∑∞

n=1
sin(2n−1)x

2n−1 のグラフ赤は n=10、青は n=3

グラフを見ると不連続点の付近につののようなものが nを大きくしも残ることがわかる。これは仮にN →∞
としても消えない。

この現象がGibbs現象である。この不連続点をのぞけばフーリエ級数は区間内の xの値に無関係で

|g(x)− gn(x)| < ϵ

とする正の定数 ϵを n > N でとることができ、この時、フーリエ級数は区間内で一様収束する。

さらにこれを解析的に考えると興味ある結果が得られる。z = reiθ を複素数として

log(1 + z) = z − z2

2
+
z3

3
− · · ·

と展開できたから

log(1 + eiθ) = eiθ − e2iθ

2
+
e3iθ

3
− · · ·

さらにド・モアブルの公式 einθ = cos (nθ) + i sin (nθ)だから虚数部分は
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Im log(1 + eiθ) = sin θ − sin 2θ

2
+

sin 3θ

3
− · · ·

よって、式 8.8を用いて

Im
1

2

{
log(1 + eiθ)− log(1− eiθ)

}
= sin θ +

sin 3θ

3
+

sin 5θ

5
+ · · ·

= g∞(θ) (8.9)

と表すことができる。さらに、次のように複素数の対数をとると虚成分が偏角、実成分が大きさになる。

log reiθ = log r + log eiθ

= log r + iθ

= log |z|+ i arg z

ただし、

arg z = θ

である。よって、8.9から極限値 g∞(θ)は虚成分のみだから次の偏角で与えられる。

g∞(θ) = Im
1

2

{
log(1 + eiθ)− log(1− eiθ)

}
= Im

{
1

2
log

1 + eiθ

1− eiθ

}
= arg

(
1

2
log

1 + eiθ

1− eiθ

)
これは実際に次の図のようにガウス平面をつくれば eiθ は単位円上の点だから (1 + eiθ)の偏角は図のように

eiθ の対蹠点から

(1, 0)へ向かうベクトルの偏角に等しい。従って図から

arg log(1 + eiθ) = α

arg log(1− eiθ) = β

図 8.3: 複素平面上で、1 + eiθ の偏角の作図

また、直径に対する円周角が π/2だから
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α− β = π
2 (0 < θ < π)

α− β = −π
2 (−π < θ < 0)

式 8.9から

g∞(θ) =

π
4 (0 < θ < π)

−π
4 (−π < θ < 0)

となるので式 8.7を再現している。ただし、θ = π, 0のところでは図の三角形そのものがつくれないことが

わかる。

この境界付近の不連続性（角部分と呼ぶことにする）を考えるために式 8.8を次のように書き換える。

f(x) =
1

2
+

2

π
g(x)

g(x) = lim
N→

gN (x) (8.10)

つまり、

gN (x) = sinx+
sin 3x

3
+

sin 5x

5
+ · · ·+ sin(2N − 1)x

2N − 1

とおく、この最大値を知るために微分すると

g′N (x) = cosx+ cos 3x+ · · ·+ cos(2N − 1)x

となる。複素数を用いて等比数列の和の公式から

g′N (x) = Re
[
eix + e3ix + · · ·+ e(2N−1)ix

]
= Re

[
eix
(
1 + e2ix + · · ·+ e2(N−1)ix

)]
= Re

[
eix

1− e2Nix

1− e2ix

]
= Re

[
eix(1− e2Nix)

(1− e2ix)

(
1− e−2ix

)
(1− e−2ix)

]

=
−2 sinx
(1− e2ix)

Im
(
1− e2Nix

)
(1− e−2ix)

=
−2 sinx
(1− e2ix)

sin 2Nx

(1− e−2ix)

よって g′N (x) = 0となるのは

x = nπ,
nπ

2N

である。そこで x = 0の両側の角部分の大きさを求めると

0 = sin 2Nx

において x = 0以外の最小の xは n = ±1の時で、

x = ± π

2N

この時の gN (x)の最大、最小を g±N として

g±N = ±

(
sin

π

2N
+

sin 3π
2N

3
+ · · ·+

sin (2N−1)π
2N

2N − 1

)

= ±π
2

1

N

(
sin π

2N
π
2N

+
sin 3π

2N
3π
2N

+ · · ·+
sin (2N−1)π

2N
(2N−1)π

2N

)
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と変形して、

∆ =
π

2N
, sh(y) =

sin y

y

とおくと

g±N = ±∆
N∑

k=1

sh ((2k − 1)∆) = ±1

2
2∆

N∑
k=1

sh ((2k − 1)∆)

よって式 8.10から次を定義する。

g±∞ ≡ lim
N→∞

g±N = ±1

2

∫ π

0

sin y

y
dy ≃ ±1

2
× 1.85

fmax =
1

2
+

2

π
g+∞ ≃ 1.09

fmin =
1

2
+

2

π
g−∞ ≃ −0.09

nを増やした時は下図のように角部分が直線的にのびる。この大きさは不連続の大きさで決まる。

図 8.4: gn =
∑nmax

n=1
sin((2n−1)x)

2n−1 のグラフ n = 200

そこで、角部分の大きさを β とおくと、一般に

g±∞ = ±1

2

{∫ ∞

0

sin y

y
dy −

∫ ∞

π

sin y

y
dy

}
= ±1

2

{
π

2
−
∫ ∞

π

sin y

y
dy

}
として、不連続点の飛びの大きさを dとして、

β ≡ d(fmax − 1) =
d

2
+
d

π

(
π

2
−
∫ ∞

π

sin y

y
dy

)
− d

= − d
π

∫ ∞

π

sin y

y
dy

となる。今の場合は

β = 0.09

である。

この境界付近の考察は観測の問題としても第 7部のスリット回折の時に考察をする。
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8.3 留数定理

　フーリエ級数に前節の留数の定理を使うと、無限和の計算が簡単にできる。

例えば、、次のように正負の領域にわけた奇数分数列を考える。

∑
m=0,1,2,···

(−1)m

2m+ 1
= 1− 1

3
+

1

5
− · · ·

∑
m=−1,−2,···

(−1)m

2m+ 1
= 1− 1

3
+

1

5
− · · ·

両者を加えて 2で割ると

1− 1

3
+

1

5
− · · · = 1

2

∑
m=0,±1,±2···

(−1)m

2m+ 1

となる。そこで zを複素数として、
1

eiπz + 1

を考えると。これは z = n(n = ±1,±3, · · · )のところで 1位の極があるからド・ロピタルの定理から 1階の
微分をとり、留数は

Res

[
1

eiπz + 1

]
= lim

z→n

z − n
eiπz + 1

= lim
z→n

d
dz (z − n)

d
dz (e

iπz + 1)
=

1

iπ

1

einπ
=

i

π
(8.11)

となる。この結果を利用する。さらに eiπm のmに 0, 1, 2 · · · を入れると、1,−1をくりかえし、eiπ
2 m に入

れると 1, i,−1,−iを繰り返す。
0を通らない閉曲線、周期関数である。
留数定理を使うと任意の関数は式 6.3から次のように展開できる。

f(z) =
Resm

(z − a)m
+

Resm−1

(z − a)m−1
+ · · ·+ Res2

(z − a)2
+
Res1
z − a

+ f̃(z)

ここで f̃(z)はm+ nが正で極をもたない。z = aで正則であれば

1

2πi

∫
C

f(z)dz = Res1

となり、Res1 の項だけが積分で残る。

よって z = aのみを内部に含む閉曲線を C として下図のように z = ±1,±3, · · · ,±2n− 1周りの反時計まわ

りの n個の閉曲線 Cn を考える。

図 8.5: 連続した極のまわりの積分回路

ある関数が次のような級数に展開できる複素関数を作成してみよう。

z = ±1,±3, · · · ,±2n− 1のみが拾えるように i/zに先の 1
eiπz+1 をかけ、符号変化を考え、e

iπ
2 z をかけて次

のようにおく。式 8.11から i/π が留数なので 2πiをかけて消せるようにさらに 2で割っておく。
また、実数軸の正の領域さけの和になるように全体を 2で割る。こうしておいてまず N を有限にして和を

つくり、
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最後に無限大にしていけばいい。

1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+ · · · =

1

2
lim

N→∞

N∑
n=−N

∫
Cn

1

2

i

z

ei
π
2 z

eiπz + 1
dz

=
1

2
lim

N→∞

N∑
n=−N

∫
Cn

1

2

i

z

ei
π
2 z

eiπz + 1
dz

次にこの積分を考える。そのために上図の小円を次の図のように経路をつなげて大きな半円 2つにわける
と原点以外の特異点を積分路の外に出す。原点は上半円 C+ に含ませる。

図 8.6: 上半円に原点を含ませる

したがって、周積分は上半円のみ値を持つ。しかし、小円の向きを反時計回りで維持させるためには上大円

の向きが時計回りであることに注意して∫
C+

1

4

i

z

ei
π
2 z

eiπz + 1
dz =

i

4

1

2
2πi[−ei·0] = π

4

となる。

9 フーリエ変換 [115]

9.1 粗視化の作業

複素数に拡張し、指数関数を用いて、フーリエ級数は一般に 2Lの周期条件がれば係数を cn として、

f(x) =
∑

n=0,±1,±2,···
cne

inπ
L x (9.1)

と表すことができた。この時の係数は

cn =
1

2L

∫ L

−L

dyf(y)e−inπ
L y (9.2)

と自身の関数の周期内の積分で表すことができる。従って周期を 2πとすると

f(x) =
∑

n=0,±1,±2,···

(
1

2π

∫ π

−π

dyf(y)e−iny

)
einx

=

∫ π

−π

dyf(y)

{
1

2π

∑
n=0,±1,±2,···

ein(x−y)

}

=

∫ π

−π

dyf(y)∆(x− y)
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となる。ただし、

∆(x− y) ≡ 1

2π

∑
n=0,±1,±2,···

ein(x−y)

である。これを粗視化区間として定義する。この区間を∆ij として関数を

fi =
∑
j

∆ijfj

とかけば、∆ij = δij のクロネッカーのデルタのようにふるまっていることがわかる。

さらにパラメーター x, yを行列要素のように考えれば

∆(x− y) = δ(x− y)

としてディラックのデルタ関数として扱うことができる。

つまり、次の図のように関数の区間をフラットな値でならしている。これが粗視化の作業に値する。

f(x) =

∫ π

−π

dyδ(x− y)f(y)

図 9.1: 区分球積の逆で、関数を粗視化区分にわける

これは f(y) = 1として、まず次の有限領域を考える。

1 =

∫ π

−π

dyδ(x− y)

これは次の図のように面積が 1となる図形があればその形は問わない。この図形を δR としてここでは矩形

を考える。

図 9.2: 文献 [115]より：面積 1の矩形領域
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しかし、ディラック δ関数との間に次の関係があるとする。

lim
R→∞

δR(x− y) = δ(x− y) (9.3)

そこで∆(x)が偶関数であることから、次の級数で表す。

∆(x) =
1

2π

∑
n=0,±1,±2,···

cosnx =
1

2π
+

1

π
(cosx+ cos 2x+ · · ·+ cosnx) (9.4)

図 9.3: ∆(x)のグラフ n = 20の場合

これにフーリエ級数展開を用いる。

an =
1

π

∫ +π

−π

∆R(x) cosnxdx =

 1
π

sin(n/2R)
n/2R (n ̸= 0)

1
π (n = 0)

となるので式 8.3から、偶関数であるから bn = 0として

∆R(x) =
a0
2

+

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) =
1

2π
+

1

π

∞∑
n=1

sin(n/2R)

n/2R
cosnx (9.5)

となる。式 9.4と異なって Rが変数として残るが

lim
R→∞

sin(n/2R)

n/2R
= 1

なので、R→∞とすれば式 9.3から

lim
R→∞

∆R(x) =
∑

n=0,±1,±2,···
δ(x− 2nπ) (9.6)

となる。これは下図のように周期 2πをもつデルタ関数になる。
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図 9.4: ∆R(x) =
1
2π + 1

π

∑nmax
n=1

sin( n
2R )

n/2R Cos[nx]のグラフ n = 20, R = 10の場合

これは無限大まで足し合わせると次のような矩形型の連続周期関数になる。

図 9.5: 文献 [115]より：矩形領域の周期関数

9.2 有限フーリエ変換

第 7部でスリット解析として詳しく考察するが、式 9.2は物理的に見ると反射平面波との合成による定常波
の振幅を得ることとになり、観測の効果を考えることに等しくなる。

この意味でもフーリエ変換は物理の本質と深くかかわる内容が豊富にある。

ここで、式 9.1と 9.2を用いて、
∆ω ≡ π

L
, ωn = n∆ω (9.7)

とする。注意すべきは

π = L∆ω (9.8)

であり、∆ωを回転とみると、回転を並進に変換させている。

フーリエ変換で、何を共通に相互変換させているかは重要だが、

この πという長さが重要な意味を持つ。L→∞の極限では

lim
∆ω→0

∑
n=0,±1,±2,···

∆ωeiωn(x−y) =

∫ +∞

−∞
dωf(y)eiω(x−y)

のように積分に変えることができるので

f(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dy

∫ +∞

−∞
dωf(y)eiω(x−y) (9.9)
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となる。そこで

F (ω) ≡
∫ +∞

−∞
f(y)e−iωydy

を定義して、この F (ω)を f(y) のフーリエ変換 (Fourier transformation)と呼ぶ。
また、F (ω)は物理ではスペクトル関数と呼ぶこともある。

また、フーリエ逆変換 (Fourier inverse_transformation)を次で定義する。

f(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
F (ω)e+iωxdω

式 9.9は積分値から元の関数を得る δ関数の定義

f(x) =

∫ ∞

−∞
δ(x− y)f(y)dy

になっているので

δ(x− y) = 1

2π

∫ +∞

−∞
eiω(x−y)dω

と逆に δ関数が定義できる。

1周期を −L ∼ Lに変換することも見ておこう。式 9.6を次のように変形し

∆(x− y) =
∑

n=0,±2,±4,···
δ(x− y − nx) = 1

2π

∑
n=0,±2,±4,···

ein(x−y)

さらに変数変換を

x =
π

L
x′, y =

π

L
y′

とすると、前節から周期性をもったフーリエ級数でおけて、∑
n=0,±2,±4,···

δ
(π
L
(x′ − y′)− nπ

)
=

1

2π

∑
n=0,±2,±4,···

ei
nπ
L (x′−y′)

=
L

2π2

π

L

∑
n=0,±2,±4,···

ei
nπ
L (x′−y′)

これで 1周期は −L < x′ < Lととれた、ここで L/πで割り、その後で L→∞とすると
式 9.7が使える形式にできて、

lim
L→∞

π

L

∑
n=0,±2,±4,···

δ
(π
L
(x′ − y′)− nπ

)
=

1

2π

∫ ∞

−∞
eiω(x′−y′)dω

= D (x′ − y′)

である。左辺の L→∞は n ̸= 0の時では値をもたない。n = 0の時に有効になる。

これはデイラックのデルタ関数の持つ性質で、n = 0以外では何をかけても 0である。
さらに n = 0の場合は π/L = aとすれば

aδ(ax) = δ(x)

が成り立つ。これは例えば次のように g(x)掛けて積分すると ax = yで変数変換し、左辺から∫ ∞

−∞
aδ(ax)g(x)dx =

∫ ∞

−∞
δ(y)g

(y
a

)
dy = g(0)

右辺は ∫ ∞

−∞
δ(x)g(x)dx = g(0)
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になる。

よって、左辺は

lim
L→∞

π

L

∑
n=0,±2,±4,···

δ
(π
L
(x′ − y′)− nπ

)∣∣∣∣∣
n=0

= δ(x′ − y′) (9.10)

である。結局

δ(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
eiωxdω (9.11)

となる。つまり、フーリエ変換はフーリエ級数の 1周期を無限化する。−L < x′ < Lを

L→∞

に拡大し、1周期以外の部分は潰れてしまってみえない。

第 7部で有限フーリエ変換を考えるがここで 9.11を dまででカットオフした次を定義する。

Dd(x) ≡
1

2π

∫ d

−d

eiωxdω =
1

π

∫ d

0

cosωxdω =
1

π

sin dx

x
(9.12)

積分変数が変換され残っている。これは関数 1を有限区間でフーリエ変換したことに等しい。

これを有限フーリエ変換と呼ぶことにする。

後の第 7部で重要な役割をする。第 7部でのスリット回折で見るように有限スリットでの強度分布に対応し
ている。

図 9.6: 2 sin x
x のグラフ

有限のフーリエ変換はこの結果のように x = 0に波源を持つ球面波とみることができる。

これに適当な関数を掛けてを x = 0を迂回して次のように d→∞で積分する。

1

π

∫ ∞

−∞

sin dx

x
g(x)dx =

∫ −δ

−∞
sin dx

g(x)

πx
dx+

∫ δ

−δ

sin dx
g(x)

πx
dx+

∫ ∞

δ

sin dx
g(x)

πx
dx

この収束性を調べるためにM を十分大きな正の数とする。∣∣∣∣∫ ∞

M

sin dx
g(x)

πx
dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ ∞

M

|g(x)|
πx

dx < ϵ

∣∣∣∣∣
∫ −M

−∞
sin dx

g(x)

πx
dx

∣∣∣∣∣ ≤
∫ −M

−∞

|g(x)|
π|x|

dx < ϵ
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とできるので左辺第 1項、第 3項の大きさの和は∣∣∣∣∣
∫ −δ

−∞
+

∫ ∞

δ

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣
∫ M

δ

sin dx
g(x)

πx

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
∫ −δ

−M

sin dx
g(x)

πx

∣∣∣∣∣+ 2ϵ

で抑えられる。ここでと有限区間のリーマンの補助定理

は閉区間 [a, b]で区分的に連続な関数 f(x)であれば

lim
N→∞

∫ b

a

f(x) sinNxdx = 0

となる。これを利用し、右辺の 2項の和は d → ∞とすると 0とすることができる。また、ϵは任意に選べ

るので

結局 0にできる。従って

lim
d→∞

sin dx

πx
= 0

と結論できる。一方で dを固定して、
sin dx

πx

∣∣∣∣
x=0

=
d

π

だから、ここで d→∞とすればこの値は収束せず、∞に発散する。
しかし、これを無限遠を許して積分すると∫ ∞

−∞

sin dx

πx
dx =

∫ ∞

−∞

sin y

πy
dy = 1

のように収束する。無限大を足し合わせたら有限になったように見える。しかし、そうではない。

この関数が積分に効くのが原点付近に集中し、その周辺は無限に足し合わせても効かないのである。

そして、重要なのは面積値が 1になるように関数値が決まることである。xの原点により迫っていくほど f(x)

は大きくなる。

これは原点に近づく一方で、ある領域を記憶しておかないといけない。詳しくは第 7部で考察しょう。
式 9.12から

lim
d→∞

DN (x) = lim
d→∞

sin dx

πx
= δ(x)

とできるので式 9.12を

δ(x) ≡ lim
d→∞

DN (x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
eiωxdω =

1

π

∫ ∞

−∞
cosωxdω

とすることができる。留意すべきはこの極限の性質について、都合良く受け取らないことである。

デイラックのデルタ関数は超関数と呼ばれ、極限の散り方に手続きが必要になる。

第 7部で扱うが、このあいまいな面は逆に物理にとって解釈をつけやすい場面が多々出てくる。

9.3 特徴と課題

9.3.1 線形性

フーリエ変換F とその逆関数をF−1として次のように定義する。a, bは定数、f, gは xの関数であるとする。

また、普通は F (k)を f(x)をフーリエ変換したもものとする。

F [f ] ≡
∫ ∞

−∞
f(x)e−ikxdx

F−1[F ] ≡
∫ ∞

−∞
F (x)eikxdx
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このとき、次のような性質がある。

F [af + bg] = aF [f ] + bF [g]

k空間でのスケールは逆数になる。

F [f(ax)](k) = 1

a
F [f(x)]

(
k

a

)
k空間では変位は位相変化になる。

F [f(x− a)](k) = e−ikaF [f(x)] (k)

微分のフーリエ変換は k空間で ik倍することと等しい

F [f
′
(x)](k) = ikF [f(x)] (k)

F [f
′(n)(x)](k) = (ik)

n F [f(x)] (k)

フーリエ変換の微分は関数を −ix倍することと等しい

(F [f(x)])
′
(k) = F [−ixf(x)](k)

2回フーリエ変換すると反転し、2π 倍される。

F [F [f(x)]] = 2πf(−x)

これは変数の反転 t→ −tのようなことをすると

f(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
F (k)eikxdk

だから x→ −xで

f(−x) = 1

2π

∫ ∞

−∞
F (k)e−ikxdk

となる。これは見方によっては逆変換で

2πf(−x) =
∫ ∞

−∞
F (k)e−ikxdk = F [F [f(x)]]

である。

9.3.2 逆変換存在条件

例えばデイラックデルタ関数のような超関数が積分可能性や、逆変換を持つかどうかは未だ課題となること

が多い。

フーリエ変換にはどちらも必要な要素なのでここでみておく。

不連続点を含むフーリエ変換を考えるために次のように原点を除いて定義できるようにする。

1

2
{f(x+ 0) + f(x− 0)} = 1

2π

∫ ∞

−∞
F (ω)eiωxdω (9.13)

フーリエ変換は複素数を用いて、複素共役をとると

F (ω)∗ =

∫ ∞

−∞
f(y)eiωydy = F (−ω)
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となる。複素共役は ωを反転することに等しい。波の考え方では反対向きの進行波をとることになる。

これも詳しくは第 7部で触れるが、2つの波から作られる合成波は面白い性質をもつ。
ここで、次のように虚部、実部を考えると

Re[F (−ω)] = Re[F (ω)]

Im[F (−ω)] = −Im[F (ω)]

であることがわかる。これからも Re[F (ω)]は偶関数で、Im[F (ω)]はは奇関数だとわかる。

奇関数の場合は次のようにフーリエサイン変換をしたほうが便利な場合がある。

F (ω) =

∫ +∞

−∞
f(x) sinωxdx

f(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
F (ω) sinωxdω

同様に偶関数の場合は次のようにフーリエコサイン変換をすることもある。

F (ω) =

∫ +∞

−∞
f(x) cosωxdx

f(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
F (ω) cosωxdω

また、収束性について次の関係がある。∣∣∣∣∫ ∞

−∞
f(x)e−iωxdx

∣∣∣∣ < ∫ ∞

−∞
|f(x)|dx (9.14)

よって、F (ω)の存在は上式の右辺が収束しないといけない。しかし、δ(x)関数を f(x)に選ぶと δ(ω)がと

れない。

例えば f(x) = 1の時は

F (ω) = 2πδ(ω)

となるが、式 9.14の右辺は存在しない。つまり、条件式 9.14は厳しすぎる。
超関数まで含んだ条件を考える必要があるが、文献 [115]には触れられていない。

9.3.3 周期関数のフーリエ変換

フーリエ変換は周期関数の周期 Lを

L→∞

として定義した。よって、周期関数ではない関数になる。

しかし、周期性にはあいまいなところがあるので周期関数のフーリエ変換を考えてみよう。

ここに超関数の意味も少し、明らかにできる。

f(y)の周期を 2Lとすると e−iωy の yについての周期性は 2π/ωだから、nを整数として、

2L = n
2π

ω

つまり、

ω = n
π

L
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であれば

f(y)e−iωy

は yの周期 2Lの周期関数である。この時、次の積分をすると∫ ∞

−∞
f(y)e−iωydy

有限な値を周期的に無限に加えるので結果、無限大になる。

しかし、この無限大が超関数で表すことのできる無限大であることがわかる。

つまり、以下で示すようにスペクトル関数 F (ω)は ωが各 π/Lの整数倍のところで δ関数のようにふるまい、

δ(ω − nπ
L
)

になることが予想される。そこで f(y)は周期 2Lの関数だからフーリエ級数の式から

F (ω) =

∫ +∞

−∞
f(y)e−iωydy =

∫ +∞

−∞

( ∑
n=0,±1,±2,···

cne
inπ

L y

)
dy

とできたから和記号の中に積分記号を入れれば δ関数の定義から

F (ω) =
∑

n=0,±1,±2,···
2πcnδ

(
ω − nπ

L

)
(9.15)

となる。つまり F (ω)は重みをつけた δ関数の和である。これは離散的な値でのみゼロ以外の値を持つ。

ピーク値は

ω =
nπ

L

の所に周期的に現れる。そこで L→∞の極限を考える。普通これは 0になりそうであるが整数 nも無限に

大きくとれるので

ある値を持つと仮定し、

ω0
n =

nπ

L

とする。この時、9.15を次のように変形し、

F (ω) =
π

L

∑
n=0,±1,±2,···

2Lcnδ
(
ω − ω0

n

)
L→∞としたときに係数も変化して

2Lcn → c(ω0)

になったとすると L→∞の時に、デルタ関数の性質から

F (ω) =

∫ +∞

−∞
dω0c(ω0)δ

(
ω − ω0

)
= c(ω)

となる。これは有限の場合の式 8.6から

2Lcn =

∫ L

−L

f(x)e−
nπ
L xdx (9.16)

において L→∞の時に次のように連続関数に移項する。

F (ω) =

∫ ∞

−∞
f(x)e−iωxdx
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つまり、スペクトル関数の間にはスリット干渉の条件のように

ω =
nπ

L
(9.17)

があり、Lが小さいと ωはどんどん大きくなる。

これを抑えるためには nを小さくすればよいのだが、これは離散値で限界がある。

逆に、Lが大きいと ωはどんどん小さくなる。

これは nを大きくしていけば抑えることができる。この式は

n =
ωL

π

と表すこともできる。前節式 9.8でフーリエ変換の πの役割を考えた。

この式の ω が回転、Lが並進として、Lω が基本的な位相空間の体積を表すとすると π はその基本単位と

なる。

第 7部で詳しく考察をしたいがボーアの古典的な量子条件が

2L = nλ

であったが、今は波長を周期としてみているので ω = 2π/λから、式 9.17は量子条件そのもである。
式 9.16の ωを固定してLを広げていくと次のように F (ω)が包絡線関数として連続関数にできあがっていく。

図 9.7: [115]より：a, b, cと Lを広げていく

離散化していたものが上図の (b)のように密集してくると F (ω)が連続値となるわけだが、上図 (a)の棒グラ

フはそれぞれの区間での δ関数に対応していて、それぞれの周期区間を持つことに留意する必要がある。

これは今後多次元化して考察する必要がある。

詳しくは第 7部で考察をしたいが、粗視化の原理と関わりが深い。

図 9.8: 広がりのあった周期∆ωを圧縮する

つまり、連続関数 F (ω)を得るためには上図のように周期区間を圧縮してして、同一位相のところを結べる

ようにしている。これはまさにホイヘンスの原理で、素元波から波面をつくることを表している。

粗視化では観測の視点の変化があり、離散化が密になることで、振幅強度を連続した関数としてみることを

している。

133



9.3.4 有用例

ここで重要な示唆に富むいくつかの例をみておく。これは単なる例題ではない。今後の物理を考える上で非

常に重要な基本原理の要因を含んでいる。

例 6. f(x) = 1

単位元のフーリエ変換で当然次のように δ関数の定義にもなる。

F (ω) =

∫ ∞

−∞
1 · e−iωxdx =

∫ ∞

−∞
e+iωxdx = 2πδ(ω) (9.18)

これから逆関数を無限区間で積分しても同じデルタ関数になることがわかる。

これは位相を πずらしてみても、端点が無限大であれば積分に影響しないことを表す。しかし、有限領域では

Fd(ω) =

∫ d

−d

e+iωxdx =

∫ d

−d

e−iωxdx

=
2 sin dω

ω

となり、これは有限フーリエ変換であった。

このあとで ω →∞とすれば Fd(ω)→ 0である。一方で ω → 0で 2dになるから従って定数関数のスペクト

ルは

ω = 0

に集中していることになる。

Fd(ω)は ωの符号に関係ない結果になったが、次のように積分区間を正負に分けたものをみると

F+
d+(ω) =

∫ d

0

e+iωxdx =
i
(
1− eidk

)
k

F+
d−(ω) =

∫ 0

−d

e+iωxdx =
i
(
−1 + e−idk

)
k

F−
d+(ω) =

∫ d

0

e−iωxdx =
i
(
−1 + e−idk

)
k

F−
d−(ω) =

∫ 0

−d

e−iωxdx =
i
(
1− eidk

)
k

これらの値は全てことなる。

F+
d+(ω) + F+

d−(ω) = F−
d+(ω) + F−

d−(ω) =
2 sin dω

ω

F+
d−(ω) + F−

d−(ω) = F+
d+(ω) + F−

d+(ω) =
2 sin dω

ω

である。積分区間と指数符号とが入れ替わる。次章で触れるが、これらは内向き、外向きの球面波に関係し

ている。

つまり、内向きの波を外方向と内方向で加えたものは外向きの波を外方向と内方向で加えたものに等しく、

さらに

外方向に内向きと外向きを加えたものは、内方向に外向きと内向きを加えたものに等しい。

このように有限フーリエ変換が外と内という領域をつくることをしている。

同時干渉性を伴うので、これは量子論の原理に非常に重要である。第 7部で考察していく。

例 7. デルタ関数
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次に f(x) = δ(x)とすると

F (ω) =

∫ +∞

−∞
δ(x)e−iωxdx = 1

であるので逆変換は
1

2π

∫ +∞

−∞
eiωxdω = δ(x)

であり、デルタ関数の定義そのものである。従って、スペクトルは ωの関数として定数で、定関数の場合と

対照的で

全てのスペクトルが一様に分布している。これは全ての角振動数を持つことになるでの白色スペクトルとい

う。これは回折解析と同様に狭いレンジでの変換先は広がりが大きくなり、δ関数のように絞る場合は ω空間

では一様分布になる。

例 8. 矩形関数

例えば次のようにある領域のみ値を持ち、面積が一定になる。関数を考える。

f(x) =

R
(
− 1

2R ≤ x ≤
1
2R

)
0 other

(9.19)

明らかに面積は 1なので R→∞とすれば、これは δ(x)関数である。前節でも登場したが

F (ω) = R

∫ 1/2R

−1/2R

e−iωxdx

= R
e−iω/2R − e+iω/2R

−iω
= 2

R

ω
sin
( ω

2R

)
=

sin(ω/2R)

ω/2R

となる。これは有限フーリエ変換である。逆変換は

1

2π

∫ +∞

−∞

sin(ω/2R)

ω/2R
eiωxdω

になるはずである。この再現性をみるために、F (ω)が偶関数であったから和積公式から

1

2π

∫ +∞

−∞

sin(ω/2R)

ω/2R
eiωxdω =

R

π

∫ ∞

−∞

dω

ω
sin

ω

2R
cosωx

=
R

2π

∫ ∞

−∞

dω

ω

{
sin

(
1

2R
+ x

)
ω + sin

(
1

2R
− x
)
ω

}
=
R

2

{
ϵ

(
1

2R
+ x

)
+ ϵ

(
1

2R
+ x

)}
となり、式 9.19を再現している。ただし、符号関す ϵ(a)を用いて積分公式∫ +∞

−∞

dω

ω
sin aω = ϵ(a)

∫ +∞

−∞

dω

ω
sinω = ϵ(a)π

ϵ(a) =

+1 (a > 0)

−1 (a < 0)

符号関数についてはステップ関数 θを用いて

ϵ(a) = θ(a)− θ(−a)
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である。従って x = 0の時
R

π

∫ ∞

−∞

dω

ω
sin

ω

2R
=
R

2

この結果は不連続点があるときの式 9.13に一致していて x = 0として

1

2
{f(0 + 0) + f(0− 0)} = R

2

である。従って矩形に対しては式 9.12のグラフのように広がりを持ち、
第 7部のスリット回折と同じように球面波が生じている。
ここで用いた次の関数はステップ関数のように不連続関数を表す 1つとしてディリクレ (Dirichlet)不連続
因子と呼ばれる。 ∫ ∞

−∞

sinω cosωx

ω
dω =


π (|x| < 1)

π/2 (|x| = 1)

0 (|x| > 1)

図 9.9:
∫∞
−∞

sinω cosωx
ω dωのグラフ

例 9. ガウス型

次に物理では非常に多く登場するガウス型関数

f(x) = e−ax2

(a > 0)

を考える。正規分布がこれに従う。
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図 9.10: f(x) = e−x2

のグラフ

フーリエ変換は次のように変形できる。y = x+ iθ, θ = ω/2aとして積分経路をずらせば

dy = dx

だから、ガウス積分になり、 ∫ +∞

−∞
e−ax2

dx =

√
π

a

を利用し、

F (ω) =

∫ +∞

−∞
e−ax2

e−iωxdx =

∫ +∞

−∞
e−a(x+iω/2a)2e−ω2/4adx

= e−ω2/4a

∫ +∞+iθ

−∞+iθ

e−ay2

dy

=

√
π

a
e−ω2/4a

となる。従って、変換後も同じガウス型になることがわかる。相関に関して最小になり、これが統計的な関

数に多くなる理由でもある。

よって、逆変換は

1

2π

√
π

a

∫ ∞

−∞
e−ω2/4aeiωxdω =

1

2π

√
π

a
· e−ax2

∫ ∞−i2ax

−∞−i2ax

e−
1
4a (ω−i2ax)2dω

=
√
4πa · 1

2π

√
π

a
· e−ax2

= e−ax2

となり、再現される。このようにフーリエ変換は元の関数を再現する有効な道具である。

多様な物理情報の保存と関係することが示唆されるだろう。

この関数は導関数も滑らかなので先の矩形関数と対照的に F (ω)も激しく振動させることはない。

f(x)の不連続の強さと、F (ω)の振動の強さが関係していることは重要になる。

さらに、この結果を得るために元の関数が実数型であるにも関わらず、複素空間に広げて積分していること

に留意する。
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つまり、完全に実軸上で積分をするのではなく

−∞− i2ax

+∞− i2ax

にずらして積分している。明らかに原点をふくむところでは無限大の発散が出てしまうのでそれを避けるた

めである。

これは空間の外、つまり、立体的な経路を考え、時空間の位相を考える必要がある。これについても第 7部
で考察したい。

例 10. 指数型

次に速さが位置に比例するような場合によく登場する

f(x) = e−a|x|, (a > 0)

を考える。次のように原点に鋭いピークを持つ。原点から遠いところでは先の関数と同じように滑らかに減

少する。

図 9.11: f(x) = e−|x| のグラフ

このフーリエ変換は次のように原点を除いて次のように考える。

F (ω) =

∫ ∞

0

e−axe−iωxdx+

∫ 0

−∞
eaxe−iωxdx

=

∫ ∞

0

e−(iω+a)xdx+

∫ 0

−∞
e−(iω−ax)dx

=

[
−1

iω + a
e−(iω+a)x

]∞
0

+

[
−1

iω − a
e−(iω+a)x

]0
−∞

=
1

iω + a
− 1

iω − a

=
2a

a2 + ω2

となる。面白いことに結果には虚数は出てこない。

従って逆変換の場合は前節の留数定理が利用できる。下図のように上半球の積分経路を考えて

実軸上で十分 −∞→ +∞を考えると部分分数分解で虚数を出させて、
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1

2π

∫ +∞

−∞
F (ω)eiωxdω =

1

2πi

∫ ∞

−∞

(
1

ω − ia
− 1

ω + ia

)
eiωxdω (9.20)

を考えればよい。

図 9.12: 複素平面に拡大して積分する。

この積分は前章でも見たように実軸上部の部分の積分は Im[ω]が十分遠方で大きくなるので 0と見なせた。
よって式 9.20は次のようになる。

1

2πi

∫ ∞

−∞

(
1

ω − ia
− 1

ω + ia

)
eiωxdω =

1

2πi
2πiRes[+ia] (9.21)

= e−ax (x > 0)

となる。逆に下半球の経路を考えた時も同様にして

eax (x < 0)

を得る。この積分がローレンツ型と呼ばれている。

過程からわかるようにこの結果は Im[ω]が重要な役割を演じている。

式 9.20は ω = ±iaに波源のある波の合成と見なすことがもできる。
これは虚軸上あるのでこれを時間軸に対応させると粒子の生成と消滅を表すことになる。詳しくは第 7部で
考察する。

例 11. べき乗型

次に一般的な

f(x) = xn, (n ≥ 1)

を考える。既に n = 1の場合ははじめに見ている。この場合のフーリエ変換は高校で見た積分公式になる。

つまり、

はじめに n = 1の時、は f(x) = 1の場合の結果を利用して、式 9.18から

F (ω) =

∫ +∞

−∞
xe−iωxdx = i

d

dω

∫ +∞

−∞
e−iωxdx = 2πi

dδ(ω)

dω

デルタ関数の性質から、一般に

xδ(x) = 0

だから両辺を微分すると次の公式が得られる。

δ(x) = −xdδ(x)
dx

(9.22)

139



さらに ∫
dδ(x− y)

dx
f(y)dy = −f ′(x) (9.23)

が成り立つ。dδ(ω)/dω =δ′(ω)として

ωδ′(ω) = −δ(ω)

だから微分をそのまま使って式 9.23からは

1

2π

∫ +∞

−∞
2πi

dδ(ω)

dω
eiωxdω = −i de

iωx

dω

∣∣∣∣
ω=0

= x

である。

式 9.23から次の有用な公式が導ける∫
δ(n)(x− y)f(y)dy = (−1)nf (n)(x) (9.24)

δ(n)(x− y) ≡ dnδ(x− y)
dxn

この公式を使うとすぐに n乗に拡張できる。

f(x) = xn の場合は

F (ω) =

∫ +∞

−∞
xne−iωxdx = 2π

(
i
d

dω

)n

δ(ω)

とかけるから、逆変換は部分積分を繰り返せば式 9.24より、

1

2π

∫ +∞

−∞
2π

(
i
d

dω

)n

δ(ω)eiωxdω = (−i)n dneiωx

dωn

∣∣∣∣
ω=0

= (−i)n (ix)n

= xn

となり、再現される。

例 12. 周期関数

次に式 9.5で見たような連続矩形の周期関数を考える。。

∆R(x) =
a0
2

+

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) =
1

2π
+

1

π

∞∑
n=1

sin(n/2R)

n/2R
cosnx

図 9.13: 文献 [115]より：矩形領域の周期関数
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はじめに有限周期関数としてフーリエ級数を求めよう。

ここで周期を 2Lにするために次のように置き換える。

x→ π

L
x

これにより位相部分が

nx→ 2nπ

2L
x

となるので波長が

λ = 2L

となる。偶関数であるから bn = 0である。よってフーリエ係数が

an =
1

L

∫ L

−L

∆R(x) cos
nπ

L
xdx =

 2R
nπ sin nπ

2RL (n ̸= 0)

1
L (n = 0)

よってフーリエ級数は

∆R(x) =
1

2L
+

1

2

∞∑
n=±1,±2,···

sin(nπ/2RL)

nπ/2RL
cos

nπ

L
x

となる。ここでデルタ関数の定義から∫ +∞

−∞
cos

nπ

L
x · e−iωxdx =

∫ +∞

−∞
ei

nπ
L xe−iωxdx = 2πδ

(
ω − nπ

L

)
を用いて∆R(x)の場合のフーリエ変換は、スペクトル関数といったから

F (ω) =

∫ +∞

−∞
∆R(x) · e−iωxdx

=
π

L
δ(ω) + π

∞∑
n=1···

sin(nπ/2RL)

nπ/2RL
δ
(
ω − nπ

L

)
となる。次に L→∞とすれば式 9.17から

nπ

L
→ ω0

だったから

F (ω) =

∫ +∞

−∞
dω0

sin(ω0/2R)

ω0/2R
δ (ω − ω0)

=
sin(ω/2R)

ω2R

を得る。従って、式 8.5からフーリエ係数が

cn =
1

2L

∫ L

−L

f(x)e−inπx/Ldx

とおけたので

2Lcn =


sin(nπ/2RL)

nπ/2RL (n ̸= 0)

1 (n = 0)

が得られる。これは前節に既にみいた次の関数である。
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図 9.14: 2 sin x
x のグラフ

例 13. ステップ関数

次にデルタ関数を積分した、ステップ関数を周期的にもつ関数を考えよう。

f(x) =

1 (0 < x < π)

0 (−π < x < 0)

L→∞ではステップ関数になる。この時もまず、有限を考え、フーリエ展開の係数は

a0 =
1

L

∫ L

0

dx = 1, an =
1

L

∫ L

0

cos
nπx

L
dx = 0

bn =
1

L

∫ L

0

sin
nπx

L
dx =

−1
nπ
{(−1)n − 1}

従って、フーリエ展開が式 8.3から

f(x) =
1

2
+

2

π

∑
n=1,3,···

sin (nπ/L · x)
n

次に和積公式からデルタ関数の定義を用いて∫ +∞

−∞
sin

nπ

L
x · e−iωxdx = −i

∫ +∞

−∞
sin

nπ

L
x sinωxdx

= −−i
2

∫ +∞

−∞

{
cos
(
ω − nπ

L

)
− cos

(
ω +

nπ

L

)}
dx

= −−i
2
2π
{
δ
(
ω − nπ

L

)
− δ

(
ω +

nπ

L

)}
となるのでフーリエ級数は

F (ω) =

∫
f(x)e−iωxdx

= πδ(ω)− i
∑

n=±1,±3,···

1

n

{
δ
(
ω − nπ

L

)
− δ

(
ω +

nπ

L

)}
= πδ(ω)− i1

2

2π

L

∑
n=±1,±3,···

1

nπ/L

{
δ
(
ω − nπ

L

)
− δ

(
ω +

nπ

L

)}

142



として、無限化をすると L→∞から、
nπ

L
→ ω0

に注意して

F (ω) = πδ(ω)− i1
2

∫
dω0

1

ω0
{δ (ω − ω0)− δ (ω + ω0)}

= πδ(ω)− i 1
ω

となる。しかし、デルタ関数の場合と同様に ω = 0の場合には留意がいる。この時のスペクトルは

−∞ < ω <∞

まで、スペクトルは並んでいるが無限大を抑えていた nの重みは ω = 0の場合には消えて、無限大に飛ぶ。

従って、ω = 0の場合を除く手立てが必要になる。

この方法は既に複素化した、対数関数を考える時に登場していて、コーシーの主値 (principal value)という。
これがデルタ関数とセットで超関数として定義しておく必要がある。これを

P
1

ω

と書き、微分可能な関数 g(x)を用意して次でコーシーの主値積分を定義する。∫ +∞

−∞

(
P
1

ω

)
g(ω)dω = lim

δ→0

{∫ −δ

−∞

1

ω
g(ω)dω +

∫ ∞

δ

1

ω
g(ω)dω

}
(9.25)

従って、一般にステップ関数 θ(x)のフーリエ変換が次のように表される。

F (ω) =

∫ +∞

−∞
θ(x)e−iωxdx = πδ(ω)− iP 1

ω
(9.26)

これは式 9.20の時のように複素平面に拡大し、指数関数の時のように虚軸移動をして次のように計算する。
まず、

F (ω) =

∫ ∞

−∞
e−iωxdx

を実行するために +∞側で確実に収束するためには e−ϵx 因子を挿入する。ϵ > 0の微小量とする。

すると式 9.21と同様にして

F (ω)+ =

∫ ∞

0

e−iωx−ϵxdx =
1

iω + ϵ
=

1

i(ω − iϵ)
(9.27)

従って、ω = iϵで 1位の極を持つ。よってこの時も微分可能な g(x)を用いて、次の図のように積分を 3つ
に分ける。 ∫ +∞

−∞
F (ω)g(ω)dω =

1

i

∫ +∞

−∞

g(ω)

ω − iϵ
dω

=
1

i

∫ +∞

−∞

g(ω)

ω − iϵ
dω

=
1

i

∫ −δ

−∞

g(ω)

ω − iϵ
dω +

1

i

∫ +δ

−δ

g(ω)

ω − iϵ
dω +

1

i

∫ +∞

+δ

g(ω)

ω − iϵ
dω (9.28)
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図 9.15: 文献 [115]より：原点を迂回させた経路

式 9.28の第 1，3項は原点を含まないので ϵ→ 0とすることができ、

さらに δ → 0とすると、これはまさに式 9.28のコーシーの主値で∫ −δ

−∞

g(ω)

ω − iϵ
dω +

∫ +∞

+δ

g(ω)

ω − iϵ
dω =

∫ +∞

−∞

(
P
1

ω

)
g(ω)dω

になる。従って第 2項を考えればよい。
図の半径 δの半円が下側にある。

x = δeiθ, (0 ≤ θ ≤ 2π)

とすると

dx = iδeiθdθ

となるので δ → 0とすると下半円の回転を π → 2πとして∫ 2π

π

g(δeiθ)

δeiθ
iδeiθdθ → iπf(0)

となる。これらから ∫ +∞

−∞

g(ω)

ω − iϵ
dω =

∫ +∞

−∞

{
P
1

ω
+ iπδ(ω)

}
g(ω)dω

となる。よって

lim
ϵ→0

1

ω − iϵ
= P

1

ω
+ iπδ(ω)

これは式 9.26を表している。次に逆変換を考えよう。
次に逆変換を考えよう。式 9.20から式 9.27の方を用いて、

1

2π

∫ +∞

−∞
F (ω)eiωxdω =

1

2πi

∫ +∞

−∞

eiωx

ω − iϵ
dω

を求めればよい。この積分もまず、有限領域 −R → Rを考え、次の図のように上半球で反時計回りの積分

をおこなう。

被積分関数を

H(ω) =
eiωx

ω − iϵ
として、まず有限区間 ∫ R

−R

H(ω)dω

この時図のように x > 0では上半球面での積分では半径を大きくすると Im[ω]が大きくなるのでR→∞で
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eiωx → 0

とできる。

図 9.16: 文献 [115]より：極を 1つ含む積分領域 x > 0の場合

したがって、

1

2πi

∫ +∞

−∞
H(ω)dω = Res[

eiωx

ω − iϵ
]

= eiωiϵ = e−ωϵ

さらにこれまでの手続きに従い、ここで ϵ→ 0とすれば結局 x > 0の場合に

1

2π

∫ +∞

−∞
F (ω)eiωxdω = 1

を得る。x < 0の場合は領域内に極がないので

1

2π

∫ +∞

−∞
F (ω)eiωxdω = 0

となる。従って両方をまとめれば、ステップ関数になる。

1

2π

∫ +∞

−∞
F (ω)eiωxdω = θ(x)

ステップ関数は次のようにデルタ関数の積分である。つまり、

θ(x) =

∫ x

−∞
δ(y)dy

であるが、もう一度積分することで

∫ x

−∞
θ(x′)dx′ =

x (x > 0)

0 (x < 0)

となる。

フーリエ変換がデルタ関数に対し F (ω) = 1、ステップ関数に対しては式から

F (ω)+ =

∫ ∞

0

e−iωx−ϵxdx =
1

iω + ϵ
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、1/(iω + ϵ)の因子がかかったので ∫ x

−∞
dx→ 1

iω + ϵ

という対応があることがわかる。これから

∫ x

−∞
θ(x′)dx′ =

∫ x

−∞

∫ x′

−∞
δ(x)dxdx′ → F (ω) =

∫ x

−∞

∫ x′

−∞
dxdx′

これから

F (ω) =
1

(iω + ϵ)2

さらにこれらは一般化できて  1
n!x

n (x > 0)

0 (x < 0)
→ F (ω) =

1

(iω + ϵ)n+1

となる。

このように単純な関数のフーリエ変換には面白い関係が見られる。ステップ関数は後に時間の不可逆性に用

いるが、そのフーリエ変換は多重極になる。粒子の生成や時空間との関係で多くの示唆を含んでいるだろう。

これについては第 7部でさらに考察を深めたい。

9.3.5 有用公式

この節の最後にフーリエ変換の有用公式をまとめておく。文献 [115]の表をはじめに引用する。
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図 9.17: フーリエ変換公式文献 [115]より

9.4 高速フーリエ変換

　第 10部で量子コンピューターを扱うが、その時に有用なのはフーリエ変換をコンピューターで使う時の
アルゴリズムの効率化である。これは離散フーリエ変換を高速に行うことを考慮したもので、その技術的な側

面だけでなく、理論的にも今後応用していくことが多いので、ここで取り上げる。

この高速フーリエ変換を今後 FFT(Fast Fourier Transform)と呼ぶ。
さらに以下で扱う離散化されたものはDFT(Discrete Fourier Transform)と呼ぶ。
はじめに次のような 2つの多項式を用意します。最高次N は共通している。

f(x) =

N∑
i=0

Aix
i

g(x) =

N∑
i=0

Bix
i

これは関数なので積をとると

f(x)g(x) =

N∑
i=0

N∑
j=0

AiBjx
i+j

となり、情報量は面積的に広がる。

ここで 2項係数から次のように係数を 1つにすると便利である。
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Ck =

k∑
i=0

AiBk−i

よって h(x) = f(x)g(x)とすると

h(x) =

2N∑
i=0

Cix
i

で書き直すことができ

Ci(0 ≤ i ≤ 2N)

の係数が求まれば h(x)を作ることができますが、この数はO(N2)だけあるので、N を大きくすると処理が

重くなります。それを高速化するためには全ての数ではなく、精度が落ちないていどに飛び飛びにして見つけ

ていく補完方法を学ぶ。

9.4.1 1の n乗根による多項式補完

　 i。そこで n個の点 x0, · · ·xn−1 を選び、これを使って

f(x0), · · · , f(xn−1), g(x0), · · · , (xn−1), h(x0), · · · , h(xn−1)

を計算させて、Ci を精度よく再現する方法を選べばよいのです。既に精度という表現を用いているように

FFTでは完全に再現することをは原理的不可能である。
それでは補完を具体的に考えるわけですが、この時、今後の話しにも重要なのは 1の n乗根をつかうことで
す。前章で複素数を学んで来たのでここでその応用例を見ることになる。

複素数 zに対して複素平面は面白く、位相 θを次のように整数 nで離散化しておくと

θ =
2π

n

1のｎ乗根全体は
ωi
n (0 ≤ i < n)

とおくと

ωi
n = ωj

n ⇔ i ≡ j mod n

さらに有用な次の性質
n−1∑
i=0

ωi(j−k)
n =

n (j = k mod n)

0 otherwise
(9.29)

が成り立つ。これは自明ではないので簡単に証明しておく。

j = kの時は偏角の合計が 2mπとなるので明らか。

j ̸= kの時、この和は公比 ωj−k
n の等比数列の和になるでの

Sn =
a(1− rn)
1− r

から 1のｎ乗根が公比であるので
r = ωj−k

n = 1

となるから

Sn =

n−1∑
i=0

ωi(j−k)
n = 0
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である。これで証明ができた。おもしろいことに

ωn → ω−1
n

のように逆数である時もこの関係は

1− r → r − 1

とすれば同じように成立する。

9.4.2 離散フーリエ変換

　多項式を f(x)を改めて、

f(x) ≡
n−1∑
j=0

cjx
j

として離散フーリエ変換を

f̂(t) ≡
n−1∑
i=0

f(ωi
n)t

i

で定義する。xi = ζin として代入すると

f̂(t) =

n−1∑
i=0

f
(
ωi
n

)
ti

=

n−1∑
i=0

n−1∑
j=0

cj
(
ωi
n

)j ti

=

n−1∑
j=0

cj

n−1∑
i=0

(
ωj
nt
)i

となる。そこで ωn ̸= 0として

t = ω−k
n

とすると

f̂(ω−k
n ) =

n−1∑
j=0

cj

n−1∑
i=0

(
ωj
nω

−k
n

)i
=

n−1∑
j=0

cj

n−1∑
i=0

ωi(j−k)

とまとめることができる。

ここで式 9.8より j = k mod nであれば

f̂(ω−k
n ) = nck

であり、それ以外であれば

f̂(ω−k
n ) = 0

となる。従って係数 ck は

ck =
1

n
f̂(1/ωk

n)

で得られた。これを離散フーリエ逆変換という。
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9.4.3 高速離散フーリエ変換

　次にこれを高速化するために処理をする。

f(x) =

n−1∑
n=0

cix
i

と多項式展開したときに nの底を 2に選び、次のように多項式展開を定義する。

f0(x) ≡
n/2−1∑
i−0

c2ix
i

f1(x) ≡
n/2−1∑
i−0

c2i+1x
i

この時、

f0(x
2) =

n/2−1∑
i−0

c2ix
2i

f1(x
2) =

n/2−1∑
i−0

c2i+1x
2i (9.30)

となるので、偶奇に分けて全体では

f(x) =

n/2−1∑
i−0

c2ix
2i +

n/2−1∑
i−0

c2i+1x
2i+1

= f0(x
2) + xf1(x

2)

とすることができる。よって式 9.30の指数はどちらも偶数であることに留意し、

f0(ω
0
n), f0(ω

2
n), · · · f(ω2(n−1)

n ), f1(ω
0
n), f1(ω

2
n), · · · f1(ω2(n−1)

n )

が求めれられれば

ω2
n = ωn/2

だから全体

f(ω0
n), f(ω

1
n), · · · f(ωn−1

n )

を求めることができる。さらに端点では 1の累乗は周期性から 1になるので
結局

f0(ω
0
n/2), f0(ω

1
n/2), · · · f(ω

n/2−1)
n/2 ), f1(ω

0
n/2), f1(ω

1
n/2), · · · f1(ω

n/2−1
n/2 )

を求めればよいことになり、これは元の半分のサイズを 2つ連立すれば解けることを意味する。
しがって再帰的にプログラムを組めば

O(n log n)

程度の計算で済むことになる。
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10 波動現象 [57]

　量子論は波動関数に代表されるように粒子の存在を波として扱う。高校物理で学習したように、波は発生

源を持ち、2つの進行波があればそれらは干渉して、定常波を作る場合もある。量子論でも進行波としてみる
か、定常波としてみるかは重要な視点になる。

量子力学でも基本原理となる重ね合わせの原理により、多くは波を合成波として扱うことになる。高校で学

習したように定常波の節、腹は連続した双曲線をつくり、合成波の速度はこの曲線群で表すことができる次の

図で見るように 2つの波源がある場合、この直線を結ぶ線は特別な線になる。
2点の内側では定在波ができ、節腹を半波長ごとに形成し、ここから垂直に節線、腹線がのびる。この線は

2点を結ぶ直線上は速度 0になるが、この直線から離れるほど速くなり、無限遠では単独の進行波と同じ速さ
になる。

図 10.1: 波源を 2つとして合成波を作成し節線を表示した

しかし、波源 2点を結ぶ直線の外側は進行波が同じ進行方向に重ね合わせるために、合成波の速さは 0から
一気に単独の速さに上げる。

このために上図でも波に乱れが生じる。単独の進行波には見られなかった「特別な直線」が合成波には存在

するのである。

実際に観測されるのは進行波ではない。合成波のみを観測者はみることしかできない。

量子論においても 1つの波動関数は光速程度で伝播するだろう。しかし、これに質量や情報を載せようとす
ると合成波をつくらないといけない。この速さは一般には遅くなる。

粒子であればAからBを見ることができるし、BからAを見ることもできる。しかし、波の場合合成波がで
きてしまえば Aか Bかを判別できなくなる。位相速度と群速度の関係は後の第 5部の電磁気で考察を深める。
量子論に関する基礎的な考察は第 7部でおこなう。
さらに群速度が位相速度より速くなる場合も含めて量子論的な考察は第 9部でおこなう。
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10.1 ダランベールの解

　はじめに簡単のために 1次元の波動方程式

utt − c2uxx = 0 (10.1)

を考えよう。下添え字はこの節では微分を表すとする。

これは 2階偏微分方程式の中の双曲線型で前節の式 2.26に相当する。
伝達速度は cの有限速度であることがわかる。

前節の偏微分方程式の解法としてこの特性方程式を

dx2 − c2dt2 = 0

が得られる。明らかに次の 2つの式

dx− cdt = 0, dx+ cdt = 0

が得られ、これから特性曲線が

ξ = x− ct = Const.

η = x+ ct = Const.

が得られる。この新しい座標を用いると式 10.1は

uξη = 0

と書き換えることができる。この ξ, ηを引数にして

u = F (x− ct) +G (x+ ct) (10.2)

とすると、F,Gは x軸の正、負方向に進む進行波である。単独でも足しても式 10.1を満足する。
そこでこれをダランベールの解という。

uは F,Gの合成波である。従ってこの時の波の速さ cは合成波の速さではない。

波は cの速さ伝播し、空間を満たしていくが、合成波の山や谷の部分はこの速さよりゆっくりと伝わること

になる。

波動方程式は境界条件と初期条件で解を決める。

例として無限に長い弦を考えよう。

時刻 t = 0での初期条件を次のように表す。波動方程式は時間に関して 2階の場合次のように 2つの条件が
必要になる。

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x)

単純に ϕ(x), ψ(x)は変位と速度を x軸上で表している。また、無限に長い弦としたので、ここでは境界条件

は課さない。

式 10.2から t = 0とすると

F (x) +G(x) = ϕ(x) (10.3)

ψ (x) =
∂u

∂t
|t=0 =

[
∂F

∂ξ

∂ξ

∂t
+
∂G

∂η

∂η

∂t

]
t=0

= −c∂F
∂x

+ c
∂G

∂x
(10.4)
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となる。この背景には位相速度が一定であること

c =
dx

dt

がある。従って時間微分が空間 (x)勾配に書き換えられる。式 10.4は xの勾配になったので

次のように積分が可能になる。

F (x)−G(x) = −1

c

∫ x

0

ψ(z)dz +K

K は任意定数として残る。これと 10.3を用いると次のように F (x), G(x)が求まる。

F (x) =
1

2
ϕ(x)− 1

2c

∫ x

0

ψ(z)dz +
1

2
K

G(x) =
1

2
ϕ(x) +

1

2c

∫ x

0

ψ(z)dz − 1

2
K

前節のフーリエ係数 8.1,8.2と比べると興味深い。
これから u(x)の一般解が次のように求まる。

u(x, t) = F (x− ct) +G (x+ ct)

=
1

2
ϕ(x− ct)− 1

2c

∫ x−ct

0

ψ(z)dz +
1

2
K +

1

2
ϕ(x+ ct) +

1

2c

∫ x+ct

0

ψ(z)dz +
1

2
K

=
ϕ(x− ct) + ϕ(x+ ct)

2
+

1

2c

∫ x+ct

x−ct

ψdz (10.5)

これをストークスの公式という。

留意すべきはまず。積分区間が原点から xではなく xでの両側になっており合成波が時間が経過しないとで

きないことを表す。

また、合成波 u(x, t)では積分定数が見えなくなっていることは後に重要になる。

この解が初期値に依存していることをみておこう。解の組を

A : {ϕ1(x), ψ1(x)}

B : {ϕ2(x), ψ2(x)}

として、Aと B が十分に近く

|ϕ1(x)− ϕ2(x)| < δ

|ψ1(x)− ψ2(x)| < δ

とする。この時式 10.5から第 2項の影響で

|u1(x, t)− u2(x, t)| < (1 + t)δ

となることがわかる。これは最初 δから tと共に増加していく。このように波動方程式は相対論的な因果関

係の様子をよく表している。

これは縦軸に時間をとり、ある時刻に原点で発生した波が x軸の正、負に伝播していく次のグラフから読み
取れる。

• 初期速度が 0の場合
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式 10.5で ψ(x) = 0とすると

u(x, t) =
ϕ(x− ct) + ϕ(x+ ct)

2
(10.6)

となるので、グラフが次のようになる。

図 10.2: [57]より：三角波の 1次元時間経過：初速度 ψ = 0の場合

相対論の因果関係で重要になる時間、空間的な領域がこれからもよくわかる。

x軸に加えて t軸を考えた平面的な領域が図では Iから IVに分類されている。
Iから発生した波の影響を V、VI、IVの領域では一切影響をうけない。
もし、伝播速度 cが小さくなれば、図の逆三角形はよりスリムになっていくのでVの領域はなくなっていく。
しかし、IV、VIの領域は常に影響を受けない。これは次の図のようにスリットを通過する連続波の波の伝
播として考えることができる。

ホイヘンスの原理により、スリットには点波源ができて連続波が伝播していく。

図 10.3: スリットを通過する波

このような初期値の時間依存は双曲線型の特徴で、楕円型に移項すると、境界条件が重要になってくる。
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• 初期変位が 0の場合

この場合は ϕ(x) = 0となるので式 10.5より

u(x, t) =
1

2c

∫ x+ct

x−ct

ψdz

となる。従って

ψ(x) =

α(Const.) (−a < x < a)

0 (other)

従ってはじめは変位がない。速度はもっているので時間経過と共に最大まで変化する。

次のように領域を定義しょう。

I : (−∞,−ct− a)

II : (−ct− a,−ct+ a)

III : (−ct+ a,+ct− a)

IV : (ct− a, ct+ a)

V : (ct+ a,∞)

下図のように波の先端は x軸の正負の方向に一定の速さで変化し、(−a, a)の範囲は領域 IIIでは

u = α
a

c

の最大値一定になる。しかし、領域 IIや IVでは例えば IIの場合

−a < x+ ct < a

であるので

u(x, t) =
α

2c

∫ x+ct

−a

dz =
α

2c
(x+ ct+ a)

領域 IVでは

u(x, t) =
α

2c

∫ a

x−ct

dz =
α

2c
(−x+ ct+ a)

のように xに依存した形になる。

図 10.4: [57]より：初期変位 ϕ = 0の場合

特徴的なことは局所的に発生した変位が広がって行くが、先の初速 0の場合とことなり、領域 IIIでは最大
変位がそのまま残る。
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上図の領域をつくる直線

x± ct = ±a

を特性曲線という。双曲線型では両端の特性曲線との交点に囲まれる領域は初期値に影響をうける。

下図の緑から黄色の部分に相当し、これを影響領域 (domain_of_influence)という。
しかし、その外側は下図の濃い青の部分に相当し、この領域は初期値に一切影響を受けない。

また、下図の黄色の部分は時間に関係なく初期値のみで決まる。これを依存領域 (domain_of_dependence)
3次元でこのグラフを表示させると次のようになる。

図 10.5: (−2, 2)に初速を与えた 1次元波の時間変化

後に紹介する楕円型ではこの事情とは異なることになる。

• 片端固定の場合

これまで無限に長い弦を見てきたが、次に片側を固定する。この場合は境界ができたので反射がおこなわれる。

片方で固定端反射がある場合を考えよう。この固定端を x軸の原点とする。この時の初期条件は

u(x, 0) = f(x), ut(x, 0) = 0, (x > 0)

今度は境界条件が加わり、

u(0, t) = 0, (t > 0)

となる。これから、初速が 0なので
ϕ(−ct) + ϕ(ct) = 0

となる。x = ctで置き換えると任意の時刻に

ϕ(−x) = −ϕ(x)

が成り立ち、これは奇関数であることがわかる。

従って x ≥ 0で与えられた初期値 f(x)を用いて

ϕ(x) =

f(x) (x ≥ 0)

−f(−x) (x < 0)
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とすればよい。これは高校の物理でも学習した鏡像法である。原点で固定端反射するので、次の図のように

三角波は伝播する。

図 10.6: [57]より：t軸で対称に位置から位相反転した波が発生したと考えればよい。

10.2 調和関数

　物理学においてある境界で波が連続的につながる必要から波の形を決めるということはGreenの定理や後
章で登場する cohomologyなど多くの分野で登場する。ラプラス作用素を

△ ≡ ∂2

∂x21
+ · · ·+ ∂2

∂x2n
(10.7)

として関数 f に作用させるとラプラスの方程式は

△f = 0 (10.8)

で与えられる。これを満足すれば調和関数であった。

例えば初等的な波の式として x0 = ictとおけば

∂2

∂t2
y = c2

∂2

∂x2
y (10.9)

である。これは前章の 2階偏微分方程式の楕円型の解となる。
複素関数の式 4.8から uまたは vのどちらかが決まれば ω = f(z)は定数を除いて定まる。

さらにこの関係式をもう一度微分することでラプラスの方程式が得られることがわかる。

△u = 0, △v = 0 (10.10)

式 4.9から正則であれば実数部、虚数部で調和関数になる。
物理でよく登場するDirichlet問題とは領域 D上でラプラスの式

△U = 0 (10.11)

を満たし、かつDの境界上で指定された値をとる関数 U(x, y)を求めることである。

また、境界C上で内法線微分 ∂U/∂nを指定するのがノイマン問題 (Neumann)である。
従ってどちらにしても境界があり、Sが有界な単連結の場合をここでは考えると領域 Vが Sの内部なら内部
問題とよび、外部なら外部問題と呼ぶことにする。

いずれにしても境界をおいて、、周積分をする必要があるので外部と内部をわけるという重要な観点が登場

する。

これが、常に客観的におこなわれるよう留意する必要がある。
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10.2.1 ラプラス方程式

第 1章のベクトル解析で学習した勾配をとる演算子∇はベクトル量である。

∇ =

(
∂

∂x
i,
∂

∂y
j,
∂

∂z
k

)
従ってこの演算子の内積はスカラーであり

∇ · ∇ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

となる。これをラプラス演算子といい∇2,△で表す。
3次元の有界な領域を V として、これに境界面 S を付け加えた領域を V̄ で表す。

ラプラス方程式は次のようになる。

∇2u ≡ uxx + uyy + uxx = 0 (10.12)

領域 V においてこの方程式を満たす C2 関数を調和関数という。

また、非同次方程式はポアソン方程式という。これは後節で扱う。

∇2u ≡ uxx + uyy + uxx = ϕ(x, y, z) (10.13)

これらの方程式は物理学において重力場、静電場等に広く登場する重要な式である。

そこで、次に基本的な解法をおさえておこう。

10.3 球面の波 [57]

10.3.1 1次元の場合

はじめに 1次元の時は u(x)について
d2u

dx2
= 0

からすぐに

u = c1x+ c0

となることがわかる。

10.3.2 2次元の場合

次に 2次元の場合は

r =
√
x2 + y2

として

∂2u

∂x2
=

∂

∂x

(
∂u

∂x

)
=

∂

∂x

(
∂r

∂x

∂u

∂r

)
=

(
∂r

∂x

)
∂r

∂x

∂

∂r

∂u

∂r
+

(
∂2r

∂x2

)
∂u

∂r

=

(
∂r

∂x

)2
∂2u

∂r2
+

(
∂2r

∂x2

)
∂u

∂r
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同様に、

∂2u

∂y2
=

(
∂r

∂y

)2
∂2u

∂r2
+

(
∂2r

∂y2

)
∂u

∂r

となる。また、
∂r

∂x
=
x

r
,
∂r

∂y
=
y

r

だから (
∂r

∂x

)2

+

(
∂r

∂y

)2

= 1

となる。さらに

∂2r

∂x2
=

∂

∂x

x

r
=
r − xx

r

r2
=

1

r
− x2

r3
,
∂2r

∂y2
=

1

r
− y2

r3

となるので次が得られる。 (
∂r

∂x

)2

+

(
∂r

∂y

)2

=
x2 + y2

r2
= 1

∂2r

∂x2
+
∂2r

∂y2
=

2

r
− 1

r
=

1

r

よって次のようにまとまる。

∇2 u =
∂2u

∂r2

((
∂r

∂x

)2

+

(
∂r

∂y

)2
)

+
∂u

∂r

(
∂2r

∂x2
+
∂2r

∂y2

)
=

∂2u

∂r2
+
∂u

∂r

(
1

r

)
= 0

=
1

r

d

dr

(
r
du

dr

)
= 0 (10.14)

となる。これから括弧内は定数になるので

r
du

dr
= C

du

dr
=
C

r

を解けばよく、3次元では逆 2乗が出たが 2次元では log関数が出てくることが重要になる。

u(r) = c0 + c1 log
1

r
(10.15)

この時も係数を次のように選んだ時、基本解という。

u(r) = − 1

2π
log

1

r
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10.3.3 膜の振動

　具体的に (x, y)平面の固定された円形枠に膜を張った場合の膜の振動を考える。

w(x, y, t)を膜の (x, y)平面に垂直な方向の変位とすると、運動方程式は

wtt − c2∇2w = 0, ∇2 ≡ ∂2

∂2x2
+

∂2

∂y2

とし、境界条件は円形枠 C 上で

w = 0

とする。ただし波の速さ cは面密度 σと張力 τ を用いて

c =

√
τ

σ

とする。ここで次のように wを時間、空間に分離できるとして

w = u(x, t)T (t)

とすると固有値 λとして

d2T

dt2
+ c2λT = 0 (10.16)

∇2u+ λu = 0

境界条件は

u(x, y)|C = 0

となるが、この条件ではなくて、法線ベクトルを nとして

∂u

∂n
|C = 0,

[
∂u

∂n
+ σu

]
C

= 0

としてもよい。式 10.16はヘルムホルツ方程式と呼ばれる。
これを解くには次のように極座標表示にしたほうが便利である。

x = r cosϕ, y = r sinϕ

λ = k2 として演算子を極座標に書き換えると式 10.14から円 C の半径を aｔとして

∇2u+ k2u =
1

r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
+

1

r2
∂2u

∂ϕ2
+ k2u = 0

u(r, ϕ)|r=a = 0

ここで次のように変数分離して

u = R(r)Φ(ϕ)

10.16は次のようになる。
d2Φ

dϕ2
+ ν2Φ = 0 (10.17)

r
d

dr

(
r
dR

dr

)
+
(
k2r2 − ν2

)
R = 0 (10.18)

よって一般解は式 10.17からは
Φ = A cos νϕ+B sin νϕ

となる。wが 1価であることを要求すると ν は非負の整数 nである。
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10.3.4 3次元の場合

次に 3次元の場合は次の球座標
r =

√
x2 + y2 + z2

を用いて式 10.12は次の関係式を代入すると

∂2u

∂x2
=

∂

∂x

(
∂u

∂x

)
=

∂

∂x

(
∂r

∂x

∂u

∂r

)
=

(
∂r

∂x

)
∂r

∂x

∂

∂r

∂u

∂r
+

(
∂2r

∂x2

)
∂u

∂r

=

(
∂r

∂x

)2
∂2u

∂r2
+

(
∂2r

∂x2

)
∂u

∂r

以下同様に、

∂2u

∂y2
=

(
∂r

∂y

)2
∂2u

∂r2
+

(
∂2r

∂y2

)
∂u

∂r

∂2u

∂z2
=

(
∂r

∂z

)2
∂2u

∂r2
+

(
∂2r

∂z2

)
∂u

∂r

となる。よって
∂r

∂x
=
x

r
,
∂r

∂y
=
y

r
,
∂r

∂z
=
z

r

∂2r

∂x2
=
z2 + y2

r3
,
∂2r

∂y2
=
z2 + x2

r3
,
∂2r

∂z2
=
x2 + y2

r3(
∂r

∂x

)2

+

(
∂r

∂y

)2

+

(
∂r

∂z

)2

= 1

∂2r

∂x2
+
∂2r

∂y2
+
∂2r

∂z2
=

2

r

だから

∇2 u =
∂2u

∂r2

((
∂r

∂x

)2

+

(
∂r

∂y

)2

+

(
∂r

∂z

)2
)

+
∂u

∂r

(
∂2r

∂x2
+
∂2r

∂y2
+
∂2r

∂z2

)
=

∂2u

∂r2
+
∂u

∂r

(
2

r

)
=

1

r2
d

dr

(
r2
du

dr

)
= 0 (10.19)

と単純になるので、この解は一般に定数を c として rで積分し、

r2
du

dr
= c

となるから

du

dr
= c0 +

c1
r2

(10.20)
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が一般解である、

c = 1/4πと選び、もういちど積分すると

u(r) = − 1

4πr
(10.21)

とかける。これを 3次元の場合の基本解という。これは rを下図の PQの長さ

r =
√
(x− x1)2 + (y − y1)2 + (z − z1)2

としても式 10.12が成り立つことに注目し、

∂

∂x

(
1

r

)
= − 1

r2
∂r

∂x
= −x− x1

r3

∂

∂y

(
1

r

)
= − 1

r2
∂r

∂y
= −y − y1

r3

k

∂

∂z

(
1

r

)
= − 1

r2
∂r

∂z
= −z − z1

r3

が成り立つので各式を足し合わせると位置ベクトル r = x− x1 として

∇
(
1

r

)
= − r

r3
(10.22)

特に電荷 qの静電ポテンシャルが
u(r) =

q

4πϵ0r

とすると

E(r) = −∇u(r) = q

4πϵ0

r

r3

となり電場の式を表している。定数を GM に書き換えれば万有引力の式にもなる。

つまり式 10.22の式は r = 0の位置に湧き出し口があることを表すベクトル場の式になっている。

分子のベクトルは
r

r
= er

とすれば単位ベクトルでかけて、この式は次と等価である。

∇u(r) = − q

4πϵ0

1

r2
er

逆に我々の実空間が 3次元になっているのは、重力や電磁力はこの逆 2乗則になっていることからいえる。

10.4 極座標ラプラス方程式

極座標系でラプラス方程式を考える。球座標を使うと

r2 = x2 + y2 + z2

x = r sin θ cosϕ

y = r sin θ sinϕ
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z = r cos θ

として
∂r

∂x
=
x

r
= sin θ cosϕ

∂r

∂y
=
y

r
= sin θ sinϕ

∂r

∂z
=
z

r
= cosϕ

となる。さらに次が成り立つ

tanϕ =
y

x

tan2 θ =
x2 + y2

z2

が成り立つのでこれを x,y,zでさらに微分すると

∂θ

∂x
=

1

tan θ sec2 θ

x

z2
=

1

r
cos θ cosϕ

∂θ

∂y
=

1

tan θ sec2 θ

y

z2
=

1

r
cos θ sinϕ

∂θ

∂z
=

1

tan θ sec2 θ

x2 + y2

z3
= −1

r
sin θ

∂ϕ

∂x
= − 1

sec2 ϕ

y

x2
= −1

r

sinϕ

sin θ

∂ϕ

∂y
=

1

sec2 ϕ

1

x
=

1

r

cosϕ

sin θ

∂ϕ

∂z
= 0

を用いて書き換えると、

∇2u ≡ 1

r2

[
∂

∂r

(
r2
∂u

∂r

)
+

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂u

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2u

∂ϕ2

]
= 0 (10.23)

を得る。そこで変数分離

u = R(r)Y (θ, ϕ)

として、代入し、移項すると定数でおけるはずで、

1

R

d

dr

(
r2
dR

dr

)
= − 1

Y

{
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Y

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2Y

∂ϕ2

}
= λ

とおく。両辺から次の 2組の微分方程式ができる。

r2
d2R

dr2
+ 2r

dR

dr
− λR = 0 (10.24)

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Y

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2Y

∂ϕ2
+ λY = 0 (10.25)

興味あることに、この第 2式は第 2部で扱う角運動量の L2 演算子と同型である。
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つまり、ラプラス方程式を満たす極座標をとっただけで角運動量のエネルギーが自然に出てくる背景がある

ことになる。

第 2式をさらに変数分離し、
Y (θ, ϕ) = Θ(θ)Φ(ϕ)

とすることで
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Θ

∂θ

)
Φ(ϕ) +

Θ(θ)

sin2 θ

∂2Φ

∂ϕ2
+ λΘ(θ)Φ(ϕ) = 0

となるが、m2 を定数として調和振動の類推から

d2Φ

dϕ2
+m2Φ = 0 (10.26)

とすれば各項に Φを出せるので、

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Θ

∂θ

)
+

m2

sin2 θ
Θ(θ) + λΘ(θ) = 0 (10.27)

を得る。

10.5 ルジャンドル多項式

ルジャンドルの多項式は自由粒子のシュレディンガー方程式の解、ラプラス方程式の解、等物理学でよく登

場する。まず、この母関数を見つけることでその性質をみていこう。そのために分数関数を近似的に展開する

が原点で特異点をもってしまうこの形式から特異点に物理的な意味をもたせて近似展開することで物理的に有

用な解釈ができるようになることは注目すべきである。

さらにこの多項式から直交関数系がつくられ、境界条件のもとで完全系をつくる。これはまさに量子論の背

景であり、古典的な前提だけで角運動量の量子化条件が出てくることは次節の球面調和関数を含めて、興味あ

る内容である。よって多角的に、この多項式と調和関数の持つ性質をここでみておこう。

10.5.1 ルジャンドルの多項式

次のような位置ベクトル rと r
′
のなす角を θとして、逆数の展開を考える。ただし、0 < r < r

′
とする。

1

|r − r′ |
=

1√
|r|2 + |r′ |2 − 2|r||r′ | cos θ

r/r
′
で展開すると xが小さければ (1 + x)n = 1 + nx+ n(n− 1)x/2 + · · · を用いて

1√
|r|2 + |r′ |2 − 2|r||r′ | cos θ

=
1

r′
√

1− 2r/r′ cos θ + (r/r′)
2

=
1

r′

{
1− 1

2

(
−2r/r

′
cos θ +

(
r/r

′
)2)

+
3

2

(
2r/r

′
cos θ

)2
+ · · ·

}
=

1

r′

{
1 + cos θ

(
r/r

′
)
+

1

2

(
3 cos2 θ − 1

) (
r/r

′
)2

+ · · ·
}

となり cos θの関数になるのでこれをルジャンドル多項式として

1

r′
√
1− 2r/r′ cos θ + (r/r′)

2
≡ 1

r′

∞∑
l=0

( r
r′

)l
Pl(cos θ)

=

∞∑
l=0

rl

r′l+1
Pl(cos θ) (10.28)
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と定義する。cos θ = x, r/r
′
= tと置き換えると次のように各微分の足し合わせが元の関数になる関係式が

成り立つ。 (
1− 2xt+ t2

)−1/2
=

∞∑
l=0

1

l!

∂

∂tl
(
1− 2xt+ t2

)−1/2 |t=0 =

∞∑
l=0

Pl(x)t
l

図 10.7: 3次までの Legendre関数 (左)とその微分

そこで
(
1− 2xt+ t2

)−1/2
を母関数として次のように和を使わずに公式化でき、これを Rodriguesfomulaと

いう。

Pl(x) ≡
1

2ll!

dl

dxl
(x2 − 1)l (10.29)

これを確かめるために次のように Legendre関数の母関数を定義する。

F (t, x) ≡ (1− 2xt+ t2)−1/2 =

∞∑
t=0

Pl(x)t
l

これを tについて微分すると元の関数が現れるので、漸化式を求められそうである。

∂F

∂t
=

x− t
(1− 2xt+ t2)

3/2
=

x− t
1− 2xt+ t2

F

そこで、これに展開式を代入し、

(
1− 2xt+ t2

) ∞∑
l=0

Pl(x)lt
l−1 = (x− t)

∞∑
t=0

Pl(x)t
l

tl の係数を比較することで次の漸化式を得る。

(l + 1)Pl+1 − (2l + 1)xP
′

l−1(x) + lPl−1 = 0 (10.30)

P0 = 1, P1 = xを初期条件に選べばこの式は Legendre多項式の定義になる。
また母関数を xで微分すると

P
′

l+1 − 2xP
′

l−1(x) + P
′

l−2(x) = P
′

l−1(x) (10.31)

が得られる。この関係から後に示すルジャンドルの微分方程式が導かれる。

Legendre多項式は次のような直交関係の性質がある。∫ 1

−1

Pm(x)Pn(x)dx =
2

2n+ 1
δmn (10.32)

これはフーリエ級数のように −1 ≤ x ≤ 1の範囲の連続で有界な関数は全て次のように和の形で表現できる

ことを表している。

f(x) =

∞∑
n=0

cnPn(x)
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これから次のような積分値はmのみで決まる。∫ 1

−1

Pm(x)f(x)dx =

∞∑
n=0

cn

∫ 1

−1

Pm(x)Pn(x)dx =

∞∑
n=0

cn
2

2n+ 1
δmn = cm

2

2m+ 1

よってフーリエ変換のように係数が求まり、式 10.29から

cm =
2m+ 1

2

∫ 1

−1

Pm(x)f(x)dx =
(2m+ 1)

2m+1m!

∫ 1

−1

(
dm

dxm
(
x2 − 1

)m)
f(x)dx

となるが部分積分から f(x)がm回以上微分が可能であるとして

∫ 1

−1

(
dm

dxm
(
x2 − 1

)m)
f(x)dx =

[(
x2 − 1

)m
f(x)

]1
−1
−
∫ 1

−1

(
x2 − 1

)m dm

dxm
f(x)dx

= (−1)m
∫ 1

−1

(
x2 − 1

)m dm

dxm
f(x)dx

となるので

cm = =
(2m+ 1)

2m+1m!
(−1)m

∫ 1

−1

(
x2 − 1

)m dm

dxm
f(x)dx

を得る。これから興味ある例としてディラックのデルタ関数が次のようにルジャンドル多項式で展開される。

δ(x− x
′
) =

∞∑
n=0

2n+ 1

2

∫ 1

−1

Pn(x
′
)Pn(x)dx (10.33)

量子力学では内積を定義するヒルベルト空間において無限の基底ベクトルが必要としている。

このルジャンドルの多項式を 1つのベクトルみなせば条件付きではあるが基底として選ぶことができる。
ルジャンドルの多項式に変数を 1つ追加したルジャンドルの陪多項式 Pm

l (x)も物理と非常に関係深い。

これは次のルジャンドルの陪微分方程式から求めることができる。

(1− x2) d
2

dx2
P (x)− 2x

d

dx
P (x) +

[
l(l + 1)− m2

1− x2

]
P (x) = 0 (10.34)

この式においてm = 0とするとこれはルジャンドルの微分方程式になる。そこでm = 0からmを１つずつ

増やしていくと [
(1− x2) d

2

dx2
− 2x

d

dx
+ l(l + 1)

]
Pm=0
l = 0

[
(1− x2) d

2

dx2
− 2x

d

dx
+ l(l + 1)

]
P 1
l =

12

1− x2
P 1
l (x)[

(1− x2) d
2

dx2
− 2x

d

dx
+ l(l + 1)

]
P 2
l =

22

1− x2
P 2
l (x)

↓ · · ·

[
(1− x2) d

2

dx2
− 2x

d

dx
+ l(l + 1)

]
Pm
l (x) =

m2

1− x2
Pm
l (x)

よってルジャンドルの陪多項式がルジャンドル多項式を用いて

Pm
l (x) = (1− x2)m/2 d

m

dxm
Pl(x)
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式 10.29から

Pm
l (x) =

1

2ll!
(1− x2)m/2 d

l+m

dxl+m
(x2 − 1)l

となることがわかる。ただし、被微分項は xの 2l次しかないので

m ≤ l (10.35)

を満たす整数でなくてはならない。

角運動量に類似してm→ −mの場合を考えると P−m
l も一般解とみなすことが式 10.34の対称性からわかる。

しかし、既に {Pm
l |0 ≤ m ≤ l}は完備系をなしているので独立な解はこれ以上存在できず、定数を cとして

P−m
l (x) = cPm

l

が成り立つとする。両辺を (1− x2)m/2 で割り、その後 x = 1とすると

(1− x2)m/2P−m
l (x)|x=1 = c(1− x2)m/2Pm

l (x)|x=1

(−1)m

(x2 − 1)m
dl−m

dxl−m
(x2 − 1)l|x=1 = c

dl+m

dxl+m
(x2 − 1)l|x=1

この両辺を微分することから

c = (−1)m (l −m)!

(l +m)!
(10.36)

となることがわかる。よってルジャンドルの陪多項式は

P−m
l (x) = (−1)m (l −m)!

(l +m)!
Pm
l (x) (10.37)

となる。

式 10.34は l(l+ 1)を係数にしていることが重要でこれが次に見るように角運動量の量子化と関係している。

10.5.2 球面定常波

次に式 10.27を解くことを考えよう。

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Θ

∂θ

)
+

m2

sin2 θ
Θ(θ) + λΘ(θ) = 0

まず式 10.26は古典的な単振動のように

Φ(ϕ) = A cosmϕ+B sinmϕ

となる。

ここで周期的な境界条件を仮定する。つまり、nを整数として

ϕ = 2πn→ Φ(ϕ) = 0

を仮定すると重要な条件としてmは整数でないといけなくなる。古典的な角振動数との相違があることに留

意する。

次に式、10.27は次の変数変換
ξ = cos θ

とすると
d

dξ

(
(1− ξ2)dΘ

dξ

)
+

(
λ− m2

1− ξ2

)
Θ = 0, −1 ≤ ξ ≤ 1 (10.38)
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とまとめることができる。しかし、この式が ξ = ±1で特異点を持つことに留意する。
これを回避するために、まずm = 0として、ここでは天下り的に λ = l(l + 1)とおくと

d

dξ

(
(1− ξ2)dΘ

dξ

)
+ l(l + 1)Θ = 0 (10.39)

とかける。

一般にm ̸= 0の場合は
d

dξ

(
(1− ξ2)dΘ

dξ

)
+

(
l(l + 1)− m2

1− ξ2

)
Θ = 0 (10.40)

であり、これをルジャンドルの微分方程式 (Legendre’s diffrential_equation)という。
これを解くために次のようにベキ展開する。

Θ =

∞∑
j=1

ajξ
j = a0 + a1ξ + a2ξ

2 + · · ·

を代入すると次の係数の関係が得られる。

aj+2 = − l(l + 1)− j(j + 1)

(j + 1)(j + 2)
aj , (j = 0, 1, 2 · · · ) (10.41)

これは a0 ̸= 0, a1 = 0または a0 = 0, a1 ≠ 0とすると、次の解が級数の形で得られる。

Seven = a0 + a2ξ
2 + a4ξ

4 + · · ·

Sodd = a1 + a3ξ
3 + a5ξ

5 + · · ·

しかし、一般的な lをとるとこれらの解は発散することが知られていて、収束条件が

l = 0, 1, 2, 3 · · ·

の整数をとる場合のみである。先のmに加えて、ここでも整数条件が出てきたことに留意する。

これはラプラス方程式、球面上での波動方程式から自然に量子化が得られることを示唆する。

この考察は第 7部でおこなう。ここではルジャンドルの 1次多項式を Pl (ξ)とする。

式 10.41から

aj = −
(j + 1)(j + 2)

l(l + 1)− j(j + 1)
aj+2

となるので j = l − 2とすると

al−2 = − (l − 1)l

l(l + 1)− (l − 2)(l − 1)
al

= − (l − 1)l

2(2l − 1
al

となる。さらに lから偶数を引いていくと

al−4 = (−1)2 (l − 3)(l − 2)(l − 1)l

4 · 2 · (2l − 3)(2l − 1)
al, · · ·

al−2k = (−1)k (l − 2k + 1)(l − 2k + 2) · · · (l − 1)l

2k · 2(k − 1) · · · 2 · (2l − 2k + 1)(2l − 2k + 3) · · · (2l − 1)
al

= (−1)k l!

(l − 2k)!
· 1

2kk!
· (2l − 2k)!

(2l)!
· l!2k

(l − k)!
al

となる。al は任意に選べるので

al =
(2l)!

2l(l!)2
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と選ぶとこれが

Pl(1) = 1

と規格化することになる。このとき

Pl (ξ) =
1

2l

K∑
k=0

(−1)k

k!

(2l − 2k)!

(l − k)!(l − 2k)!
ξl−2k (10.42)

ただし、

K =

 l
2 (l : even)

l−1
2 (l : odd)

(10.43)

である。これを l次ルジャンドル多項式 (Legendre polyonmical)という。
この式の中には 2項展開の公式がみてとれるので

(1− ξ2)l =
l∑

k=0

(−1)k l!

k!(l − k)!
ξ2k =

l∑
k=0

(−1)l−k l!

k!(l − k)!
ξ2l−2k

であり、式 10.43から
dl

dξl

(
l∑

k=K+1

· · ·

)
= 0

をつかうと、次のように簡単になる。

Pl (ξ) =
1

2ll!

dl

dξl
(
(ξ2 − 1)l

)
(10.44)

これをロドリゲスの公式 (Rodrigue’s formula)という。
これは単純に 10.42を書き換えたことだけでなく、物理的には動的な関係を表す微分方程式に変化したことは
重要である。

これから、次が確認できる。

Pl(1) = 1

pl(−1) = (−1)l

重要なのは次の関数系としての直交性だろう。∫ 1

−1

Pl(ξ)Pl′(ξ)dξ =

 2
2l+1 (l = l′)

0 (l ̸= l′)

この関数は n = 5までを図にすると次のようになる。

図 10.8: ルジャンドルの多項式
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さらに、この関数形は完全系をなす。面白いことに関数は多様につくることができるが、全てルジャンドル

多項式の 1次結合で表されるのである。フーリエ級数の三角関数のような直交性を多項式にも与えることが興
味深い。

ワイエルシュトラス (Weierstrass)の定理は

定理 14. 閉区間上の任意の連続関数は多項式によって一様に近似できる。

があるのでこの多項式がまるで基底のようにふるまうことが関数空間で可能になる。

ここで作られる空間が物理の角運動量や量子論に関係している。

10.5.3 ルジャンドル倍関数

次にm = 0の場合を考える。λ = l(l + 1)とおく。このとき、mを整数として、

Θ(ξ) = (1− ξ2)m/2P (ξ) (10.45)

と置き、10.40に入れると

d

dξ

(
(1− ξ2)dΘ

dξ

)
+

(
l(l + 1)− m2

1− ξ2

)
Θ = 0

は次のように変形できる。

0 = −2ξ
(
(−ξm)(1− ξ2)m/2−1P (ξ) + (1− ξ2)m/2 dP (ξ)

dξ

)
+ (1− ξ2) d

dξ

(
−ξm(1− ξ2)m/2−1P (ξ) + (1− ξ2)m/2 dP (ξ)

dξ

)
+

(
l(l + 1)− m2

1− ξ2

)
(1− ξ2)m/2P (ξ)

= 2ξ2mP (ξ)(1− ξ2)m/2−1 − 2ξ(1− ξ2)m/2 dP (ξ)

dξ

−m(1− ξ2)m/2P (ξ) + ξ2m(m− 2)(1− ξ2)m/2−1P (ξ)− ξm(1− ξ2)m/2 dP (ξ)

dξ

− ξm(1− ξ2)m/2 dP (ξ)

dξ
− (1− ξ2)m/2+1 d

2P (ξ)

dξ2
+ l(l + 1)(1− ξ2)m/2P (ξ)− m2

1− ξ2
(1− ξ2)m/2P (ξ)

= (1− ξ2)m/2

(
l(l + 1)− m+ ξ2m− ξ2m2 +m2

1− ξ2

)
P (ξ)

+ (1− ξ2)m/2 (−2ξ(m+ 1))
dP (ξ)

dξ

+ (1− ξ2)m/2
(
1− ξ2

) d2P (ξ)
dξ2

を得るが、最後の第 1項について

m− ξ2m− ξ2m2 +m2

1− ξ2
=

(1− ξ2)
(
m2 +m

)
1− ξ2

= m(m+ 1)

となるから両辺 ξ ̸= ±1として (1− ξ2)m/2 で割れば

(
1− ξ2

) d2P
dξ2
− 2(m+ 1)ξ

dP

dξ
+ [l(l + 1)−m(m+ 1)]P = 0 (10.46)

という、2階までの微分方程式が得られる。ただし、

ξ = ±1
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の場合は留意がいる。

さらに、この時の多項式 P (ξ)は式 10.44から微分をした形にしても成り立つ。
そこで、この式は l,mの整数を変数に持つので改めて、P のm回微分に対して、次のように定義する。

Θ(ξ) = Pm
l (ξ) ≡ (1− ξ2)m/2P

(m)
l

=
(1− ξ2)m/2

2ll!

dl+m

dξl+m

(
(ξ2 − 1)l

)
, (m = 0, 1, 2 · · · , l) (10.47)

これをルジャンドルの倍関数 (associated Legendre polynomical)と定義すると
これは ξ = ±1でも有限な解と見なすことができる。
従って次のように 10.46を拡張する。

(
1− ξ2

) d2P (m)
l

dξ2
− 2(m+ 1)ξ

dP
(m)
l

dξ
+ [l(l + 1)−m(m+ 1)]P

(m)
l = 0 (10.48)

この解が一般に式 10.47になる。さらに
−1 ≤ ξ ≤ 1

において有限な解は他にないことが示されている。

さらにこの場合の関数直交性はmを固定したときに次のように拡張される。

∫ 1

−1

Pm
l (ξ)Pm

l′ (ξ)dξ =


(l+m)!
(l−m)!

2
2l+1 (l = l′)

0 (l ̸= l′)

さらに、直交系 {Pm
l (ξ), l = m,m+ 1,m+ 2, · · · }が完全系をつくることも知られている。

All∑
m

|m⟩ ⟨m| = 1

従って直交関数系においては有限な境界の存在が重要になる。

これらは第 7部の基礎的な場の理論で再び考察する。
//////
さらに微分してから 10.45を代入すると

d2

dξ2

(
(1− ξ2)dΘ

dξ

)
+ l(l + 1)

(
d

dξ
Θ

)
= 0

d

dξ

(
−2ξ

d
[
(1− ξ2)m/2P (ξ)

]
dξ

)
+
d

dξ

(
(1− ξ2) d

dξ

d
[
(1− ξ2)m/2P (ξ)

]
dξ

)
+ l(l+1)

(
d

dξ

)
(1− ξ2)m/2P (ξ) = 0

よって、まず第 1項を Aとして
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A =
d

dξ

(
−2ξ

(
(−2)(ξm)(1− ξ2)m/2−1P (ξ) + (1− ξ2)m/2 dP (ξ)

dξ

))
=− 2

(
(−2)(ξm)(1− ξ2)m/2−1P (ξ) + (1− ξ2)m/2 dP (ξ)

dξ

)
− 2ξ

d

dξ

(
(−2)(ξm)(1− ξ2)m/2−1P (ξ) + (1− ξ2)m/2 dP (ξ)

dξ

)
=4ξm(1− ξ2)m/2−1P (ξ)− 2(1− ξ2)m/2 dP (ξ)

dξ

− 2ξ

(
−2m(1− ξ2)m/2−1P (ξ)− 2(ξ2m(m− 2))(1− ξ2)m/2−2P (ξ)− 2ξm(1− ξ2)m/2−1 dP (ξ)

dξ

)
− 2ξ

(
−2ξm(1− ξ2)m/2−1 dP (ξ)

dξ
+ (1− ξ2)m/2 d

2P (ξ)

dξ2

)
=
(
4ξm(1− ξ2)m/2−1 + 4ξm(1− ξ2)m/2−1 − 2ξ2m(m− 2)(1− ξ2)m/2−2

)
P (ξ)

+
(
−2(1− ξ2)m/2 + 2ξ2m(1− ξ2)m/2−1 +−2ξ2m(1− ξ2)m/2−1

) dP (ξ)
dξ

+
(
−2ξ(1− ξ2)m/2

) d2P (ξ)
dξ2

同様に第 2項を B として

B =
d

dξ

(
(1− ξ2)

(
−ξm(1− ξ2)m/2−1 dP (ξ)

dξ
+ (1− ξ2)m/2 d

2P (ξ)

dξ2

))
= −2ξ

(
−ξm(1− ξ2)m/2−1 dP (ξ)

dξ
+ (1− ξ2)m/2 d

2P (ξ)

dξ2

)
+ (1− ξ2)

(
−m(1− ξ2)m/2−1 dP (ξ)

dξ
+ ξ2m(m− 2)(1− ξ2)m/2−2 dP (ξ)

dξ
− ξm(1− ξ2)m/2−1 d

2P (ξ)

dξ2

)
+ (1− ξ2)

(
−ξm(1− ξ2)m/2−1 d

2P (ξ)

dξ2
+ (1− ξ2)m/2 d

3P (ξ)

dξ3

)
=
(
2ξ2m(1− ξ2)m/2−1 −m(1− ξ2)m/2 + ξ2m(m− 2)(1− ξ2)m/2−1

) dP (ξ)
dξ

+
(
−2ξ(1− ξ2)m/2 − ξm(1− ξ2)m/2 − ξm(1− ξ2)m/2

) d2P (ξ)
dξ2

同様に第 3項を C として

C = l(l + 1)

(
d

dξ

)(
(1− ξ2)m/2P (ξ)

)
= l(l + 1)

(
−ξm(1− ξ2)m/2−1P (ξ) + (1− ξ2)m/2

) dP (ξ)
dξ

//////

10.6 球面調和関数

空間をどのように波が満たすかは、平面と違ってイメージしにくい。ラプラス方程式という指針をつかって、

このイメージを求めていこう。

物理学にとって、どのように波生まれて、どう伝播し、そして重なりあうかといったことは特に後部の量子

論になると重要な内容になる。
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10.6.1 球面調和関数

例えば 3次元空間に電荷分布があり、その外側でのクーロンポテンシャルを U とすると次のラプラス方程式

を満たす。

∆U =

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
U(x, y, z) = 0

極座標への変換として

x = r sin θ cosϕ, y = r sin θ sinϕ z = r cos θ

するとラプラス方程式が{
1

r

∂2

∂r2
r +

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂

∂ϕ2

}
U(r, θ, ϕ) = 0 (10.49)

のように変形される。これは動径部分と角度部分に変数分離でき

L̂2 = −
{

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

}
(10.50)

とおくと {
1

r

∂2

∂r2
r − L̂2

r2

}
U(r, θ, ϕ) = 0 (10.51)

と表される。さらにこの L̂はに ℏをかければそのまま角運動量の演算子である。よって

L̂ = −i (r×∇)

である。各成分を極座標で表しておく。

L̂x = −i
(
y
∂

∂z
− z ∂

∂y

)
= i

(
sinϕ

∂

∂θ
+ cot θ cosϕ

∂

∂ϕ

)

L̂y = −i
(
z
∂

∂x
− x ∂

∂z

)
= i

(
− cosϕ

∂

∂θ
+ cot θ sinϕ

∂

∂ϕ

)

L̂z = −i
(
x
∂

∂y
− y ∂

∂x

)
= −i ∂

∂ϕ

これらは次を満たす。

L̂2 = L̂2
x + L̂2

y + L̂2
z

ラプラス方程式はまず次のように変数分離をして 10.51に代入する。

U(r, θ, ϕ) = R(r)Θ(θ, ϕ)

1

r

∂2

∂r2
(rR(r))Θ(θ, ϕ)−

(
L̂2

r2
Θ(θ, ϕ)

)
R(r) = 0

両辺に r2/(RΘ)をかけて整理すると

r

R(r)

∂2

∂r2
(rR(r)) =

(
L̂2Θ(θ, ϕ)

)
Θ(θ, ϕ)

= Const = l(l + 1)

となる。定数は何でもいいが後のために l(l + 1)とおく。するとこの式は次の 2つの微分方程式になる。
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r2
∂2

∂r2
R(r) + 2r

∂

∂r
R(r) = l(l + 1)R(r) (10.52)

L̂2Θ(θ, ϕ) = l(l + 1)Θ(θ, ϕ) (10.53)

動径方向の解は単純に次のようにおけば満足する。

R(r) = c1r
l + c2r

−(l+1) (10.54)

角度のほうを解くにはさらに次のように変数分離する必要がある。

Θ(θ, ϕ) = P (θ)E(ϕ)

これを代入し、sin2 θ/PE を両辺にかけると式 10.50がわかっているので

− sin θ

P

∂

∂θ

(
sin θ

∂P

∂θ

)
− 1

E

∂2E

∂ϕ2
= l(l + 1) sin2 θ

となる。これも定数になるので後のためにm2 とおき整理すると

sin θ

P

∂

∂θ

(
sin θ

∂P

∂θ

)
+ l(l + 1) sin2 θ = − 1

E

∂2E

∂ϕ2
= m2

さらに次の 2つの微分方程式に分けられる。

1

sin θ

d

dθ

(
sin θ

dP

dθ

)
− m2

sin2 θ
P (θ) = −l(l + 1)P (θ) (10.55)

∂2E

∂ϕ2
= −m2E(ϕ) (10.56)

後者の式からは簡単に解が

E(ϕ) = cExp[imϕ] m ∈ Z (10.57)

となるがさらに周期的な境界条件

E(ϕ+ 2π) = E(ϕ)

を課すとmは整数でなくてはならない。後は式 10.55が残るがこれは次のように変数変換すると

cos θ = x

sin θ =
√
1− x2

次のようになるから
dx

dθ
= − sin θ = −

√
1− x2

d

dθ
= −

√
1− x2 d

dx

さらに

d2

dθ2
= −

√
1− x2 d

dx

(
−
√
1− x2 d

dx

)
= (1− x2) d

2

dx2
− 1

2
2x

(1− x2)1/2

(1− x2)1/2
d

dx

= (1− x2) d
2

dx2
− x d

dx
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を用いて変数変換すると

1√
1− x2

√
1− x2 d

dx

(√
1− x2

√
1− x2 d

dx
P

)
− m2

1− x2
P = −l(l + 1)P

d

dx

((
1− x2

) d

dx
P

)
− m2

1− x2
P = −l(l + 1)P

(1− x2) d
2

dx2
P (x)− 2x

d

dx
P (x) +

[
l(l + 1)− m2

1− x2

]
P (x) = 0

となりこれは式のルジャンドルの陪微分方程式 10.34そのものになる。
2つの角度方向の解をまとめて

Θ(θ, ϕ) = Y m
l (θ, ϕ) ≡ ClmP

m
l (cos θ)eimϕ, m = 0,±1,±2, · · · ± l, l ∈ N (10.58)

とあらわすと Y m
l を球面調和関数という。ルジャンドル多項式はこの球面調和関数のm = 0の場合である。

よって式 10.53の解はこの球面調和関数の線形結合で

Θ =

l∑
m=−l

almY
m
l

とかける。規格化定数 Clm は次のように決める。まずルジャンドル多項式の直交関係式 10.32から∫ +1

−1

Pm
l (x)Pm

′

l′
(x)dx =

(l +m)!

(l −m)!

2

2l + 1
δll′ δmm′

が成り立ち、式 10.57からは ∫ 2π

0

Exp[i(m−m
′
)ϕdϕ = 2πδmm′

があるので位相空間 Ωに対して、球面調和関数は∫
Ω

dΩY ∗m′

l′
Y m
l = δll′ δmm′

を満たすためには式 10.58から

|Clm|2
4π

2l + 1

(l +m)!

(l −m)!
= 1

Clm =

√
2l + 1

4π

(l −m)!

(l +m)!

と決まることになる。また球面調和関数は負のmに対するルジャンドル陪多項式の式 10.37から

P−m
l (cos θ) = (−1)m (l −m)!

(l +m)!
Pm
l (cos θ)

となったのでこれを用いて次のようなmに対する対称性があることがわかる。

Y −m
l (θ, ϕ) =

√
2l + 1

4π

(l +m)!

(l −m)!
P−m
l (cos θ)e−imϕ = (−1)mY ∗m

l (θ, ϕ)

また特別な点として

Y m
l (0, ϕ) =

√
2l + 1

4π
δm0

Y m
l (π, ϕ) = (−l)l

√
2l + 1

4π
δm0
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がある。また、任意の球面上の関数 f(θ, ϕ)は次のように球面調和関数を用いて展開できる。

f(θ, ϕ) =

∞∑
l=0

l∑
m=−l

dlmY
m
l (θ, ϕ) (10.59)

ルジャンドル多項式の場合と同様に係数 dlm は次のようにして求められる。

dlm =

∫
Ω

dΩY ∗m
l (θ, ϕ)f(θ, ϕ)

10.6.2 球面調和関数の性質

球面調和関数の性質として次のような３次元空間上の２つの位置ベクトル x,x′ をとる。

この２つのベクトルのなす角は図のように

cos γ = cos θ cos θ′ + sin θ sin θ′ cos(ϕ− ϕ′)

図 10.9: 球面調和関数の加法定理

を満たす。この時、ルジャンドルの多項式にこの cos γ を用いると

Pl(cos γ) =
4π

2l + 1

m=l∑
m=−l

Y ∗m
l (θ

′
, ϕ

′
)Y m

l (θ, ϕ) (10.60)

となることが示せる。そこでベクトル x′ を固定しておいて Pl(cos γ)は θ, ϕの関数とみなすと一般に

Pl(cos γ) =
∑

Alm Y m
l (θ, ϕ)

と級数で表すことができる。さらに次の固有方程式が座標系に依存しないことから

L̂
′2Pl(cos γ) = l(l + 1)Pl(cos γ)

式 10.59から lは固定できるので

Pl(cos γ) =

l∑
m=−l

Alm(θ
′
, ϕ

′
)Y m

l (θ, ϕ)

と表される。よってこの係数は dΩ = sin θdθdϕとして

Alm(θ
′
, ϕ

′
) =

∫
Ω

Y ∗m
l (θ

′
, ϕ

′
)Pl(cos γ)dΩ

から求めることができる。これから式 10.60をルジャンドル多項式を用いて
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Pl(cos γ) =

m=l∑
m=−l

Pm
l (cos θ

′
)Pm

l (cos θ)eim(ϕ−ϕ′)

と表すこともできる。具体的に Y m
l の実部、虚部を色を変えて図示すると次のようになる。

Y 0
1 =

1

2

√
3

π
cos(θ)

Y 1
1 = −1

2

√
3

2π
eiϕ sin(θ)

Y 1
2 = −1

2
eiϕ
√

15

2π
cos(θ)Sin(θ)

Y 1
3 = −1

8

√
21

π
eiϕ sin(θ)

(
5 cos2(θ)− 1

)

図 10.10: 左から Y 0
1 , Y

1
1 , Y

1
2 , Y

1
3 のグラフ：実部と虚部を両方色を変えて図示している

m = 0の時は ϕがなくなり、実部だけになるがm ̸= 0になると図のように π/2だけずれてくる。

10.6.3 実部と虚部の境界問題

ここでラプラス方程式にもどる。空間の回転部分を切り出した式 10.25は次のようになった。

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Y

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2Y

∂ϕ2
+ λY = 0

つまり、距離のない 3次元空間が 2つのパラメタ θ, ϕの回転空間として定義できる。

前節の結果から、解の一価性を保ち、有界であるためには

λ = l(l + 1), (l = 0, 1, 2, · · · )

という固有値の満たす式が必要であった。この固有値は実数空間において極めて稀薄な領域をしめ、lの 2
次関数である。

さらに第 7部で考察するが、第 9部で見る PB演算子

|θ0⟩ =
1√
s+ 1

s∑
n=0

einθ|n⟩

のように l + 1と 1ずれてかかることに留意する。

これは
l∑

i=1

2i = l(l + 1)
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だから偶数を l個足し合わせたものに等しい。興味あることに、この関数の定義域には、物理の双対性のよ

うに

偶数と奇数に 2分する性質がある。従って、これらの固有値には次の全部で 2l+ 1個の 1次独立な固有関数

{Pl(cos θ), P
m
l (cos θ) cosmϕ,Pm

l (cos θ) sinmϕ} , (m = 1, 2, · · · , l)

これは複素数を用いて次のようにも書ける。{
P

|m|
l (cos θ) eimϕ

}
, (m = −l, · · ·+ l)

がある。そこで

P 0
l (cos θ) ≡ Pl(cos θ)

として、改めて球面調和関数 (spherical harmoncs)を次で定義する。

Y m
l (θ, ϕ) =

Pm
l (cos θ) cosmϕ (m = 0, 1, 2 · · · , l)

P
|m|
l (cos θ) cos |m|ϕ (m = −1,−2, · · · , l)

ただし、

l = 0, 1, 2, · · ·

|m| ≤ l

とする。

従って lが決まればmの範囲が決まる。こうしたmの自由度が登場することが多様性を生んでいる。

この関係は後の角運動量の量子化となっていくが、直交多項式の完全直交化により、

量子化は自然に導かれることは重要である。

天下り的であったが、これで固有関数形が単位球面

S1 : (0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π))

上で完全直交系をつくれるようになった。∫ 2π

0

∫ π

0

[Y m
l (θ, ϕ)]

2
sin θdθdϕ = 2π

1 + δ0m
2l + 1

(l + |m|)!
(l − |m|)!

(10.61)

動径方向については式 10.24において R = rn とおくと λ = l(l + 1)だったので

(n− l)(n+ l + 1)rn = 0

を得る。これから式 10.54のように
rl, r−(l+1)

が式 10.24の解となる。
よって式 10.23の一般的な解は次の足し合わせでつくることができる。

u(r, θ, ϕ) =

∞∑
l=0

[
m=l∑
m=−l

αlmY
m
l (θ, ϕ)

]
rl +

∞∑
l=0

[
m=l∑
m=−l

βlmY
m
l (θ, ϕ)

]
r−(l+1) (10.62)

これは後に出てくるような内向き、外向きの波ではないがmの有限性と lの無限和になっていることに注意

する。

特に次に見るように r → 0, r →∞の場合を考えて、上記 2項が必要である。
これは実部と虚部との境界条件になり、次章の境界問題で考察するが簡単に
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w = f(z) =
1

z

これは z平面上の単位円の内部（外部）の点を w平面の単位円の外部（内部）に移す変換になる。

原点 z = 0と、無限遠 z =∞を除いて等角写像になる
下図のように向きが反対になることにに注意する。

図 10.11: 内側と外側の変換

よって式 10.62が球の内部と外部を伝播する波であるこを示唆する。
以下簡単な例をここではみておく。これだけでも十分に物理との重要な関わりが理解できる。

10.6.4 内部ディリクレ問題

調和関数でみたように境界問題にはディリクレ問題とノイマン問題がある。ここではディリクレ問題を考

える。

球の半径を aとすると境界条件を

u(r = a, θ, ϕ) = f(θ, ϕ)

とおく。内部においては uが r = 0で有限であるべきだから式 10.62の第 2項の

βlm = 0

とおける。従って、

f(θ, ϕ) =

∞∑
l=0

[
m=l∑
m=−l

αlmY
m
l (θ, ϕ)

]
al

である。この時、式 10.61と直交性からフーリエ変換のように

αlm =
1

2πa′
2l + 1

1 + δ0m

(l −m)!

(l +m)!

∫ 2π

0

∫ π

0

f(θ, ϕ)Y m
l (θ, ϕ) sin θdθdϕ

と求めることができる。これは後で Green関数を扱うがその解と同じである。

10.6.5 外部ディリクレ問題

次に球の外部ディリクレ問題では球の表面の境界条件は先と同様に

u(r = a, θ, ϕ) = f(θ, ϕ)
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とする。ただし、今度は r →∞で u→ 0となるべきだから、今度は第 1項の

αlm = 0

となる。この時

u(r, θ, ϕ) =
∞∑
l=0

[
m=l∑
m=−l

βlmY
m
l (θ, ϕ)

]
r−(l+1)

となる。これは例えば l = 0であれば電荷のポテンシャルの形をとることが見える。つまり、l = 0であれば

u =
Y 0
0

r
=

1

r

となり、点電荷のポテンシャルである。これが先の図 10.10の左端の場合である。
さらに l = 1の場合はm = −1, 0, 1となるので

Y 1
1

r2
=

x

r3
= − ∂

∂x

(
1

r

)
Y 0
1

r2
=

z

r3
= − ∂

∂z

(
1

r

)
Y −1
1

r2
=

y

r3
= − ∂

∂y

(
1

r

)
となるが、これは 2重極ポテンシャルで先の図 10.10の左から 2番目になる。
以下同様に l = 2の時は 4重極ポテンシャルが得られる。
つまり、調和関数が原点に集中して多重極を表していることになる。

10.6.6 一般化

詳しくは次章でみるが、

w = ez

の変換を考えると下図に見るように w平面の 1点が z平面上では無限個の横帯に相当する対数関数は無限多

価関数である。

図 10.12: w = ez では z空間の 2πまでの負領域が w空間の単位円内部に写る。正領域は外部に写る

そこで次の無限区間における境界値問題を考える。d2u
dx2 + λu = 0 (−∞ < x <∞)

|x| → ∞ u(x)→ boundeddomain
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この微分方程式は λ < 0であれば u ≡ 0のみが解になる。

λ ≥ 0であれば、初等的な単振動であるが、次元を上げて、λを引数にとると

u(x, λ) =

A(λ)ei
√
λx +B(λ)e−i

√
λx (λ > 0)

Const. (λ = 0)

である。そこで δ関数の定義から

1

2π

∫ ∞

−∞
ei(k−k′)xdx = δ(k − k′)

が成り立つので

uk(x) =
1√
2π
eikx, (−∞ < k <∞)

とおくと、これは次の直交条件を満たす。∫ ∞

−∞
uk(x) ¯uk′(x)dx = δ(k − k′)

離散固有値をとる場合は
∞∑
j=1

uk(x) ¯uk′(x)ρ(x′) = δ(k − k′)

これはフーリエ変換であり、先の直交性から逆変換ができるので、すぐに F (k)を決めることができる。

1√
2π

∫ ∞

−∞
f(x)e−ikxdx =

1

2π

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
F (k′)eik

′xdk′
)
e−ikxdx

=

∫ ∞

−∞
F (k′)

(
1

2π

∫ ∞

−∞
ei(k

′−k)xdx

)
dk′

=

∫ ∞

−∞
F (k′)δ(k′ − k)dk′ = F (k)

逆変換では

f(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞

(∫ +∞

−∞
f(x′)e−kx′

dx′
)
eikxdk

=

∫ +∞

−∞
f(x′)

(
1

2π

∫ +∞

−∞
eik(x−x′)dk

)
dx′

つまり、この式が成り立つことは無限領域で境界値問題を考えると、フーリエ変換が登場する。

同時にディラックの δ関数が、自然に導かれることになる。

1

2π

∫ +∞

−∞
eik(x−x′)dk = δ(x− x′)

あるいは ∫ ∞

−∞
uk(x) ¯uk(x′)dk = δ(x− x′)

離散固有値の時は次のように重み関数 ρ(x)を掛ければよい。

∞∑
k=1

uk(x) ¯uk(x′)ρ(x
′) = δ(x− x′)
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10.6.7 エルミート関数

重み関数の例として、無限区間が連続的な固有値を持つとは限らない場合を考える。例えば

u′′(x) + (λ+ 1− x2)u(x) = 0, (−∞ < x <∞)

これは前章のスツリム-リュービル型の特異境界値問題である。次の変換

u(x) = e−x2/2H(x)

として代入すると

H ′′(x)− 2xH ′(x) + λH(x) = 0, (−∞ < x <∞)

を得る。これは

H(x)→ H(−x)

としても満たす。そこで

H(x) =

∞∑
n=0

anx
n

とおいて代入すると

an+2 =
2n− λ

(n+ 1)(n+ 2)
an, (n = 0, 1, 2 · · · )

が得られる。この解は a0 ̸= 0, a1 = 0とすると a3から 0になり、a0 = 0, a1 ̸= 0とすると a2から 0になる。
前者が偶数解、後者は奇数解になる。また、|x| → ∞ではH(x)は多項式程度の増大をみせる。

これには級数が有限で終わる必要がある。これらから

λ = 2n, (n = 0, 1, 2 · · · )

とこれがエルミート多項式 (Hermite_polynomials)という。
これは次のようみ重み e−x2

をつけた完全直交多項式となる。∫ ∞

−∞
HmHn(x)e

−x2

= 2nn!
√
πδmn

hn(x) ≡
Hn(x)e

−x2/2√
2nn!
√
π

図 10.13: 左からH1(x),H2(x),H3(x),H4(x),H5(x)

10.6.8 Green関数と固有関数

次に後章であつかう Green関数の固有関数と同次境界値問題をみておこう。
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10.7 ラプラス変換

10.7.1 重ね合わせの原理

ラプラス方程式の解は一通りではない。これを先の基本解を利用して 3次元、2次元の場合を見ていこう。
下図のように動点 P (x, y, z)に対して、定点 Q(ξ, η, ζ)を考える。
この時ラプラス方程式は次のような書き換えに対しても成り立つ。

r →
√
(x− ξ)2 + (y − η)2 + (z − ζ)2

つまり、定数を qとして

∇
(q
r

)
= −q r

r3

となる。そこで電磁気との類推から電場をベクトルとして

E(x) =
q

4πϵ0

1

r2
er

と、定義すれば、これはベクトル場をつくる。これは∇はベクトルだから

E(x) = −∇
(

q

4πϵ0

1

r

)
となることを使うと、新たに電位 (ポテンシャル)としてスカラー量である次が定義できる。

u(x) =
q

4πϵ0

1

r

このように基本解は自然に電磁気の単位MKSAを導くようにしてある。

明らかに点Qはポテンシャルの特異点になってしまう。これは物性定期にも非圧縮流体の沸きだし、吸込み

口をあらわし、この得点を点源 (point_source)という。速度場 v(x)を考えて、

v = ∇u ∼ q

4πr2

とした時の qが単位時間当たりの吸い込み量を表すのでこれを吸い込み (沸きだし)の強さという。
Q1, Q2, · · ·Qn に点電荷 q1, q2, · · · qn がある場合は重ね合わせの原理が成り立ち 3次元では rj = |x− xj |と
して、

u(r) =
1

4πϵ0

n∑
j=1

qj
rj

(10.63)

となり、これもラプラス方程式を満たす。

これは電荷の体積密度を ρ,面積密度を σとすれば体積内、曲面に連続分布している場合はそれぞれ、

u(r) =
1

4πϵ0

∫
V

ρ(x
′
)

|x− x′ |
dV

u(r) =
1

4πϵ0

∫
V

σ(x
′
)

|x− x′ |
dS

と表すことができて、これを 1重層分布 (surface_distribution)という。
次の図において底辺の長さ l、電荷 qとして ql =一定の条件のもとで l→ 0, q →∞の極限をとったものを電
気双極子という。

この電気双極子のポテンシャルも調和関数になる。
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図 10.14: 電気双極子 Q1と Q2 の間の距離が lである。

図から
1

r1
=

1√
r2 +

(
l
2

)2
+ rl cos θ

≈ 1

r

(
1− l cos θ

2r

)
1

r2
=

1√
r2 +

(
l
2

)2 − rl cos θ ≈
1

r

(
1 +

l cos θ

2r

)
よって

u(r) =
1

4πϵ0
lim
l→0

(
−q
r1

+
q

r2

)
=
ql cos θ

4πϵ0r2

双極子モーメント

p = ql

と位置ベクトル r = x− xi を用いると先の式はベクトル表現で

u(x) =
p · r

4πϵ0r3
(10.64)

と書ける。ここで

∇x

(
1

r

)
=

(
−x− x1

r3
,−x− y1

r3
,−x− z1

r3

)
= −∇x1

(
1

r

)
だから 10.64から ∂

∂n ≡ n · ∇xi
で法線方向の変化率を定義すると

u(x) =
p · r

4πϵ0r3
= − p

4πϵ0
∇x

(
1

r

)
=

p

4πϵ0

∂

∂n

(
1

r

)
調和関数の導関数もまた、調和関数になるのでこれも調和関数でラプラス方程式を満たす。

そこで薄い導体が帯電体の影響で静電誘導が生じた場合、次の図のように電荷が分布した場合、双極子が連

続に分布しているようにみなせる。nを法線ベクトルとし、点 Pでのポテンシャルを u(x)、r = |x− x1|とし
て θを nとQP = r = x− ξとのなす角にとる。
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図 10.15: 2重層分布

u(x) =
1

4πϵ0

∫
S

u(x1)
∂

∂n

(
1

r

)
dS(x1) =

1

4πϵ0

∫
S

u(x1)
cos θ

r2
dS(x1)

で与えられる。点 P が S の外部にあればこのポテンシャルは調和関数になる。これを 2 重層分布 (dou-
ble_distribution)という。
ラプラスはある時刻での条件が決まればその後の時刻で関数の値が決まるような変換を考えた。

f(x) = 0 x < 0 (10.65)

さらにこの関数のフーリエ変換として次のような変換を定義したわけである。この時複素数をもってきて

s = a+ i b a > 0 (10.66)

F (s) =

∫ +∞

−∞
f(x) exp(−sx)dx (10.67)

積分区間は全領域であるがはじめの式から

0 ≤ x <∞ (10.68)

になるので常に原点からの積分である。この変換をラプラス変換という。

式 10.67は

F (s) =

∫ +∞

−∞
f(x) exp(−ax) exp(−ibx)dx (10.69)

とかけるので

f(x) exp(−ax) (10.70)

をフーリエ変換したものであるとみなせる。そこでフーリエ逆変換は

f(x) exp(−ax) = 1

2π

∫ +∞

−∞
F (s) exp(−ibx)db (10.71)

この両辺を exp(−ax)で割り、積分変数を sに換える。変数変換は

db

ds
=

1

i
なので結局

f(x) =
1

2πi

∫
F (s) exp(sx)ds (10.72)

ただし変数の aは固定し

−∞ < b <∞ (10.73)

とする。式 10.72をラプラス逆変換という。物理では古典的な減衰、強制振動をはじめとして応用例が多い。
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10.7.2 ラプラス変換の例

　ラプラス変換の例として代表的なものを示そう。

1.Diracデルタ関数 a > 0

f(x) = δ(x)

F (s) =

∫
δ(x) exp(−sx)dx

= 1

2.定数関数 a > 0

f(x) = 1

F (s) =

∫
exp(−sx)dx

=
1

s

3.1次関数 a > 0

f(x) = x

F (s) =

∫
x exp(−sx)dx

=
1

s2

4.指数関数 a > 0

f(x) = exp(x)

F (s) =

∫
exp(x− sx)dx

=
1

s− 1

5.余弦関数 a > 0

f(x) = cos(x)

F (s) =

∫
cos(x) exp(−sx)dx

=
s

1 + s2

6.正弦関数 a > 0

f(x) = sin(x)

F (s) =

∫
sin(x) exp(−sx)dx

=
1

1 + s2
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10.7.3 ラプラス逆変換の例

ラプラス逆変換の例として代表的なものを示そう。

1.定数関数

F (s) = 1

f(x) =
1

2πi

∫
exp(sx)ds

= δ(x)

2.分数関数

F (s) =
1

s

f(x) =

∫
exp(sx)

2πis
ds

= 1

3.分数関数 (2次)

F (s) =
1

s2

f(x) =

∫
exp(sx)

2πis2
ds

= x

4.分数関数

F (s) =
1

s− 1

f(x) =

∫
exp(sx)

2πi(s− 1)
ds

= exp(x)

5.分数関数

F (s) =
s

1 + s2

f(x) =

∫
exp(sx)s

2πi(1 + s2)
ds

= cos(x)

6.分数関数

F (s) =
1

1 + s2

f(x) =

∫
exp(sx)

2πi(1 + s2)
ds

= exp(x)
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10.7.4 導関数の変換

関数 f(x)のラプラス変換を F (s)とする。微分 f ′(x)について式 10.67から部分積分により∫ +∞

−∞
f ′(x) exp(−sx)dx = [f(x) exp(−sx)]∞0 + s

∫
f(x) exp(−sx)dx

= −f(0) + sF [s]

F [f ′(x)] = sF [s]− f(0)

となる。これは線形微分方程式を代数方程式で表しているので第 2次導関数についても同じように

F [f ′′(x)] = s{sF [s]− f(0)} − f ′(0)

= sF [f ′(x)]− f ′(0)

と同じようにかける。

10.7.5 因果律

　次部で先進、遅延解についてふれるが電荷による電場の影響は有限の速さで伝播していく。そこで電場の

中で絶縁体は分極をして電気双極子モーメントをもった。この単位体積当たりの量を分極 pで表す。

分子が電場を感じて、分極するまでには有限の時間 τ だけかかるとする。積分範囲を 0 < τ < tとし、感受

率を χとすると電気双極子モーメントは

p(t) =

∫
χ(t− τ)E(τ)dτ (10.74)

のようにかける。ここで時刻 tについてラプラス変換をおこなってみよう。

P (s) =

∫
exp(−st)

∫
χ(t− τ)E(τ)dτdt (10.75)

積分変数を

z = t− τ (10.76)

に換えると

χ(s) =

∫
exp(−sz)χ(z)dz (z ≥ 0)

E(s) =

∫
exp(−sτ)E(τ)dτ (τ ≥ 0)

として次の積の関係が得られる。

P (s) = χ(s)E(s) (10.77)

ここで sが複素数であることがに注意すると s ̸= ωとして

Im [X(ω)] =

∫
Re [X(s)]

π(s− ω)
ds

Re [X(ω)] =

∫
Im [X(s)]

π(s− ω)
ds (10.78)

これを得るにはクラーマース・クローニヒの関係式が必要である。
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簡単にこれを示すと線形応答において t = 0でのインパルスを δ(t)、応答関数のうち奇関数を ho(t)、偶関数

he(t)で表すと

h(t) =
h(t) + h(−t)

2
+
h(t)− h(−t)

2
= he(t) + ho(t) (10.79)

因果律から t < 0→ h(t) = 0なので

ho(t) = sign he(t) (10.80)

he(t) = sign ho(t) (10.81)

と符号関数で表すことができる。また応答関数のフーリエ変換として

H(ω) =

∫ +∞

−∞
dt he(t)e

iωt +

∫ +∞

−∞
dt h0(t)e

iωt

=

∫ +∞

−∞
dt he(t) cos(ωt) + i

∫ +∞

−∞
dt h0(t) sin(ωt)

となり奇関数が虚部、偶関数が実部に対応する。そこで符号関数のフーリエ変換を

F(sign(t)) = ˆsign(t) (10.82)

で表し、次のようにフーリエ変換をする。∫ +∞

−∞
dt h0(t)sign(t)e

iωt =
1

2π

∫ +∞

−∞
dω′ iHI(ω

′) ˆsign(ω − ω′)

∫ +∞

−∞
dt he(t)sign(t)e

iωt =
1

2π

∫ +∞

−∞
dω′HR(ω

′) ˆsign(ω − ω′)

コーシーの主値を P で表すと実部、虚部について

HR(ω) =

∫ +∞

−∞
dt he(t)e

iωt

=

∫ +∞

−∞
dt h0(t)sign(t)e

iωt

=
1

2π

∫ +∞

−∞
dω′ iHI(ω

′) ˆsign(ω − ω′)

=
1

π
P

∫ +∞

−∞
dω′ HI(ω

′)

ω′ − ω

HI(ω) =

∫ +∞

−∞
dt he(t)sign(t)e

iωt

=
1

2π

∫ +∞

−∞
dω′HR(ω

′) ˆsign(ω − ω′)

=
1

πi
P

∫ +∞

−∞
dω′ HR(ω

′)

ω′ − ω
(10.83)

これが式 10.78に対応する。
これは下図のように実軸上の ωを迂回した積分経路を考え、大円の半径Rを大きく、小円（迂回路）の円の

半径 rすることによってコーシーの関係から
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lim
R→∞,r→0

{∫ ω−r

−R

H(z)

z − ω
dz +

∫ R

ω+r

H(z)

z − ω
dz

}
= P

∫ +∞

−∞
dz

H(z)

z − ω
= iπH(ω) (10.84)

となる。この結果の実部と虚部を比較することで式 10.83が得られる。

図 10.16: 半円上で特異点を迂回しての積分は 0になる。

電場の関係式 10.78に戻ると。これは実軸では光の分散をみることになるが虚軸では光の吸収を見ているこ
とに対応する。分極が電場が与えられてから生じる因果関係を示している。

11 境界問題

領域 Vにおいて調和であり、その境界を Sとしてここで与えられた関数 u(x)の境界とその内部を考え、

∇2u = 0 (in V )

u|s = f (onS)

を満たす問題がディリクレ (Dirichlet)問題であり、第 1境界問題ともいう。
また、境界 Sで次のように法線方向の微分係数が与えられる時

∇2u = 0 (in V )

∂u

∂n
|S = g (onS)

この u(x)を求める問題がノイマン問題、第 2境界値問題という。さらに S が有界な単連結領域の境界であ

る時、V が S の内部領域であるならば内部問題、外部領域であるならば外部問題と呼ぶ。

はじめに Dirichlet問題の解の一意性を示すため次の最大値原理 (maximum principle)を示す。
u(x)は V で調和、閉領域 V̄ では連続であるとする。この時の境界 S 上での uの最大値をM、最小値をm

とすると V̄ の任意の点 xについて

m ≤ u(x) ≤M

が成り立つ。これを弱い意味での最大値原理という。弱い意味とは必ずしも最大値や最小値が S上に存在す

るわけではないということである。

2次元の場合で最大値の場合を証明する。V は平面上の領域で Sはその領域の境界、さらに V̄ はその両方の

閉集合であるとする。

まず、uは有界閉集合 V̄ で連続な関数だから V̄ で最大値も最小値も存在する。また、Sにおいても最大値を

M、最小値mをとる。図のように Oを中心にして V を内部に取り込む十分大きい半径 Rの円をとり、V̄ 内

部の位置 r(x)において次の関数考える。ϵは正の定数とする。
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図 11.1: 最大値原理

v(x) = u(x)−M − ϵ(R2 − |x|2)

V̄ の範囲内にあれば R2 ≥ |x|2 であり、M は S 上の最大値であるからこの v(x)は S 上で常に負である。

さらに内部においても、もし、v(x)が開領域 V 内で正になるとすれば端点が最大ではないので

uは有界だから V 内のある点 x0 で正の極大値をとることになる。

x0 で極値をとるとすると
∂v

∂x
=
∂v

∂y
= 0,

∂2v

∂x2
≤ 0,

∂2v

∂y2
≤ 0

が成り立つから

∇2v ≤ 0

でないといけない。しかし、x0 で

∇2u = 0, ∇2r2 = 4

だから

∇2v ≥ 4ϵ > 0

であり、矛盾する。よって v(x)が領域 V 内では負である。

u(x) ≤M + ϵ(R2 − |x|2)

となり ϵ→ 0とすれば

u(x) ≤M

がいえる。最小値についても同じように証明できる。

この最大値の原理を利用してラプラス方程式のディリクレ問題の解の一意性を考えよう。

まず内部については

u(x) = u1(x)− u2(x)

とおくと uは V で調和かつ V̄ で連続であり、S 上で u = 0だから最大値の原理から

m =M = 0

である。よって V̄ において u = 0である。よって

u1 = u2

であり、解は一意である。

次に外部について次の正則性の条件を付加する。|x| → ∞において

• 3次元の場合：u(x)→ 0

• 2次元の場合：u(x)→ Const

この条件を付加することは外部ディリクレ問題を内部ディリクレ問題に変換することができる。
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11.1 複素領域

与えられた関数 f, gは境界 S上で連続である。また、ディリクレ問題に対しては u(x)が、ノイマン問題に対し

ては ∂u
∂n が境界を含めて連続でなくてはいけない。具体的に円Cに対する内部ディリクレ問題は x = r cos θ, y =

r sin θとして次が成り立つことである。

∂2u

∂r2
+

1

r

∂u

∂r
+

1

r2
∂2u

∂θ2
= 0

これは uを rと θとの関数に分離して解くことが多いが Dirichlet問題の解法の 1つは複素数に拡張する方
法がある。

複素領域 Dで正則な関数 f(x)を実数部 Re[f(x)]が境界 Cで与えられた値をとるように決めれることがで
きる。

そこで図のように向きを持った境界 C上の点 P (x, y)での接線微分を ds、内法線微分を dnとすると複素表

示で直交性から

nx + iny = i(sx + isy)

nx = −sy
ny = sx

であり、また

∂

∂s
= sx

∂

∂x
+ sy

∂

∂y

∂

∂n
= nx

∂

∂x
+ ny

∂

∂y

= −sy
∂

∂x
+ sx

∂

∂y
(11.1)

が成り立つことになる。

D
P
s

C

n

iy

x

図 11.2: 閉曲線 C上の法線ベクトルと接ベクトル

そこで領域 D内で正則な関数

f(x) = U(x, y) + iV (x, y) (11.2)

を定義すると Im[f(x)]は U(x, y)に共役な調和関数である。よってコーシー・リーマンの関係から正則であ
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るためには

∂U

∂x
=

∂V

∂y

∂U

∂y
= − ∂V

∂x

が成り立つので式 11.1より

∂U

∂s
=

∂V

∂n
∂U

∂n
= − ∂V

∂s

と書き換えることができる。

領域 Dの境界 C上で ∂U/∂nが与えられているときに U に共役な調和関数 V を考えればこの式から ∂V/∂s

が与えられる。

C上に 1点 P0 をとり、そこから C上の任意の点 P(x,y)まで境界 Cに沿った積分

V (x, y) =

∫ P

P0

∂V

∂s
ds (11.3)

により V の値は C上の各点で決まる。したがって D内の調和関数 V は Cのディリクレ問題として求まる
ことになる。

ノイマン問題の解 U はこの V を代入したコーシー・リーマンの方程式を積分すればいい。

よってノイマン問題は結局ディリクレ問題に帰着する結論が得られる。

境界Cで虚数部 Im[f(x)]が指定された値をとるように領域Dで正則な関数 Re[f(x)]を決定するのがノイ

マン問題であるといえる。

複素関数によりその実部、虚部がディリクレ問題とノイマン問題を決めるわけである。

　例として z = x+ iy平面上の有界単連結領域 Dで調和な実数関数 U(x, y)が与えられた時、

Dで U に対する 1価な共役調和関数を求める。
D内の任意な境界 Bで囲まれた領域を Kとすると∮

B

(Xdx+ Y dy) = 0 (11.4)

が成り立つ。そこで

X = −∂U
∂y

Y =
∂U

∂x

とおくと式 4.8から Greenの定理 5.2を用いて∮
B

(
−∂U
∂y

dx+
∂U

∂x
dy

)
=

∫ ∫
K

∇Udxdy = 0 (11.5)

が成り立つ。故に D内に定点 Q0 と任意の点 Qをとると次の積分は途中の経路によらない。

よって積分

V (x, y) =

∫ Q(x,y)

Q0

(
∂U

∂x
dy − ∂U

∂y
dx

)
(11.6)

は変数 (x, y)の 1価連続な関数で例えば xのみの変分をとると
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V (x+ dx, y) = V (x, y) +

∫ x+dx

x

(
−∂U
∂y

)
dx (11.7)

とおける。これから

∂V

∂x
= lim

dx→0

V (x+ dx, y)− V (x, y)

dx

= lim
dx→0

1

dx

∫ x+dx

x

(
−∂U
∂y

)
dx

= −∂U
∂y

が成り立つ。同様に yのみの変分を考えれば

∂V

∂y
=
∂U

∂x
(11.8)

となる。この結果から Dで Re[f(x)] = U(x, y)を満たす 1価正則関数は

f(z) = U(x, y) + i

∫ Q(x,y)

Q0

(
∂U

∂x
dy − ∂U

∂y
dx

)
(11.9)

となる。

11.2 等角写像

11.2.1 リーマンの写像定理

　複素 z平面上ｎ領域Dの点 z = x+ iyを w = u+ ivにうつす次の写像を考える。

物理学では複素数に拡大したこの写像は極めて重要になる。

複素空間に拡大され自由度が増したわけだが、以下にみるように正則性を維持するためには極めて厳しい条

件が付加され、それが現実の物理現象と関係している。

さらに位相の連続性を考える上でも今後の基礎になる。

まず、次の複素関数

w = f(z) (11.10)

を微分すると

dw = f ′(z)dz

であり、両辺の絶対値と偏角をとると

|dw| = |f ′(z)||dz|

arg[dw] = arg[f ′(z)] + arg[dz]

第 2章の解析関数でも見たように点 zにおける微小要素 dzは w平面では |f ′(z)|倍に拡大され、f ′(z)の偏
角だけ反時計回りに回転させた像 dwにうつる。従ってこの変換では角度の差は保存される。

これを等角写像 (conformal mapping)という。
式 11.10を次の実数値関数で表す。

u = u(x, y) v = v(x, y)

実部、虚部にわけたが常に

u ⊥ v
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である。領域Dにおいて正則であるためには、全微分可能である必要があり、これは式 4.9のコーシー・リー
マンの関係を満たすことであった。これから

f ′(z) =
∂f(z)

∂x
= −i∂f(z)

∂y

が成り立ち、

f ′(z) = ux(x, y) + ivx(x, y) = vy(x, y)− iux(x, y)

である。これだけでもかなり厳しい条件をつけたことになる。

さらに一般に複素関数を共役との対、F (z, z̄)で表すと次の関係が成り立つから

2
∂

∂z
=

∂

∂x
− i ∂

∂y
, 2

∂

∂z̄
=

∂

∂x
+ i

∂

∂y
(11.11)

∂

∂x
=

∂

∂z
+

∂

∂z̄
,

∂

∂y
= i

(
∂

∂z
− ∂

∂z̄

)
となる。これから

f ′(z) =

(
∂

∂z
+

∂

∂z̄

)
F (z, z̄) =

(
∂

∂z
− ∂

∂z̄

)
F (z, z̄)

が成り立つことになる。従って正則である場合は常に

∂F (z, z̄)

∂z̄
=
∂f(z)

∂z̄
= 0

であり z̄ = x− iyには依存しないという重要な関係が得られる。
これから一般に

F (z, z̄) = f(z) = F (x+ iy)

としてよいことになる。

また、正則関数 f(z) = u(x, y) + iv(x, y)は 2階偏微分関数で 2次導関数も連続であるから
次のように偏微分の順番を変えてもよい。式 4.9のコーシー・リーマンの関係から

∂2u

∂x2
=

∂2v

∂x∂y
=

∂2v

∂y∂x
= −∂

2u

∂y2

∂2v

∂x2
= − ∂2u

∂x∂y
= − ∂2u

∂y∂x
= −∂

2v

∂y2

である。これはラプラス演算子を用いて

△u = 0, △v = 0

としてよいことになる。

この uに対して vを共役調和関数 (conjyugate_harmonic_function)という。
また、なめらかな曲線 C : z(t) = x(t) + iy(t)が z0 = z(t0)において x軸となす角を θとし、次の変換でう

つされるなめらかな曲線を Γとする。

Γ : w(t) = u(x(t), y(t)) + iv(x(t), y(t))

この Γが u軸となす角を ϕとする。w = f(z)は等角写像であるから、曲線に依存しない角 αを用いて

ϕ = θ + α

と書き表すことができる。従って tan θの加法定理から

tan(θ + α) =
tanα+ tan θ

1− tan θ tanα
= tanϕ (11.12)

195



であり、さらに tanϕが∆v/∆uに対応しているから共通したパラメタ tのもとで

dv

dt
=
dv

dx

dx

dt
+
dv

dy

dy

dt
=
dx

dt

(
dv

dx
+
dv

dy

dy

dt

dt

dx

)

du

dt
=
du

dx

dx

dt
+
du

dy

dy

dt
=
dx

dt

(
du

dx
+
du

dy

dy

dt

dt

dx

)
の関係を用いると

tanϕ =
dv/dt

du/dt
|t=t0

=
vx + vy(ẏ/ẋ)

ux + uy(ẏ/ẋ)
|t=t0

=
vx + vy tan θ

ux + uy tan θ

従って z0 = z(t0)で 11.12と比較すれば

ux : uy : vx : vy = 1 : − tanα : tanα : 1

よってこれからもコーシーリーマンの関係式

ux = vy

−uy = vx

が得られたとになる。そこでリーマンの写像定理 (Riemann)として

z平面の領域Dが単連結で、かつ少なくとも 2つの境界点を持つならば、

Dから ω平面への単位円の内部への 1対 1の単葉な等角写像ができる。

すなわちこの等角写像を与えるDにおける正則関数 w = f(z)が存在する。

が成り立つ。

リーマンの写像定理は z平面と w平面の領域の内店同士の対応関係を述べていいるが境界点どうしの関係は

次のカラテオドリの定理で明らかになる。

z平面の領域Dが単連結Cで囲まれていて、この領域Dを w平面上の単位円に写像する正則関数

w = f(z)は閉領域 D̄ = D ∪ C で連続である。よって境界 C は単位円周上に 1対 1に連続で写像される。

11.2.2 具体的な例

例えば次の変換を考えよう。

w = f(z) =
1

z

これは前節でみたように z平面上の単位円の内部（外部）の点を w平面の単位円の外部（内部）に移す変換

である。原点 z = 0と、無限遠 z =∞を除いて等角写像になる。
下図のように向きが反対になることにに注意する。
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図 11.3: 内側と外側の変換

次に一般化してべき乗

w = fn(z) = zn

を考える。例えば n = 2の場合は z = x+ iyと w = u+ ivを代入すると

x2 − y2 = u, 2xy = v

という関係式を得られるから w平面では u = Const, v = Const の直線へ写像される。

この時、z平面上の点は y = ±x,または y = 0, x = 0を漸近線とする直角双曲線になる。

また、x = a, y = bの直線は w平面上で v2 = 4a2(a2 − u), v2 = 4b2(b2 + u)へ写され、共に等角写像になっ

ている。しかし dw/dz = 0となる z = 0は等角にならない。

n = 2の場合は z平面の 2点を w平面の 1点

x+ iy,−x− iy → u+ iv

に写す 2対 1の写像である。

図 11.4: 左は u = ±1, v = ±1の z平面のグラフ。右は x = ±1, y = ±1 のグラフ

よって一般に nの場合も

z = f−1
n (w) = n

√
w

は n価の関数になる。これらはリーマン葉に分岐させることで解析関数になる。

次に最も単純な指数関数

w = ez

を考えよう。z = x+ iy平面上の横幅 2πの無限個の横帯状の領域の各点

zn = x+ iy + 2inπ(n = 0,±1,±2, · · · )
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が

wn = ex+iy+2inπ = ex+iy

に等角写像される。ただし w = 0で
dw

dz
= ez = w = 0

だから、この点では等角写像にならない。逆関数は対数関数になり、

z = logw

である。例えば wの 1つの値を ρeiϕ とした時、ez = wとなる z = x+ iyを決める。

ex+iy = ρeiϕ

この時の偏角には 2πの不定性があるから次のように zのとりうる値は無限個あることになる。

zN = x+ yN = log ρ+ i(ϕ+ 2Nπ) (N = 0,±1,±2, · · · )

下図に見るように w平面の 1点が z平面上では無限個の横帯に相当する。対数関数は無限多価関数である。

図 11.5: w = ez では z空間の 2πまでの負領域が w空間の単位円内部に写る。正領域は外部に写る

11.3 内部と外部

外部ディリクレ問題やノイマン問題において解の一意性を保証するためにには無限遠で収束条件式 11.36が
必要になった。内部と外部をどう区別するかが問題になる。

既に第 2章で、円周幾何を扱った時に、この内部外部が、反転により決められることを見た。
そこで図のような半径 Rの球 V の内部の点 Q(x, y, z)と、外部の点 P (x1, y2, z3)は原点を Oとして

(x1, y1, z1) =

(
R2

r2
x,
R2

r2
y,
R2

r2
z

)
, r =

√
x2 + y2 + z2

(x, y, z) =

(
R2

r21
x1,

R2

r21
y1,

R2

r21
z1

)
, r1 =

√
x21 + y21 + z21

と表される。
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o

r1

r

R

Q(x1,y1,z1)

P(x,y,z)

図 11.6: 球 Vの外部 Pと内部 Q

これは前節 3.19でみた反転であり
rr1 = R2

という関係が成り立つ。この反転の操作によって原点Oを除く内部の領域と外部の領域を 1対 1で結ぶこ
とができる。

今、球の外部で調和関数 u(x)が与えられるとこの反転

u1(x1, y1, z1) =
R

r1
u

(
R2

r21
x1,

R2

r21
y1,

R2

r21
z1

)
=
R

r
u (x, y, z) (11.13)

は Oを除く領域で調和になる。
この変換をケルビン変換 (Kelvin_transformation)という。
例えば単位球 (R = 1)に対して次の関数

u(x) =
a

r
r = |x|

のケルビン変換を考えると球の内部 x1 において

u1(x1) =
1

r1
u(1/r1) =

1

r1

a

1/r1
= a

となり定数になる。逆に

u(x) = a|

とすると

u1(x1) =
1

r1
u(x1/r

2
1) =

a

r1

になる。また無限遠では正則ではないが

u(x) = ax

とすると
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u1(x1) =
1

r1
u(x1/r

2
1) =

ax1
r31

が得られ、これは式 10.64で見た、双極子ポテンシャルになる。よって逆に

u(x) =
ax

r3

を選ぶと

u1(x1) = ax1

になる。これらは除去可能な特異点では調和になっていることを表している。

よって関数u(x)が閉曲面、Sの外部領域V1で調和、Sを含めてC1関数で無限遠で正則であれば式 11.36,11.39
に対応して次のように書き換えられる。 ∫

V1

(∇u)2 dV =

∫
S

u
∂u

∂n
dS (11.14)

u(x) =
1

4π

∫
S

(
1

r

∂u

∂n
− u ∂

∂n

(
1

r

))
dS

ただし、∂/∂nは V1 から見て外向きである。

2次元の場合にも円 Cを考えて反転が定義できる。Rを半径とすると

u1(x1, y1) = u

(
R2

r21
x1,

R2

r21
y1

)
= u (x, y) (11.15)

とおくと∇1 = r2

R2∇だから

∇2
1u1(x1, y1) = ∇2

1u (x, y) =
r4

R4
∇2u(x, y)

が成り立つ。したがって u(x)が円 Cの外部で調和であれば u1(x1)は原点Oを除く円の内部で調和である。
u(x)が r →∞で有界になれば u1(x1)は原点 Oの近傍で有界であり、Oは除去可能な特異点となるので
u1(x1)は円の内部全体で調和になる。よってラプラス方程式から uが無限遠で定数になるなら

∂u

∂x
,
∂u

∂y
= O(

1

r2
)

程度の関数であるとみつもれる。従って u(x)が平面上の閉曲線 Cの外部領域 S1で調和で無限遠で正則であ

れば式 11.14の 2次元版として ∫
S1

(∇u)2 dS =

∫
C

u
∂u

∂n
dl (11.16)

∫
C

∂u

∂n
dl = 0

が成り立つ。これからも

u(x) =
1

2π

∫
C

((
log

1

r

)
∂u

∂n
− u ∂

∂n

(
log

1

r

))
dl + c

c = lim
r→∞

u

となる。外部ディリクレ問題はケルビン変換によって内部ディリクレ問題に変換される。

例えば原点を中心とする半径 aの球の表面において
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∂ϕ

∂n
= 0

を満たし、無限遠で Uを定数として
ϕ→ Ux

を満たす調和関数を求めると極座標表示で

∂ϕ

∂r
|r=a = 0

ϕ = Ur cos θ (r →∞)

となるので

ϕ = Ux+ ψ = Ur cos θ + ψ

を導入すると ψは次を満たす。
∂ψ

∂r
|r=a = −U cos θ

ψ → 0 (r →∞)

極座標でのラプラス方程式は r > aとして

∇2ψ =
∂2ψ

∂r2
+

2

r

∂ψ

∂r
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂ψ

∂θ

)
= 0

となる。次のように変数分離をして

ψ(r, θ) = f(r) cos θ

代入すると
d2f

dr2
+

2

r

df

dr
− 2

r2
f = 0

df

dr
|r=a = −U

ここで f(r) = rn とおくと n = 1,−2を得るが無限遠で 0になるためには n = −2となる。よって条件から

f(r) =
Ua3

2r2

と決まるので

ψ(r, θ) =
U

2

a3

r2
cos θ

を得る。これは 2重極ポテンシャルである。よって

ϕ = U(r +
a3

2r2
) cos θ

と決まる。これは x方向にUの一様な流れが半径 aの剛体球に入射したときの非圧縮、非粘性の速度ポテン
シャルである。
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11.4 ポアソンの式

ここで z = reiθ として u(z)に共役な調和関数を v(z)とすると次の関数は |z| < Rで正則である。

f(z) = u(z) + iv(z) (11.17)

よってコーシーの積分定理を用いると

f(z) =
1

2πi

∮
|ξ|=ρ

f(ξ)

|ξ − z|
dξ (|z| < ρ < R) (11.18)

次に z = reiθ の円 |ξ| = ρに関する鏡像を ẑ = (ρ2/r)eiθ で表すと f(ξ)/(ξ − ẑ)は ξの関数として |ξ| ≤ ρで正
則になる。よって

1

2πi

∮
|ξ|=ρ

f(ξ)

ξ − ẑ
dξ = 0 (11.19)

また

ξ = ρeiϕ

とおくと

dξ = iρeiϕdϕ (11.20)

だから、式 11.18と 11.19から次のように積分変数を変換できる

f(reiθ) =
1

2πi

∮
|ξ|=ρ

f(ξ)

(
1

ξ − reiθ
± 1

ξ − (ρ2/r)eiθ

)
dξ

=
1

2π

∫ 2π

0

f(ρeiϕ)

(
1

1− r
ρe

i(θ−ϕ)
± 1

1− ρ
r e

i(θ−ϕ)

)
dϕ (11.21)

負符号に対し、実数部をとると

u(reiθ) =
1

2π

∫ 2π

0

u(ρeiϕ)Re

[
1

1− r
ρe

i(θ−ϕ)
− 1

1− ρ
r e

i(θ−ϕ)

]
dϕ

=
1

2π

∫ 2π

0

u(ρeiϕ)

(
1

1− r
ρ cos(ϕ− θ)

− 1

1− ρ
r cos(ϕ− θ)

)
dϕ

=
1

2π

∫ 2π

0

u(ρeiϕ)


(

−ρ2+r2

rρ

)
cos(ϕ− θ)

1−
(

ρ2+r2

rρ

)
cos(ϕ− θ) + cos2(ϕ− θ)

 dϕ

=
1

2π

∫ 2π

0

u(ρeiϕ)

(
ρ2 − r2

−ρr/ cos(ϕ− θ) + (ρ2 + r2)− ρr cos(ϕ− θ)

)
dϕ

=
1

2π

∫ 2π

0

u(ρeiϕ)

(
ρ2 − r2

ρ2 − 2ρr cos(ϕ− θ) + r2

)
dϕ (r < ρ < R)

ここで u(z)は |z| ≤ Rで連続だから極限 ρ→ Rとすると

u(reiθ) =
1

2π

∫ 2π

0

u(Reiϕ)

(
R2 − r2

R2 − 2Rr cos(ϕ− θ) + r2

)
dϕ (11.22)

が得られ、これをポアソンの公式という。この公式が |z| ≤ Rで調和関数のディリクレ問題に対する具体的
な解を与えている。また、式 11.21の＋符号の右辺は

f(reiθ) =
1

2π

∫ 2π

0

f(ρeiϕ)

(
1− i 2ρr sin(ϕ− θ)

ρ2 − 2ρr cos(ϕ− θ) + r2

)
dϕ
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となるので両辺の虚数部をとると

v(reiθ) = v(0)− 1

π

∫ 2π

0

u(ρeiϕ)

(
ρr sin(ϕ− θ)

ρ2 − 2ρr cos(ϕ− θ) + r2

)
dϕ

v(0)は前節の平均値の定理式 5.29から求めることができる。ここで極限 ρ→ Rをとると

v(reiθ) = v(0)− 1

π

∫ 2π

0

u(ρeiϕ)

(
Rr sin(ϕ− θ)

R2 − 2Rr cos(ϕ− θ) + r2

)
dϕ (11.23)

となる。これは虚成分が実成分に依存しているために両方を同時に決めることができないことを示している。

従って式 11.22、11.23から ζ = Reiϕ で変数変換すると f(z) = u(z) + iv(z)だから

f(z) = iv(0) +
1

2πi

∮
|ζ|=R

u(ζ)
ζ + z

ζ − z
dζ

ζ
(11.24)

とまとめることができる。ここで式 11.22の括弧内の項について z = reiθ, ζ = Reiϕ で変換すると

R2 − r2

R2 − 2Rr cos(ϕ− θ) + r2
=
|ζ|2 − |z|2

|ζ − z|2

と簡単に表現できる。さらに

|ζ|2 − |z|2

|ζ − z|2
= Re

ζ + z

ζ − z
= 1 + 2Re

z

ζ − z
= 1 +Re

z/ζ

1− z/ζ
(11.25)

とかけるので最後の項に無限級数の公式を適用し、結局次のように位相部分を分離できる。

R2 − r2

R2 − 2Rr cos(ϕ− θ) + r2
= 1 + 2

∞∑
n=1

Re

(
z

ζ

)n

= 1 + 2

∞∑
n=1

( r
R

)n
cos(n(ϕ− θ))

= 1 + 2

∞∑
n=1

( r
R

)n
(cos(nϕ) cos(nθ) + sin(nϕ) sin(nθ))

これをポアソン核と呼ぶ。注目すべきはこれはそのままフーリエ級数になっていることである。

式 11.22は

u(reiθ) =
a0
2

+

∞∑
n=1

( r
R

)n
(an cos(nθ) + bn sin(nθ)) (11.26)

ただし、

an =
1

π

∫ 2π

0

u(Reiϕ) cos(nϕ)dϕ, bn =
1

π

∫ 2π

0

u(Reiϕ) sin(nϕ)dϕ (11.27)

である。

式 11.22はフーリエ級数を使うことなく、次のような幾何関係から求めることができる。
円周上の点 Q(R,α)と円内の点 P (r, θ)を図のように決め、線分 PQの長さを ρとすると余弦定理から

分母は

ρ2 = R2 + r2 − 2Rr cos(α− θ)

となり、これは r < Rならば ρ > 0だから 0になることはない。
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図 11.7: 円内の点 Pと円周上の点 Q

ポアソン核の式の u(r, θ)は C∞ の関数で一般に∫ 2π

0

R2 − r2

ρ2
dα =

∫ 2π

0

R2 − r2

R2 + r2 − 2Rr cos(α− θ)
dα = 2π (11.28)

が成り立つ。これは |z| < 1であれば
∞∑
k=1

zk =
z

1− z

となるので z = r
Re

i(α−θ) として、この左辺の実部をとると

Re

[ ∞∑
k=1

( r
R

)k
(cos k(α− θ) + i sin k(α− θ))

]
=

∞∑
k=1

( r
R

)k
cos k(α− θ)

図から余弦定理を用いて

ρ2 = R2 + r2 − 2Rr cos(α− θ)

が成り立つから右辺の実部をとると

Re

[
z

1− z

]
=

r cos(α− θ)
R− r cos(α− θ)

=
1

2

R2 + r2 − ρ2

R2 −Rr cos(α− θ)

=
1

2

R2 + r2 − ρ2

R2 −Rr cos(α− θ)

=
1

2

(
R2 − r2

R2 + r2 − 2Rr cos(α− θ)
− 1

)
となる。よって次のようになる。

R2 − r2

R2 + r2 − 2Rr cos(α− θ)
= 2

∞∑
k=1

( r
R

)k
cos k(α− θ) + 1

これを 0から 2πで積分すると式 11.28が成り立つ。
従って式 11.22を次のように

(r, θ) =
1

2π

∫ 2π

0

f(α)

(
R2 − r2

R2 − 2Rr cos(α− θ) + r2

)
dα (11.29)

ただし円周上では

u(r, θ) = f(θ) (r → R)
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になる。この積分をポアソン積分という。これは次のように示すことができる。

円内の点 P (r, θ)として、Pが円周上の点M(R, θ)に近づくことを考えると式 11.28から

u(P )− f(β) = R2 − r2

2π

∫ 2π

0

f(α)− f(β)
ρ2

dα

図のようにM を中心とする δを半径にとる円 Cから切り取る部分を C1 それ以外を C2 とする。

C1 に含まれる点 Q1(R,α)に対しては f の連続性から

|f(α)− f(β)| < ϵ

とすることができる。

図 11.8: C1 上の積分は収束する

よって C上の積分を C1 と C2 に分けた時、C1 上の積分に対しては

∥R
2 − r2

2π

∫ 2π

0

f(α)− f(β)
ρ2

dα∥ < ϵ
R2 − r2

2π

∫ 2π

0

dα

ρ2
= ϵ

である。

点 PがMを中心とする小さい円、半径 δ/2の円内の任意の点であれば C2 上の点 Q2に対して

ρ = P̄Q >
δ

2

であるから C上で |f | < K(定数)とすると

∥R
2 − r2

2π

∫ 2π

0

f(α)− f(β)
ρ2

dα∥ < 4K(R2 − r2)
2π

∫ 2π

0

dα

ρ2
=

8K(R2 − r2)
δ2

これは P →M の時、r → Rだから C2 上の積分も ϵより小さいくできる。

よって P →M の時、u(P )→ f(M)となりポアソン積分が内部ディリクレ問題の一意的な解になる。

さらに境界値 f(θ)の連続性が内部の u(r, θ)に影響する。これは 2つの境界値が

|f(θ1)− f(θ2)| < ϵ (0 ≤ θ ≤ 2π)

を満たせば対応する解が

∥u1(r, θ)− u2(r, θ)∥ < ϵ
R2 − r2

2π

∫ 2π

0

dα

ρ2
= ϵ

を満たすことからわかる。

従って境界値 f(θ)の値を境界の一部分で変更した影響が円内の解に及ぶ。

これは波動方程式のように双曲線型の解の性質とは対照的である。
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11.5 平均値の定理

前節の結果から調和関数は次のようないくつかの性質を示す。

平面上の 1点 Pにおける調和関数の値は Pを中心とする。任意の円上での関数の平均値に等しい。つまり
Pを中心とする半径 δの円において開円板上で調和、境界を含めた円板内で連続であれば

u(P ) =
1

2πδ

∫
c

uds

が成り立つ。これを調和関数に対する平均値の定理という。

3次元の場合は u(P )の値は P を中心として任意の半径上の uの値の平均値になる。

さらに uが領域 S で調和で境界を含めた内部 S̄ で連続であれば平均値の定理を使うと関数 uは定数でなけ

れば Sの境界上でのみ最大値と最小値をとらないといけない。もし、境界ではない内部で最大値をとったとす

ると、その点を Pにとり適当な円を描けばこの円周上が全て最大値になってしまう。よってこの境界上に最大
最小をとる定理を最大値の定理という。

調和関数は第 1節の結果から 2次元の場合も 3次元の場合も孤立特異点を持つ。これらは r = |x− x1|とし
Q(x1)に線源か双極子がある時のポテンシャルは 2次元で

u(r) = a log
1

r

3次元で

u(r) =
a cos θ

r

とおけた。これはそれぞれ x→ x1において u(x)が log r, r−1よりゆっくり発散するなら除去できる特異点

になる。これから真性特異点となる場合はそこに具体的な電荷があるような場合となる。

11.6 グリーンの定理と境界値問題

u(x1)は領域 Vで C2関数、境界と内部を含む領域 V̄ で C1関数とする。V 内の定点 P (x)と動点Q(x1)と

の距離

r = |x1 − x|

とする。ガウスの定理 ∫
V

∇AdV =

∫
S

A · ndS

において

A = ψ∇ϕ

として外向き法線ベクトルを ∂
∂n とすると

∇ · (ψ∇ϕ) = ∇ψ · ∇ϕ+ ψ∇2ϕ

ψ(n · ∇ϕ) = ψ
∂ψ

∂n

が成り立つ。これから次のグリーンの定理が成り立つ。

これをGreenの第 1定理 (Green’s first identity)という。∫
V

(ψ∇2ϕ+∇ψ · ∇ϕ)dV =

∫
S

ψ
∂ϕ

∂n
dS (11.30)

ψ, ϕを入れ替えて両辺を引けば∫
V

(ψ∇2ϕ− ϕ∇2ψ)dV =

∫
S

(
ψ
∂ϕ

∂n
− ϕ∂ψ

∂n

)
dS (11.31)
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が成り立つ。これをGreenの第 2定理 (Green’s second identity)という
内部のノイマン問題では

A = ∇u, ∇2u = 0

として 1次元、2次元では ∫
C

∂u

∂n
dl = 0,

∫
S

∂u

∂n
dS = 0 (11.32)

となる。さらに ϕ = ψ = uとすると式 11.30から 3次元、2次元では∫
V

(∇2u)dV =

∫
S

u
∂u

∂n
dS,

∫
S

(∇2u)dS =

∫
C

u
∂u

∂n
dl (11.33)

が成り立つ。これはさらに S上であれば
∂u

∂n
= 0

なので 3次元、2次元では ∫
V

(∇2u)dV = 0,

∫
S

(∇2u)dS = 0 (11.34)

である。従って内部ノイマン問題の場合は任意定数に不定性が残り解が求まる。

図 11.9: Cに沿って法線ベクトルを足し合わせると 0になる。

しかし、3次元では
u(x) =

a

r
r = |x|

とすると

∇2u = 0

となるが Ωを立体角として法線方向の積分を書き換えると nが Vに対して内向きなので∫
S

∂u

∂n
dS = −a

∫
Ω

1

r
rdΩ = −4πa (11.35)

となる。これは 0ではない。しかし、次の正則性の条件
2次元の場合は

u(x)→ Const (|x| → ∞) (11.36)

3次元の場合は

u(x)→ 0 (|x| → ∞)

が成り立つこととする。すると内部領域だけではなく、外部領域についても式 11.33が成り立つ。従って 2
つの異なる解があるとすると
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u = u1 − u2

とした時、領域 V̄ において

∇2u = 0

となるので u1 = u2 すなわち解は任意定数を除けば一意となる。

また、ポアソン方程式に対してもポアソン方程式を満たす 1つの解を u0(x)とし、

u(x) = u0(x) + u1(x)

とすれば

∇2u1 = 0

である。従ってポアソン方程式の境界値問題はラプラス法方程式の境界値問題に帰着する。

式 11.31において ϕ, ψ → u, vとすると∇2u = 0の時、τ(x)が領域 V̄ で C1 関数とするとポアソン方程式

∇2v = −4πτ(x)

を満たす v(x)が r = |x− x1|として

v(x) =

∫
V

τ(x1)

r
dV (x1)

と決まる。従ってポアソン方程式 10.13の 1つの解として ϕ(x)が C1 関数であれば

u0(x) = −
1

4π

∫
V

ϕ(x1)

r
dV (x1)

と求まることになる。

2次元の対数ポテンシャル

v(x) =

∫
S

σ(x1) log
1

r
dS(x1)

は σ(x)が C1 関数であれば

∇2v(x) = −2πσ(x)

のポアソン方程式を満たす。

11.7 ポテンシャル表現

前節に続いて u(x1) は領域 Vで C2関数、境界と内部を含む領域 V̄ で C1関数とする。V 内の定点 P (x)と

動点 Q(x1)との距離

r = |x1 − x|

とする。グリーンの定理において ϕ = u, ψ = 1
r とすると Q→ P において ψが無限大になるので点 Pを中

心として半径 δの球 Vδ を Vから取り除いた領域を V1 とする。また、Vδ の境界面を Sδ とする。V1 では

∇2

(
1

r

)
= 0

となる。
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図 11.10: 内側の領域と外側の領域法線ベクトルの向きが異なる。

ここで図のように境界面での法線ベクトル nの向き注目する。これは V1から見れば外向きなので Vδ から見

れば内向きになる。

このベクトルの向きにより、内側と外側が区別できる。

V1 においてグリーンの定理の式 11.31から

∫
V

(ψ∇2ϕ− ϕ∇2ψ)dV =

∫
S

(
ψ
∂ϕ

∂n
− ϕ∂ψ

∂n

)
dS∫

V

(
1

r
∇2u)dV =

∫
S

(
1

r

∂u

∂n
− u ∂

∂n

(
1

r

))
dS +

∫
Sδ

(
1

r

∂u

∂n
− u ∂

∂n

(
1

r

))
dS (11.37)

この時、δ → 0において ∫
V

1

r
dV = 2πδ2 → 0

だから左辺は
∫
V
( 1r∇

2u)dV に収束することがわかる。一方で球面 Sδ 上で法線ベクトル nが rと反対向きに
なるので

1

r
=

1

δ
,

∂

∂n

(
1

r

)
= − ∂

∂r

(
1

r

)
=

1

δ2

となるので球面 Sδ 上で前節の平均値の定理をつかうと Sδ 上の点を P
′
, P

′′
とすると

∫
Sδ

(
1

r

∂u

∂n
− u ∂

∂n

(
1

r

))
dS =

1

δ

∫
Sδ

∂u

∂n
dS − 1

δ2

∫
Sδ

udS

= 4πδ
∂u

∂n
(P

′
)− 4πu(P

′′
)

ここで u(P
′′
)→ u(x)だから 11.37において δ → 0とすると

u(x) =
1

4π

∫
S

(
1

r

∂u

∂n
− u ∂

∂n

(
1

r

))
dS − 1

4π

∫
V

(
1

r
∇2u)dV

を得る。これは同様にして 2次元の場合についても曲線 Cを Sの境界にとれば

u(x) =
1

2π

∫
C

{(
log

1

r

)
∂u

∂n
− u ∂

∂n

(
log

1

r

)}
dl − 1

2π

∫
S

(
log

1

r

)
∇2udS

が成り立つ。よって uが領域 V, S で調和であれば∇2u = 0なので次の公式が成り立つ

3次元では 1重層分布に対応し、

u(x) =
1

4π

∫
S

(
1

r

∂u

∂n
− u ∂

∂n

(
1

r

))
dS (11.38)
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2次元では 2重層分布に対応し、

u(x) =
1

2π

∫
C

{(
log

1

r

)
∂u

∂n
− u ∂

∂n

(
log

1

r

)}
dl (11.39)

が得られる。逆に調和関数の平均値の定理や最大値の定理もこれから導くことができる。

12 Green関数

　境界での連続性を問題にしてきたがこれを応用したのがGreen関数である。波動現象を考えるには必須の
道具になるだけでなく物理現象の考え方の基本を 1つ理解できるようになる。量子力学や、摂動論にも、後の
場の理論、経路積分にも応用できる。調和関数を事前に学習し、技巧のみ追うことのないようにすれば有用な

道具になる。

12.1 ポアソン方程式

はじめに簡単な例を紹介しよう。次章で取り扱う電磁気学においても次のように表されるポアソン方程式は

物理でよく登場する。

∆ϕ = − ρ

ϵ0
(12.1)

ここで ρは電荷密度、ϵ0は真空の誘電率である。空間にある波源があり、有限の速度で伝達することを示す。

さらにその空間に境界があれば発生した波は境界で反射し、有限の時間の中で定常波が出来上がる。これは重

ね合わせの原理を採用できるあらゆる場面に共通した現象である。

そこで次の境界条件を付け加えよう。

ϕ|S = 0

この条件のもとで解 ϕは決めることができる。この時便利であるのが Green関数である。
次のように定義する。波源を r0 として、位置 rにおいて

∆G(r, r0) ≡ −δ(r− r0) (12.2)

G(r, r0)|r onS = 0

Green関数はデルタ関数の性質を巧みに利用する。というよりむしろデルタ関数を定義しているともいえる
だろう。3次元空間でのこの解は次節で示すようによく知られていて

G(r, r0) =
1

4π|r− r0|
(12.3)

である。境界条件を満たす Green関数が見つかれば第１部の調和関数で導いた Greenの定理があるので式
12.2より ∫

S

(ϕ∇G−G∇ϕ)dS =

∫
V

(ϕ∆G−G∆ϕ)dV

=

∫
V

(−ϕδ(r− r0) +G
ρ

ϵ0
)dV

= −ϕ(r) + 1

ϵ0

∫
V

G(r, r0)ρ(r0)dV

ここで左辺は非常に大きな領域を考えた場合 1/r2 より早く減少していくと考え、表面積分は 0になると考
えれば

ϕ(r) =
1

ϵ0

∫
V

G(r, r0)ρ(r0)dV

=
1

4πϵ0

∫
V

ρ(r0)

|r− r0|
dV
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である。つまりGreen関数は波源に生じるポテンシャルを離れた位置にどうのように伝播していくかを表す
伝播関数のようなものだともいえる。

12.2 定義

ある線形で逆をもつエルミートな演算子を Lとして次のような方程式があるとする。

L |a⟩ = |b⟩

この時、

|a⟩ = L−1 |b⟩

とかくことができる。この L−1 ≡ Gと定義し、この Gをグリーン演算子 (Greenian)という。

|a⟩ = G |b⟩

ある基底 ⟨l|を作用させ、完全系を用いて⟨
x

′′
∣∣∣ l′⟩⟨l′ ∣∣∣ x′

⟩
= δ(x

′′
− x

′
)

が成り立つとして

⟨l| a⟩ = ⟨l|G |b⟩ =
∫
⟨l|G

∣∣∣l′⟩⟨l′ ∣∣∣ b⟩ dl′ = ∫ G(l, l
′
)ϕ(l

′
, b)dl

′

この行列要素 G(l, l
′
)をグリーン関数 (Green_function)という。この Green関数は線形常微分方程式を

解くことによく使われる。

例えば x軸上で次のような問題を考える。任意の C2 関数 u(x), v(x)について

Lu(x) = f(x), a < x < b (12.4)

ただし、Lは次のような線形微分演算子である。

L = p(x)
d2

dx2
+ q(x)

d

dx
+ r(x) (12.5)

であり、境界条件

B1u = γ1, B2u = γ2 (12.6)

である。ここで次のような関数を用意し、その部分積分を考えると式 12.5から

∫ b

a

vLudx =

∫ b

a

(
vpu

′′
+ vqu

′
+ vru

)
dx

=
[
p(vu

′
− v

′
u) + (q − p

′
)uv
]b
a
+

∫ b

a

u
(
pv

′′
+ 2p

′
v

′
− qv

′
+ p

′′
v − q

′
v + rv

)
dx

=
[
p(vu

′
− v

′
u) + (q − p

′
)uv
]b
a
+

∫ b

a

uL∗vdx (12.7)

ただし、L∗ を Lの形式的随伴微分演算子 (formal_adjoint_differential_operator)として

L∗ = p
d2

dx2
+
(
2p

′
− q
) d

dx
+ p

′′
− q

′
+ r
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である。右辺第 1項の
[
p(vu

′ − v′
u) + (q − p′

)uv
]b
a
を境界項という。

とくに L = L∗ であれば形式的に自己随伴 (formally_self_adojint)であるという。
また、式 12.6の γ = 0として

B∗
1u = 0, B∗

2u = 0

とすると、これを随伴境界条件 (adjoint_boundary_conditions)という。

12.3 一般解

　次に Green関数を用いた微分方程式の解法を考える。一般的な線形微分演算子 Lを考ると

a < x, ξ < bとしてグリーン関数と随伴グリーン関数が次のように表現される。xを座標変数とみなし、ξは

ここでは単にパラメタとして扱う。 LG(x, ξ) = δ(x− ξ)

B1G = 0 B2G = 0L∗G∗(x, ξ) = δ(x− ξ)

B∗
1G

∗ = 0 B∗
2G

∗ = 0

ここで G∗(x, ξ)が求まると式 12.4から次のように関数 u(x)を求められる。

Lu = f(x)

の微分方程式に左から G∗(x, ξ)をかけて積分すると式 12.20から v = G∗ とすれば境界項が消えるので∫ b

a

G∗(x, ξ)f(x)dx =

∫ b

a

uL∗G∗dx =

∫ b

a

u(x)δ(x− ξ)dx = u(ξ)

であり、次のように変数変換すれば

u(x) =

∫ b

a

G∗(ξ, x)f(ξ)dξ

求める関数が得られる。これは (L,B1, B2)に対応した演算子の逆演算子が G∗(ξ, x)を積分核とした積分演

算子で表されることを示す。よって

G∗(ξ, η) = G(η, ξ)

という関係があることがわかる。無論、自己随伴になっていれば

G(ξ, η) = G(η, ξ)

である。ここで単にはじめはパラメタとして扱った ξは随伴関係の中で座標変数と入れ替わる。つまり両者

は対等で観測側の立場に依存することになる。

一般化すると微分方程式を解く場合、Lを線形演算子として次のような領域Dの境界条件があればLu(x) = f(x) x ∈ D

Bu(x) = 0 x ∈ ∂D

式 12.20から次の関係があることが基礎になる。
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∫
D

vLudV (x)−
∫
D

uL∗vdV (x) = [boudary term] (12.8)

これは第 1部の調和関数で紹介した次のグリーンの定理の書き換えでもある。∫
V

(ψ∇2ϕ− ϕ∇2ψ)dV =

∫
S

(
ψ
∂ϕ

∂n
− ϕ∂ψ

∂n

)
dS

この時次のようにグリーン関数とその随伴を定義できる。LG(x, ξ) = δ(x− ξ)

BG = 0
(12.9)

L∗G∗(x, ξ) = δ(x− ξ)

B∗G∗ = 0

これから関数 u(x)は先のように変数の書き換えを経て

u(x) =

∫
D

G∗(ξ,x)f(ξ)dV (ξ)

と求まる。さらに Gを明らかにするために G∗(x, ξ)を微分方程式の特殊解 E∗(x, ξ)が既知であるとして次

のように分解する。

G∗(x, ξ) = E∗(x, ξ) + g∗(x, ξ)

E∗(x, ξ)は特殊解であるが境界条件を満たす必要はない。この境界条件については残りの g∗(x, ξ)に任せる

わけである。

このような E∗(x, ξ)を微分演算子 L∗ の基本解という。このときの基本解は一意ではない。x = ξ に δ関数

になることが条件だといえる。

前部でラプラス演算子が自己随伴であることを示したので Lがラプラス演算子であれば L = L∗となるので

3次元、2次元のラプラス演算子に対する基本解は前部の調和関数で紹介したように

E(x,x1) = E∗(x,x1) = −
1

4πr
(r = |x− x1|) 3dimention (12.10)

E(x,x1) = E∗(x,x1) = −
1

2π
log

1

r
(r = |x− x1|) 2dimention

と決めることができる。物理的にはこれらは点源、線源に対応している。さらにラプラス演算子ではg∗(x, ξ), g(x, ξ)

共に調和関数になる。境界条件は uに対して

x ∈ ∂D

として

Bu = u = 0

であれば

B∗v = v = 0

であれば境界項が消えた。従って (L,B)が自己随伴といえる。

グリーンの定理の 2次元版として∫
S

(v∇2u− u∇2v)dS =

∫
∂S

(
v
∂u

∂n
− u∂v

∂n

)
dl

を用いて u = G(x, ξ) v = G∗(x, η)とおけば境界項が消える。これからも次の対称性

213



G∗(ξ, η) = G(η, ξ)

が成り立つ。

12.3.1 鏡像法

境界条件を利用する場合に領域の幾何が単純であれば図のような鏡像法を用いることができる。

微分方程式

Lu(x, y) = ∇2u(x, y) = f(x, y) (x, y) ∈ D

を次の境界条件で解くことを考えよう。
u(x, 0) = ϕ(x) (x > 0)

∂u
∂n (0, y) = ψ(y) (y > 0)

u→ 0 (
√
x2 + y2 →∞)

ただし ∂/∂nは領域 Dの境界における外向き法線方向微分である。

図 12.1: (ξ, η)を線源とした鏡像法

この時グリーン関数は 
LG(x, ξ) = ∇2G(x) = δ(x− ξ) (x ∈ D, ξ ∈ D)

G(x, 0; ξ, η) = 0, ∂G
∂n (0, y, ξ, η) = 0 (x > 0, y > 0)

G(x, y; ξ, η)→ 0 (
√
x2 + y2 →∞)

を満たす。図の反時計回りを正として領域で積分を実行すると

∇2u(x, y) = f(x, y)

は次のグリーンの定理を用いると境界だけを見れば計算できる。∫
S

(v∇2u− u∇2v)dS =

∫
∂S

(
v
∂u

∂n
− u∂v

∂n

)
dl

v = Gとして∇2G(x) = δ(x− ξ)だから境界条件から ∂u
∂n (0, y) = ψ(y)だったから∫

D

(
G(x, ξ)∇2u− u∇2G(x, ξ)

)
dV =

∫
D

G(x, ξ)f(x, y)dV − u(ξ)

=

∫
∂D

(
ψ
∂ϕ

∂n
− ϕ∂ψ

∂n

)
dl (12.11)

=

∫ ∞

0

ϕ
∂G(x, 0; ξ, η)

∂x
dx+

∫ ∞

0

G(0, y, ξ, η)ψ(y)dy (12.12)
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となる。図の鏡像法から G(x, ξ)は点 (ξ, η)に次の 2次元の基本解を満たす線源

G(ξ, η) = − 1

2π
log

1

r
(12.13)

をおいた時の境界条件を満たすポテンシャルである。各鏡像点が境界条件を満たすように調整される。

従って、変数の書き換えをすると

u(x, y) = −
∫ ∞

0

ϕ(ξ)
∂G(x, y; ξ, 0)

∂η
dξ −

∫ ∞

0

G(x, y, 0, η)ψ(η)dη

+

∫ ∞

0

∫ ∞

0

G(x, y; ξ, η)f(ξ, η)dξdη

であり自己随伴だから

G(x, y; ξ, η) = G(ξ, η;x, y)

であり式 12.13から鏡像法を用いて、各線源を足し合わせ

G(x, y; ξ, η) =
1

4π

(
log

1

[(x+ ξ)2 + (y + η)2]
+ log

1

[(x− ξ)2 + (y + η)2]

)
− 1

4π

(
log

1

[(x− ξ)2 + (y − η)2]
+ log

1

[(x+ ξ)2 + (y − η)2]

)
=

1

4π
log

[
(x− ξ)2 + (y − η)2

] [
(x+ ξ)2 + (y − η)2

]
[(x− ξ)2 + (y + η)2] [(x+ ξ)2 + (y + η)2]

と求まる。

12.3.2 球の場合

第 1部の調和関数であつかった球に対するディリクレ問題を Green関数で再び考えてみよう。
領域 Dを半径 aの球の内部、∂Dはその表面とし次のような境界条件を持つ微分方程式を考える。

Lu(x) = ∇2u = f(x) (x ∈ D) (12.14)

u(x) = ϕ(x) (x ∈ ∂D)

この時のグリーン関数を次で定義する。LG(x, ξ) = ∇2G(x) = δ(x− ξ) (x ∈ D)

G(x, ξ) = 0 (x ∈ ∂D)
(12.15)

式 12.12と同様にグリーンの定理を用いれば境界での G(x, ξ)は 0になるので ψ = Gとして

∫
D

(
G(x, ξ)∇2u− u∇2G(x, ξ)

)
dV =

∫
D

G(x, ξ)f(x)dV − u(ξ)

=

∫
S

(
ψ
∂ϕ

∂n
− ϕ∂ψ

∂n

)
dS

= −
∫
∂D

ϕ(x, ξ)
∂G(x, ξ)

∂x
dS

ただし ∂/∂nは領域 Dの境界における外向き法線方向微分である。
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よって変数変換をすれば

u(x) =

∫
D

G(ξ,x)f(ξ)dV −
∫
∂D

ϕ(ξ,x)
∂G(ξ,x)

∂ξ
dS (12.16)

となるので後は境界条件を満たす Green関数を見つければよい。
ここで図のような半径 aの球を考えると G(x, ξ)は境界条件の式 12.15から、この球を接地し、
内部の位置 ξに点電荷をおいた時の静電ポテンシャルを表している。

図 12.2: アポロニウスの円 OQ ·OQ′
= a2

上の図において点 ξを Qにとる。点 xを Pとする。次を満たす Q
′
を決める。

OQ ·OQ
′
= a2

この点 Q
′
に Qと異符号の電荷をおいた時、点 xでのポテンシャル値 G(x, ξ)は PQ = r, PQ

′
= r

′
として

G(x, ξ) = − 1

4πr
+

q

4πr′

となる。電荷 qは境界条件から決まる。例えば Pが球面上にあれば△POQ ∼ △Q′
OP だから

r
′
=
a

ρ
r

となるので

q =
a

ρ

と選べば式 12.15を満たす。これからグリーン関数が次のように求まる。
ただし、∠POQ = γ,OP = ρ̄である。

G(x, ξ) = − 1
4πr + a/ρ

4πr′

r = PQ =
√
ρ̄2 + ρ2 − 2ρ̄ρ cos γ

r
′
= PQ

′
= 1

ρ

√
ρ̄2ρ2 + a4 − 2a2ρ̄ρ cos γ

(12.17)

この時、G(x, ξ) = G(ξ,x)も成り立っている。式 12.14において f(x) = 0の時はさらに詳しい解が次のよ

うに得られる。

ξは球内の点として ρ < aとすると

∂G

∂n

∣∣∣∣
Surface

=
∂G

∂ρ̄

∣∣∣∣
ρ̄=a

=
a2 − ρ2

4πa (a2 + ρ2 − 2aρ cos γ)
3/2
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球内の点 ξと球面上の点 xとすると極座標を用いれば

ξ = ρ sin θ cosα, η = ρ sin θ sinα, ζ = ρ cos θ

x = a sin θ̄ cos ᾱ, y = a sin θ̄ sin ᾱ, ζ = a cos θ̄

さらに図の余弦定理からと上の式を代入した結果から

|x− ξ|2 = a2 + ρ2 − 2aρ cos γ

= a2 + ρ2 − 2aρ
(
cos θ̄ cos θ + sin θ̄ sin θ cos(ᾱ− α)

)
が成り立つことになるから

cos γ = cos θ̄ cos θ + sin θ̄ sin θ cos(ᾱ− α)

である。これから解として極座標の表現で

u(ρ, θ, α) =
a(a2 − ρ2)

4π

∫ 2π

0

∫ π

0

ϕ(θ̄, ᾱ) sin θ̄dθ̄dᾱ

a2 + ρ2 − 2aρ
(
cos θ̄ cos θ + sin θ̄ sin θ cos(ᾱ− α)

)3/2
となり、これもポアソン積分という。

12.3.3 拡散演算子

ラプラス演算子と異なる次のような 1次元の拡散方程式を考えよう。kを定数として

L =
∂

∂t
− k ∂

∂x2

を拡散演算子として Lu(x, t) = f(x, t) (−∞ < x <∞, t > 0)

u(x, 0) = ϕ(x)
(12.18)

Lは自己随伴ではないので

L∗ = − ∂

∂t
− k ∂

∂x2

とすれば

vLu− uL∗v = (ut − kuxx) + u(vt + kvxx) = (uv)t − k(vux − uvx)x

となるので (x, t)平面の矩形領域を

D = (a, b)× (t1, t2)

としてこの領域で積分すると∫ t2

t1

∫ b

a

(vLu− uL∗v) dxdt =

∫ b

a

[uv]t=t2
dx−

∫ b

a

[uv]t=t1
dx

− k

∫ t2

t1

[vux − uvx]x=b dt+ k

∫ t2

t1

[vux − uvx]x=a dt (12.19)

となる。これが式 12.8に相当する。
式 12.18を解くためにまず次の基本解 E∗(x, t; ξ, τ)に過去への拡散を防ぐために t > τ の条件をつける。L∗E∗(x, t; ξ, τ) = −E∗

t − kE∗
xx = δ(x− ξ, t− τ) (−∞ < x <∞, t > 0)

E∗ = 0 (t > τ)
(12.20)

217



右辺をフーリエ変換すると

Fx [δ(x− ξ, t− τ)] =
∫ ∞

−∞
δ(x− ξ)δ(t− τ)e−iκxdx = e−iκxδ(t− τ)

が成り立つから基本解について ∂
∂t Ê

∗(k, t)− kκ2Ê∗(k, t) = −e−iκξδ(t− τ)

Ê∗(k, t) = 0 (t > τ)

よって t ̸= 0の時ヘヴィサイドのステップ関数をH(x)として

H(x) =

∫ x

−∞
δ(ξ)dξ

を用いて次のように一つにまとめることができる。

Ê∗(k, t) =

aekκ
2t (t < τ)

0 (t > τ)

= aH(τ − t)ekκ
2t

定数 aは元の式に代入して

a = ekκ
2τ−ikξ

が得られるので

Ê∗(k, t) = H(τ − t)e−kκ2(τ−t)e−κξ

となり、これを逆変換すれば

E∗(x, t; ξ, τ) =

∫ ∞

−∞
H(τ − t)e−kκ2(τ−t)e−κξedκ

=
H(τ − t)√
4πk(τ − t)

exp

(
(x− ξ)2

4k(τ − t)

)
が得られる。これは過去に向かっての拡散を表している。式 12.19から
としてこの結果を代入すると次の項だけが残る。∫ t2

t1

∫ b

a

(vLu− uL∗v) dxdt = −
∫ b

a

[uv]t=t1
dx

よって

a = −∞, b =∞

とすると式 12.20から

∫ t

0

∫ ∞

−∞
uL∗vdxdt =

∫ t

0

∫ ∞

−∞
vLudxdt+

∫ ∞

−∞
[uv]t=t1

dx

=

∫ ∫
uL∗E∗(x, t; ξ, τ)dxdt =

∫ ∫
uδ(x− ξ, t− τ)dxdt = u(x, t)

よって式 12.18が成り立つので基本解 E∗ が随伴グリーン関数になる。

u(x, 0) = ϕ(x), Lu = f, t = 0, t2 = t > τ
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として、最後の式で変数を入れ替えると式 12.16の処方に従い

u(x, t) =

∫ t

0

∫ ∞

−∞

f(x, t)√
4πk(τ − t)

exp

(
(x− ξ)2

4k(τ − t)

)
dxdt+

∫ ∞

−∞

ϕ(x)√
4πkt

exp

(
(x− ξ)2

4kt

)
dx

=

∫ t

0

∫ ∞

−∞

f(ξ, τ)√
4πk(τ − t)

exp

(
(x− ξ)2

4k(τ − t)

)
dξdτ +

∫ ∞

−∞

ϕ(ξ)√
4πkt

exp

(
(x− ξ)2

4kt

)
dξ

12.3.4 波動関数

次に空間 3次元の波動演算子を考えよう。これは次のように自己随伴である。

L = L∗ =
∂2

∂t2
− c2∇2

まず基本解を

LE(x, t; ξ, τ) =
∂2

∂t2
E − c2∇2E = δ(x− ξ, t− τ) (12.21)

とおく。時刻 τ に点源が作用したとして時間的な境界条件は

E = 0 (t < τ)

とする。フーリエ変換すると

d2Ê

dt2
+ c2k2Ê = e−ik·ξδ(t− τ) (k = |k|)

t > τ では δ(t− τ) = 0だから

Ê(k, t) =

0 (t < τ)

A sin(ckt) +B cos(ckt) (t > τ)

t = τ での接続条件は微分係数も連続であるとして

Ê(k, t) =

A sin(ckτ) +B cos(ckτ) = 0

ckA cos(ckτ)− ckB sin(ckτ) = e−ik·ξ

これを解くと

A =
e−ik·ξ

ck
cos(ckτ)

B = −e
−ik·ξ

ck
sin(ckτ)

となるのでステップ関数 θ(t− τ)を用いて次のように 1つの表現にまとまる。

Ê =
1

ck
e−ik·ξ sin [ck(t− τ)] θ(t− τ)

よってこれを逆変換すると k(k1, k2, k3)であることに注意して

E =
1

(2π)3

∫ ∞

−∞

eik·(x−ξ)

ck
sin (ck(t− τ)) dk1dk2dk3θ(t− τ)
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従って新たに ck = κ, κ = |κ|とおくと

E =
θ(t− τ)
(2πc)3

∫ ∞

−∞

eiκ/c·(x−ξ)

κ
sin (κ(t− τ)) dκ1dκ2dκ3

さらに極座標に変換して

E =
θ(t− τ)
(2πc)3

∫ ∞

0

∫ π

0

eiκ/c·|x−ξ| cos θ

κ
sin (κ(t− τ)) sin θdθdκ

=
θ(t− τ)
(2πc)3

∫ ∞

0

∫ 1

−1

eiκ/c·|x−ξ| cos θ

κ
sin (κ(t− τ)) d (cos θ) dκ

=
θ(t− τ)

4π2c2|x− ξ|

∫ ∞

0

2 sin

(
κ
|x− ξ|
c

)
sin (κ(t− τ)) dκ

=
θ(t− τ)

4π2c2|x− ξ|

∫ ∞

0

{
cosκ

(
t− τ − |x− ξ|

c

)
− cosκ

(
t− τ + |x− ξ|

c

)}
dκ

となるが δ関数の定義から
1

π

∫ ∞

0

cosκxdκ = δ(x)

だったから r = |x− ξ|としてステップ関数を考慮すると

E(x, t; ξ, τ) =
θ(t− τ)

4πc2|x− ξ|

(
δ

(
t− τ − |x− ξ|

c

)
− δ

(
t− τ + |x− ξ|

c

))
=

1

4πc2r
δ
(
t− τ − r

c

)
(12.22)

となる。ステップ関数があるので最後の式は遅延解のみ拾うことになった。

この基本解を遅延グリーン関数という。

この解から時刻 τ という時刻に点 ξに作用した点源の影響が球面波として速度 cで外向きに伝わる。

点源の効果が点 xに到達するのは t− τ = |x− ξ|/cを満たす時刻 tになる。この前後の時刻では点源には影

響はない。

これはこの場合の波動演算子 Lの基本解とみなすことができるが無限領域のグリーン関数とみなすこともで

きる。

これに対して点源の作用時刻 τ より先の時刻においては

L∗E∗(x, t; ξ, τ) =
∂2

∂t2
E∗ − c2∇2E∗ = δ(x− ξ, t− τ) (12.23)

E∗ = 0 (t > τ)

を満たす E∗ が基本解であり、これを先進グリーン関数という。この解は次の時間反転

t→ −t, τ → −τ

と置き換えればよい。よって

E∗(x, t; ξ, τ) =
1

4πc2r
δ
(
t− τ + r

c

)
である。先進と遅延のグリーン関数については後にシュレディンガー方程式を例に考察する。

これらの解から空間 2次元の場合の基本解も求めることができる。z軸をつぶして考えれば波動方程式は[
∂2

∂t2
− c2

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)]
E(x, y, t; ξ, η, τ) = δ(x− ξ)δ(y − η)δ(t− τ)
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となる。ただし、先の結果から z軸をつぶすので E は zに無関係として ζ については −∞,∞で積分する。

E(x, y, t; ξ; η, τ) =
1

4πc2

∫ ∞

−∞

δ
(
t− τ − r

c

)
r

dζ

となる。次のように変数変換すると

z − ζ = s, r2 = ρ2 + s2, ρ =
√
(x− ξ)2 + (y − η)2

α =
r

c
=
√
ρ2 + s2/c

すると
ds

r
=
ds

cα
=
cdα

s
=

cdα√
c2α2 − ρ2

となるので次のような半空間積分に置き換えられる。

E(x, y, t; ξ; η, τ) =
1

2πc2

∫ ∞

0

δ
(
t− τ −

√
ρ2 + s2/c

)
√
ρ2 + s2

ds

=
1

2πc

∫ ∞

ρ/c

δ (t− τ − α)√
c2α2 − ρ2

dα

=

0 , c(t− τ) < ρ

1

2πc
√

c2(t−τ)2−ρ2
, c(t− τ) > ρ

となる。この解も

E = 0 (t < τ)

を満たす。

さらに式 12.23を y軸についてもつぶし、ηを −∞,∞で積分していまえば空間 1次元の場合が得られる。

c(t− τ) < |x− ξ| = ρ

の時には E(x, y, t; ξ; η, τ) = 0であったから積分の結果も 0になる。そこで

c(t− τ) > |x− ξ| = ρ

の時、次のように変数変換すると

y − η = s, c2(t− τ)2 − (x− ξ)2 = a2

E(x, y, t; ξ; η, τ) =
1

2πc

∫ a

−a

1√
a2 − s2

ds

=
1

πc

[
sin−1

( s
a

)]a
0
=

1

2c

=

0 , c(t− τ) < ρ

1
2c , c(t− τ) > ρ

となる。この解も

E = 0 (t < τ)

をみたしている。

式 12.23からは 3次元の場合には点源の効果が点 xに到達するのは t− τ = |x− ξ|/cを満たす時刻 tになる。

この前後の時刻では点源には影響はなかった。

しかし、1,2次元の場合には点 (x, y)に線源の影響が到達するのは t− τ = ρ/cを満たす時刻 tになるが、

この場合は δ関数をふくまないので、その後も点 (x, y)は線源の影響を受け続けることになる。
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12.4 固有値問題

ある 1粒子のハミルトニアンを相互作用項とわけ、

H = H0 +HI (12.24)

H0 = − ℏ2

2m
∇2

としてシュレディンガー方程式は次のようになるから

Hϕ(r) = Eϕ(r)

これを次のように変形し、

(E −H)ϕ(r) = Lϕ(r)

E は固有値であるから実数である。従って先の定義から Green演算子として

G = L−1 = (E −H)−1 (12.25)

となるが E がH の固有値と一致するとき不定となってしまう。そこで I を単位行列として

LG = (E −H)G = I

とかける。そこで両辺を次のように状態ベクトルで囲むと

⟨r| (E −H)G
∣∣∣r′
⟩
= ⟨r| I

∣∣∣r′
⟩
= δ(r − r

′
) (12.26)

とかける。さらに先とおなじように完全系で

⟨r| (E −H)G
∣∣∣r′
⟩
=

∫
⟨r| (E −H)

∣∣∣r′′
⟩⟨

r
′′
∣∣∣G ∣∣∣r′

⟩
dr

′′

と表されるので Green関数を

G(r
′′
, r

′
) =

⟨
r
′′
∣∣∣G ∣∣∣r′

⟩
dr

′′
=

∫
ϕ∗(r

′′
)Gϕ(r

′
)dr

′′

で定義すればよい。このとき Lが線形エルミートであれば

式 12.24から

⟨r| (E −H)
∣∣∣r′′
⟩

= ⟨r|L
∣∣∣r′′
⟩

= ⟨Lr
∣∣∣r′′
⟩

=

∫
Lϕ∗(r)ϕ(r

′′
)dr

′′

= Lδ(r − r
′′
)

= (E −H)δ(r − r
′′
)

= (E +
ℏ2

2m
∇2

r′′
−HI(r

′′
))δ(r − r

′′
)

よってデルタ関数の次の公式

f(r) =

∫
f(r′)δ(r − r

′
)dr

′
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を利用すると∫
(E +

ℏ2

2m
∇2

r′′
−HI(r

′′
))δ(r − r

′′
)G(r

′′
− r

′
)dr

′′
= (E +

ℏ2

2m
∇2

r −HI(r))G(r − r
′
)

を得る。よってグリーン関数の微分方程式が式 12.42から

(E +
ℏ2

2m
∇2

r −HI(r))G(r, r
′
) = δ(r − r

′
)

となる。

12.5 離散状態のGreen関数

次に系の状態がとびとびの場合 nについて考える。この時次の完全系を考え Green演算子と Green関数を
定義する。

G ≡ L−1 = (E −H)−1 =
∑
n

(E −H)−1 |n⟩ ⟨n|

=
∑
n

|n⟩ ⟨n| (E −H)−1 |n⟩ ⟨n|

=
∑
n

|n⟩ ⟨n|
E − En

(12.27)

これを時間独立な系における固有値問題におけるグリーン演算子のスペクトル表示という。

Green関数はこれに座標を作用させて

G(l, l
′
) = ⟨l|G

∣∣∣l′⟩ =
∑
n

< l|n >< n|l′ >
E − En

具体的に次のような境界条件での 1次元 1自由粒子の場合を見てみる。

ϕn(0) = 0, ϕn(a) = 0

シュレディンガー方程式は次のようになる。

Enϕ(x) =
P̂n

2

2m
ϕ(x)

ここで

kn =

√
2mEn

ℏ2

とおけば

d2

dx
< n|x > +k2n < n|x >= 0

境界条件から a · kn = nπとなるので

< n|x >=
√

2

a
sin(kn · x) =

√
2

a
sin(

nπ

a
· x)

エネルギーの固有値も

En =
1

2m

(
nℏπ
a

)2
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となった。これから Green関数は

G(x, x
′
) = ⟨x|G

∣∣∣x′
⟩
=
∑
n

< x|n >< n|x′
>

E − En

=
∑
n

(
2
a

)
sin
(
nπ
a x
)
sin
(

nπ
a x

′
)

E − 1
2m

(
nℏπ
a

)2 =
∑
n

(
1
a

) (
cos
(

nπ
a (x− x′

)
)
− cos

(
nπ
a (x+ x

′
)
))

E − 1
2m

(
nℏπ
a

)2
となる。これは次の図左のように x : −1, 1で x

′
;−2, 2 a = 1の範囲で描画させると nに関係無く、速度一

定な進行波である。

aは図右のように振幅と周期に影響する。

図 12.3: n=20の場合振幅が大きいのが a=1,小さい方は a=2

12.6 周期的境界条件

結晶中のような周期的な境界条件がある中での単純な 1次元 1自由粒子の場合を次に考えよう。
1次元 x軸上に長さ aの周期的な境界条件がある場合を考える。この場合のシュレディンガー方程式は pn = ℏkn
だから

ブラケット表示ではなく、関数の表示で

− iℏ∇xϕn(x) = pnϕn(x) (12.28)

∇xϕn(x) = iknϕn(x)

また

Enϕ(x) = Hϕ(x) =
p2n
2m

ϕ(x)

だから

kn = pn/ℏ =
√
2mEn/ℏ

である。さて周期的な境界条件として次を課す。

ϕn(x) = ϕn(x+ a)
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d

dx
ϕn(x) =

d

dx
ϕn(x+ a)

式 12.28の一般解として

ϕn(x) = C exp(iknx)

であり、規格化として区間 −a/2 ≤ x ≤ a/2において∫ a/2

−a/2

ϕ∗n(x)ϕn(x) = C2a = 1

から

C =

√
1

a

である。境界条件から

ϕn(x) =

√
1

a
exp(iknx) =

√
1

a
exp(ikna) exp(iknx)

d

dx
ϕn(x) = ikn

√
1

a
exp(iknx) = ikn

√
1

a
exp(ikna) exp(iknx)

これらは共に

exp(ikna) = 1

であればよいので

kna = 2nπ

が条件となる。この時、

En =
2

m

(
nℏπ
a

)2

(12.29)

となるのでグリーン関数はブラケットの行列表示に書き換えると

G(x, x
′
) = ⟨x|G

∣∣∣x′
⟩
=
∑
n

< x|n >< n|x′
>

E − En

=
∑
n

(
1
a

)
exp

(
i 2nπa (x− x′

)
)

E − 2
m

(
nℏπ
a

)2
となる。

12.7 周期的ポテンシャル

1次元自由粒子についてさらに周期的なポテンシャルが次のクローニッヒペニーのモデル (Kronig-Penny_model)
になる場合を考える。

V (x) = −V0
+∞∑

n=−∞
δ(x+ na) , (V0 > 0, n ∈ Z)
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図 12.4: クローニッヒペニーのポテンシャル

0 < x < aでは V (x) = 0なので先と同様に波動関数の一般解は x ⊂ (0, a)として

ϕn(x) = Aeikx +Be−ikx (12.30)

ただし kは束縛状態 E < 0 もあり得るので複素数であり

k =

√
2mE

ℏ2
(12.31)

である。また周期的な境界条件から

ϕn(x) = eiknaϕn(x− a)

とおくことができた。。よって a < x < 2aの範囲において解は

ϕn(x) = eikna
(
Aeik(x−a) +Be−ik(x−a)

)
(12.32)

となる。境界条件から両側から

ϕn(a→ +0) = ϕn(a→ −0)

が成り立つのでシュレディンガー方程式を次の微小区間で積分するとデルタ関数の性質から∫ a+ϵ

a−ϵ

dx

[
ℏ2

2m
∇2ϕn − V (x)ϕn + Eϕn

]
= 0

ℏ2

2m
∇ϕn|a+ϵ

a−ϵ + V0

∫ a+ϵ

a−ϵ

δ(x− a)ϕn(x)dx+ E

∫ a+ϵ

a−ϵ

ϕn(x)dx = 0

ℏ2

2m
(∇ϕn(a→ +0)−∇ϕn(a→ −0)) + V0ϕn(a) + 2ϵEϕn(a)dx+O(ϵ2) = 0

ここで ϵ→ 0の極限をとれば

∇ϕn(a→ +0)−∇ϕn(a→ −0) +
2m

ℏ2
V0ϕn(a) = 0

式 12.6から

eiknaik(A+B)− ik
(
Aeika −Be−ika

)
+

2m

ℏ2
V0
(
Aeika +Be−ika

)
= 0 (12.33)

を得る。さらに境界条件 ϕn(x) = ϕn(x+ a)を式 12.6に使うと

Aeika +Be−ika − eikna(A+B) = 0 (12.34)

が得られる。この 2式から A,B についての連立方程式は次のようになる。(
eika − eikna e−ika − eikna

−ik
(
eika − eikna

)
+ 2m

ℏ2 V0e
ika ik

(
e−ika − eikna

)
+ 2m

ℏ2 V0e
−ika

)(
A

B

)
= 0
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この行列に逆行列が存在すると A = B = 0となってしまうので解が存在する条件として行列式が 0になれ
ばよい。

従って(
eika − eikna

)(
ik
(
e−ika − eikna

)
+

2m

ℏ2
V0e

−ika

)
−
(
e−ika − eikna

)(
−ik

(
eika − eikna

)
+

2m

ℏ2
V0e

ika

)
= 0

eiknaikeikna + ik
(
1− 2eikaeikna

)
− eikna

2m

ℏ2
V0e

−ika

eiknaikeikna + ik
(
1− 2e−ikaeikna

)
+ eikna

2m

ℏ2
V0e

ika = 0

よって eika + e−ika = 2 cos ka だから

2ik
(
1 + 2eikna − eikna

(
eika + e−ika

))
+ eikna

2m

ℏ2
V0
(
eika − e−ika

)
= 0

2ik
(
1 + 2eikna − 2eikna cos ka

)
+ eikna

2m

ℏ2
V02i sin ka = 0

両辺を 4ikeikna でわると

cos kna = cos ka− am

ℏ2
V0

sin ka

ka
= 0 (12.35)

を得る。左辺は実のコサインだから

cos ka− am

ℏ2
V0

sin ka

ka
> 1

となる実数解は存在しない。E < 0の場合は地球に束縛された月のように束縛状態となるから

式 12.31から改めて

k = iβ β =

√
2m|E|
ℏ2

> 0

として kは純虚数とする。そこで次の公式

cos ix = coshx

sin ix = i sinhx

から式 12.35は新たに次のように関数 f(x)を定義すると

cos kna = f(iβa) ≡ coshβa− amV0
ℏ2

sinhβa

ka

となる。従ってこれは実数ならば下図左のように振動解になるが引数に虚数が入ると下図右のように急激に

増加する関数である。

図 12.5: cosx- sin x
x のグラフ、右は x = ixの場合

従って必ず 1と公差するところがあり、これより上の領域にはエネルギー固有値が存在しない。
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これからエネルギー固有値の下限が次のように決まる。

|E| = β2ℏ2

2m
≤ β2

0ℏ2

2m
≡ E0

E ≥ −E0

この時

f(iβa) = 1

だから

k = 0 + 2nπ

となる。次に非束縛状態 E > 0の場合を考える。この時 kは正の実数である。ただし、f(iβa) > 1となる

ような kはとることができないから C = amV0

ℏ2 として式 12.35は

cosx− C sinx

x
= 1 (12.36)

を解くと半角の公式から

1− 2 sin2
x

2
− C

x
sin

x

2
cos

x

2
= 1

sin
x

2

(
sin

x

2
+
C

x
cos

x

2

)
= 0

従って

sin
x

2
= 0, tan

x

2
= −C

x
(12.37)

となる。よって１つは

xn = 2nπ

でもう一つは次のグラフ左の交点になる。この解を∆(2nπ)とおくと

x
′

n = 2nπ −∆(2nπ)

となるが n→∞では∆→ 0である。

図 12.6: tanx, −1
x のグラフ左、cotx, −1

x のグラフ位右、交点が解

また、f(x) = −1の場合も同様に
k = π + 2nπ

なので次の 2つの解を持つ。

cos
x

2
= 0, cot

x

2
= −C

x

結局これは式 12.36から次のグラフの 1,−1の内側の領域で解を持つ。
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図 12.7: 非束縛状態 cosx- sin x
x のグラフ

従って nが小さい時、外側の領域では解をとることができない禁則帯が存在する。

このモデルはシュレディンガー方程式の自由粒子と無限ポテンシャルがある場合の解を両極限に持っている。

つまりポテンシャル V0 を無限大にすると∆の幅が広がり、離散スペクトルになり、nが大きいところでは

自由粒子の解になる。

そこで式 12.35の解を次のように連続的に足し合わせる関数をつくると。

f(x) =
1

x
arccos

(
N∑

n=0

cosnknx

ka

)

このグラフは

図 12.8: 不連続になった arccosxのグラフ、このグラフを切り貼りする

これを y軸で反転させ、90度回転してつなぐと下図のようなエネルギー固有値が得られる。
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図 12.9: 不連続になったエネルギー固有値

エネルギー固有値に不連続な禁則帯が生じ、バンド構造が生れることがわかる。

12.8 摂動展開

次に定常状態からなんらかの相互作用があり、摂動状態HI が加わった系を考える。

H = H0 +HI

ここで摂動項が加わっても

Hϕ = Eϕ

が成り立つので

(E −H0)ϕ(r) = HIϕ(r)

となるので左辺を線形演算子

L0 = E −H0

を定義して 12.5から
G0 = L−1

0 = (E −H0)
−1

が定義できてこれを非摂動グリーン演算子という。

これから

(L0 −HI)ϕ(r) = 0

とかけるので、この式のグリーン関数は定義から

(L0 −HI)G = I

を満足する。

一般に次のような演算子 A,B(A ̸= B)の逐次展開公式

1

A−B
= A−1 +A−1BA−1 +A−1

(
BA−1B

)
A−1 +A−1

(
BA−1BA−1BA−1B

)
A−1 + · · ·
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を用いると Gの逐次展開が次のようになる。

G =
1

L0 −HI
= L−1

0 + L−1
0 HIL

−1
0 + L−1

0

(
HIL

−1
0 HI

)
L−1
0 + · · ·

= G0 +G0HIG0 +G0 (HIG0HI)G0 + · · ·

= G0 +G0HI (G0 +G0HIG0 + · · · ) = G0 +G0HIG

= G0 + (G0 +G0HIG0 + · · · )HIG0 = G0 +GHIG0 (12.38)

となり、非常に有用な Green関数の摂動展開公式が得られた。

12.9 散乱問題

　量子力学では自由粒子は連続な固有スペクトルを持った規格化された平面波として記述された。

例えば 1次元の場合は

< x|k >=
√

1

2π
eikx

従って波数空間のGreen演算子は連続スペクトルを持つ時

G =

∫
|k′

>< k
′ |

k2 − k′2
dk

′

となるので Green関数は

G(x, x
′
, k) =

∫ +∞

−∞

< x|k′
>< k

′ |x′
>

k2 − k′2
dk

′

=
1

2π

∫ +∞

−∞

ei(x−x
′
)k

′

k2 − k′2
dk

′

これを求める方法は複素 k空間を考え、次のように実軸から微小ずれたところに極をとる方法がとられる。

図 12.10: 複素 k空間での極をずらしての積分

G(x, x
′
, k) = lim

ϵ→0
G(x, x

′
;±(k + iϵ))

G(x, x
′
;±(k + iϵ) = − 1

2π

∫ +∞

−∞

ei(x−x
′
)k

′

(k′ + k + iϵ)(k′ − k − iϵ)
dk

′
(12.39)
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ここで次の留数定理が使える。 ∮
f(z)dz = 2πi

n∑
i=1

Res(ai)

そこで極の ±に対応して
G+(x, x

′
, k) = lim

ϵ→0
G(x, x

′
; (k + iϵ))

G−(x, x
′
, k) = lim

ϵ→0
G(x, x

′
;−(k + iϵ))

とおく。

x > x
′
の時は上図の上半面の経路 C1を考えると＋極 1つを含むのでこの積分は

f+(k
′
) =

ei(x−x
′
)k

′

(k′ + k + iϵ)(k′ − k − iϵ)

とおいて

F+ =

∫
C1

f+(k
′
)dk

′

= =

∫ +R

−R

f+(k
′
)dk

′
+

∫
C1

f+(k
′
)dk

′

とすると x > x′ だから第 2項は指数が負の実になり指数関数的に 0となる。よって第 1項のみを留数積分
すればいい。

F+ = 2πi

[
(k

′ − k − iϵ)ei(x−x
′
)k

′

(k′ + k + iϵ)(k′ − k − iϵ)

]
k′=k+iϵ

= πi
ei(x−x

′
)(k+iϵ)

k + iϵ

従って式 12.16より

G(x, x
′
; (k + iϵ)) = − i

2

ei(x−x
′
)(k+iϵ)

k + iϵ

となる。したがって下半面も同様にして

G(x, x
′
;−(k + iϵ)) = − i

2

e−i(x−x
′
)(k+iϵ)

k + iϵ

を得る。よって極限 ϵ→ 0をとると

G± = − i

2k
e±ik(x−x

′
)

が得られる。

摂動系では離散状態ベクトルを次のように摂動項、非摂動項に分ける。

|n > = |n >0 +|n >s

H = H0 +HI

自由粒子は

(E −H)|n >= (E −H0 −HI)|n >= 0

(E −H0)|n >0= 0
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が成り立つので

(E −H0 −HI)|n >s= HI |n >0

|n >s = (E −H0 −HI)
−1HI |n >0

= (E −HI)
−1HI |n >0

= GHI |n >

となるので

|n >= |n >0 +GHI |n >0

とかくことができる。

式 12.38は次のような遷移行列 (T-Matrix)を用いて表すことができる。

G = G0 +GTG0

ただし

T = HI +HIG0HI +HIG0HIG0HI + · · ·

である。この演算子 T は次のように入力状態 < kと出力状態 k
′
>をつなぐ。

< k|T |k
′
>≡ T (k, k

′
) =< k|HI |k

′
> + < k|HIG0T |k

′
>

この時、非摂動のグリーン関数でかける。

12.10 先進と遅延

系に時間依存するハミルトニアンをここで考えてみる。この時、シュレディンガー方程式は次のようになる。(
iℏ
∂

∂t
−H

)
ϕ(r, t) = 0

前回と同様に次のように非摂動項をわけることができるとすると

H = H0 +HI

とし、次のように書き直す、 (
iℏ
∂

∂t
−H0

)
ϕ(r, t) +HIϕ(r, t) = 0

非摂動の場合を満足する波動関数を ϕ0(r, t)が既知だとして(
iℏ
∂

∂t
−H0

)
ϕ0(r, t) = 0 (12.40)

を満たすから線形演算子

L0 = iℏ
∂

∂t
−H0

が定義できる。よってこれから非摂動の場合の Green演算子が次のようになる。

G0 = L−1
0 =

(
iℏ
∂

∂t
−H0

)−1
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よって前節と同様にして、Green関数は、時空の差の関数として

G0(r, r
′
; t, t

′
) =< ϕ0(r, t)|G0(r, t)|ϕ0(r

′
, t

′
) >

で表される。よって G0 は式 12.9から次を満たす関数になる。(
iℏ
∂

∂t
−H0

)
G0(r, r

′
; t, t

′
) = δ(r − r

′
)δ(t− t

′
)

これを次のように表現し、時間依存性グリーン関数という。

G0(r, r
′
; t, t

′
) = G(r − r

′
, t− t

′
)

これは式 12.40から ϕ(r, t)に置き換えれば 0になるところGreen関数は時間、空間をずらし、原点では単位
発生源になり、0ではなくなる。
原点に特異点ができたことになる。

従って、シュレディンガー方程式では固有方程式として成立していたのがGreen関数に置き換えるともはや
固有値に意味がなくなる。

しかし、時空の 1点 (r
′
, t

′
)を決めたときはどうか、この時のG(r, r1; t1, t2)は原点以外では ϕ(r, t)と同じで

ある。 (
iℏ
∂

∂t
−H0

)
G0(r, r1; t, t1) = 0, r1 ̸= 0, t1 ̸= 0 (12.41)

これは次のようにかくことができ、

AB = δ

フーリエ変換とみなすことができる。

実際に G(r − r′
, t− t′)を求めるために次のフーリエ変換を導入する。

G(k; τ) =

∫
G(q; τ)e−ikqdq

この逆変換として

G(q; τ) =
1

(2π)3

∫
G(k; τ)eikqdk

であり、δ関数は定義から次のような関係を満たす。ステップ関数を θとして

δ(q) =
1

(2π)3

∫
eikqdk

θ(t) =

∫ t

−∞
δ(τ)dτ

よって、式 12.41は時間差を τ = t− t′、E = ℏ2k2/2mとして(
iℏ
∂

∂t
− E

)
G0(k; τ) = δ(τ) (12.42)

とかける。ただし、この物理現象が時刻 tで発生し、観測時刻を t
′
とする。

t > t
′
の時、観測時刻が遅れているので解を次のようにおくと、

GR
0 (k; t− t

′
) = −iθ(t− t

′
)e−iEk(t−t

′
)

τ = t− t′ として 12.42は
t > 0の時は
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(
iℏ

∂

∂t′
− E

)(
−ie−iEk

(
t−t

′)
/ℏ
)

= iEe−iEkt/ℏ
(
eiEkt

′
/ℏ + eiEkt

′
/ℏ
)
= 2iEe−iEk(t−t

′
)/ℏ

τ = t− t′ として 12.42の両辺を積分すると
t > 0の時は

∫ t

0

(
iℏ

∂

∂t′
− E

)(
−ie−iEk

(
t−t

′)
/ℏ
)
dt

′
= e−iEkt/ℏ

(
ℏeiEkt

′
/ℏ|t0 + ℏe−iEkt/ℏ|t0

)
= −2ℏe−iEkt/ℏ

t ≦ 0の時は ∫ t

−∞

(
iℏ

∂

∂t′
− E

)
(0) dt

′
= 0

iℏ
∂

∂t
G0(k; τ) = δ(τ) + EG0(k; τ)

となる。これがシュレディンガー方程式の自由粒子の解を含むことになるが、

θ(x) =

∫ x

−∞
δ(ξ)dξ

12.11 非調和振動子への応用

質量m = 1の調和振動子に非調和項として

−λq4

を加えたラグラジアン Lを

L =
1

2
q̇2 − ω2

2
q2 − λ

4!
q4 (12.43)

としてこれから運動方程式を導いてみよう。この時の λは結合定数と呼ばれる。

この時に次の条件を満たす遅延グリーン関数 GR(t)を利用する。

(
d2

dt2
+ ω2

)
GR(t) = −δ(t), − lim

t→−∞
GR(t) = 0(

d2

dt2
+ ω2

)
q0(t) = 0 (12.44)

q0 は調和振動子解を満たすとしてこの解がどう変化するかを見る。天下り的だが

q(t) = q0(t) +
λ

3!

∫ ∞

0

dt
′
GR(t− t

′
)q3(t

′
) (12.45)

とおく。はじめに式 12.43からラグランジュ方程式を用いて

q̈ = −ω2q − λ

3!
q3 (12.46)

となる。一方で式 12.45に演算子
(

d2

dt2 + ω2
)
を作用させると

(
d2

dt2
+ ω2

)
q(t) =

(
d2

dt2
+ ω2

)
q0(t) +

λ

3!

∫ ∞

0

dt
′
(
d2

dt2
+ ω2

)
GR(t− t

′
)q3(t

′
)

=
λ

3!

∫ ∞

0

dt
′
δ(t− t

′
)q3(t

′
)

=
λ

3!
q3(t)
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これは式 12.46に一致する。
さらに前節の式 12.38の摂動展開も利用してみよう。結合定数 λで展開すると

q(t) = q0(t) + λq1(t) + λ2q2(t) + · · ·

となるのでこれを式 12.45に代入し、係数比較すると

q0 = q0(t)

q1 =
1

3!

∫ ∞

0

dt′GR(t− t
′
)q30(t

′
)

q2 =
1

3!

∫ ∞

0

dt′GR(t− t
′
)q20(t

′
)q1(t

′
)

1

2

1

3!

∫ ∞

0

dt′dt′′GR(t− t
′
)q20(t

′
)GR(t− t

′′
)q0(t

′′
)

のように逐次代入すれば結果を得ることができる。

しかし、式 12.44から q0(t)は調和振動子として

q0(t) = A sinωt+B cosωt

を満たし、ここでは初期条件として

q0(0) = B = a

q̇0(0) = ωA = 0

とすると

q0(t) = a cosωt

となる。
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