
概 要

本部は前回の数学的な準備を経て、2回目になる。本部では古典的な内容を取り上げる。そのはじめに現
代物理学を学ぶ基礎固めとして古くから物理の指導原理として存在していた作用原理を考察し、角運動量や量
子論について基本的な背景を復習する。ポアソンの括弧やネーターの定理は今後重要な基礎になる。基礎力
学、解析力学の基礎を既習していることが望ましい。次に本部は未完成部分が多く、今後加筆修正する予定で
ある。参考文献を見て学習に役立ててほしい。

1 数学的準備

1.1 Diracデルタ関数時間の連続性

δ関数は正規分布から次のように密度関数としての定義できる。

δ(x) = lim
σ→0

exp

(
− x2

2σ2

)
(1.1)

また、Sinc関数の近似からも定義できる。

δ(x) = lim
k→∞

sin kx

πx
(1.2)

次の Heaviside-StepFunctionとの関係が深い

θ0(x)

0 (x ≤ 0)

1 (x > 0)
(1.3)

θ0(x) =

∫ x

−∞
δ(ξ)dξ (1.4)

つまりステップ関数の微分がデルタ関数である。

フーリエ変換を用いると δ関数は次のように導くことができる。

f(x)が次のようにおけるから

f(x) =
∑

n=0,±1,···

(
1

2π

∫ π

−π

f(y)e−iny

)
einy (1.5)

=
1

2π

∫ π

−π

{ ∑
n=0,±1,···

f(y)ein(x−y)

}
dy

=

∫ π

−π

∆(x− y)f(y)dy

ただし、

∆(x− y) =
1

2π

∑
n=0,±1,···

ein(x−y)

である。これは

δ(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
eiωxdω

とおけば次のデルタ関数の積分公式を導ける。

f(x) =

∫ +∞

−∞
δ(x− y)f(y)dy
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また、ax = yとおくと ∫ L

−L

f(x)δ(ax)dx =

∫ aL

−aL

f(
y

a
)δ(y)

dy

a
=
f(0)

a

となるので

δ(ax) = δ(x)/a (1.6)

であることがわかる。また、正規分布から導けたように δ(x)は偶関数だから

δ(−x) = δ(x)

xδ(x) = 0

である。よって次のような性質を持つ。 ∫
δ(x)f(x)dx = 0

∫
δ(x− a)f(x)dx = f(a) (1.7)

上の式の両辺を xで微分すると∫
f ′(x)δ(x− a)dx+

∫
f(x)δ′(x− a)dx = 0

よって 1.7より ∫
f(x)δ′(x− a)dx = −f ′(a)

という性質を持つ。これから有用な式

δ (f(x)− f(x0)) =
1

|f ′ (x0)|
δ (x− x0)

が成り立つ。

また、g = x2 − b2 = (x+ b)(x− b) = 0であることから x = bの近傍で gは

g = 2b(x− b)

x = −bの近傍で

g = −2b(x+ b)

のように振る舞う。これから

δ(x2 − b2) = δ (2b(x− b)) + δ(−2b(x+ b))

となることがわか。さらに一般的な g(x)が x0 で単根を持てば、

g(x) ≒ g′(x0)(x− x0)

とおけるので式 1.6から次の重要な公式が得られる。∫ +∞

−∞
f(x)δ(g(x))dx =

f(x0)

|g′(x0)|
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さらにN 個の単純 0点を持てば ∫ +∞

−∞
f(x)δ(g(x))dx =

N∑
i=1

f(xi)

|g′(xi)|

となることから

δ(g(x)) =

N∑
i=1

δ(x− xi)

|g′(xi)|

のように振る舞っていることがわかる。

これから例えば次の関係が成り立つ。

∫ +∞

−∞
e−xδ(x2 − a2)dx =

∫ +∞

−∞
e−x δ(x− a) + δ(x+ a)

2a
dx

=
e−a + ea

2a

さらに次のような離散的な和を導くこともできる。

∫ +∞

−∞
e−x2

δ(sinx)dx =

∫ +∞

−∞
e−x

( ∞∑
n=−∞

δ(x− nπ)

| cosnπ|

)
dx

=

∞∑
n=−∞

∫ +∞

−∞
e−x2

δ(x− nπ)dx

=

∞∑
n=−∞

e−(nπ)2

このように通常の関数に δ関数をかけ、積分させると非常にシンプルに積分結果を得ることができる。ただ

し、これは基本的に式 1.5のようにフーリエ変換していることが重要である。

δ(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
eiωxdω

と考えると

佐藤の超関数としての定義は次のようになる。

δ(x) =
−1

2πi

(
1

x+ i0
− 1

x− i0

)
(1.8)

1.2 Hilbert空間

量子力学は無限次元のヒルベルト空間上に展開される。そこではじめにヒルベルト空間について考えてみる。

複素数をCとして l2 ノルムが任意の可算集合Dに対して有限に決まるとする。

l2 =

x|x : D → C

(∑
i∈D

x(i)x∗(i)

)1/2
 <∞ (1.9)

ヒルベルト空間次のような内積が定義できる空間である。l2(D)× l2(D) → C

⟨x1, x2⟩ =
∑
i∈D

x(i)x∗(i)
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l2の要素が可算集合Dにより指標付けされるベクトルと考えることができる。これにより量子力学の純粋状

態がヒルベルト空間上の独立した単位ベクトルとして表すことができる。式 1.9よりさらに無限大 L2 にまで

拡張すると極限をとり

⟨f |g⟩ =
∫ b

a

f∗(t) g(t)dt <∞

とすると L2 を線形空間とすることができる。さらに次のノルムとユーグリッド距離を導入する。

∥ψ∥ =
√
⟨ψ|ψ⟩

dist(ϕ, ψ) = ∥ϕ− ψ∥

これでヒルベルト空間に距離トポロジーと連続性の概念が入る。

ヒルベルト空間をH で表す。この空間においてベクトルのノルムは次のように定義される。

∥ϕ∥ =
√
ϕ · ϕ (1.10)

このノルムを利用して 2つのベクトルのユークリッド距離は∥∥∥ϕ′
− ϕ

∥∥∥ =
√
ϕ · ϕ (1.11)

これは基底ベクトル | j⟩を用いて次のように複素数の係数で展開できるで

ϕ =
∑
j

|xj + iyj |j⟩ (1.12)

先のベクトル間の距離は

∥∥∥ϕ′
− ϕ

∥∥∥ =
∑
j

{(
x

′j − xj
)2

+ i
(
y

′j − yj
)j2}1/2

(1.13)

となる。また、これから内積 ⟨ϕ′ |ϕ⟩が次のようになることがわかる。

⟨ϕ
′
|ϕ⟩ = 1

4

{∥∥∥ϕ′
+ ϕ

∥∥∥2 − ∥∥∥ϕ′
− ϕ

∥∥∥2 + i
∥∥∥ϕ′

+ ϕ
∥∥∥2 − i

∥∥∥ϕ′
− ϕ

∥∥∥2}1/2

(1.14)

ここで曲線を表す ψt を次のように定義する。

t→ ψt (0 ≤ t ≤ 1) (1.15)

そしてこの曲線の長さを求めるためには次のように区分に分け、順序付けが可能であることを仮定する。

0 ≤ t0 ≤ t1 · · · tn ≤ 1) (1.16)

これによって次のように曲線の長さ s上限をユークリッド和として定義できる。

s = sup

n∑
j

∥∥ψtj−1 − ψtj

∥∥ (1.17)

ここで曲線を表す ψt のパラメター tによる微分が定義できてこれもヒルベルト空間に属するとする。

d

dt
ψ = ψ̇ ∈ H (1.18)

よって曲線の長さは tによる積分に置きかえられて式 1.14から
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s =

∫ 1

0

ds

dt
dt

=

∫ 1

0

√⟨
ψ̇t|ψ̇t

⟩
dt (1.19)

となる。つまり量子場において空間の距離は区分的に定義された波動関数の時間微分の内積が決めることにな

る。一方で量子場では shorodinger方程式が成立するのでハミルトニアンH が与えられれば

iℏψ̇ = Hψ (1.20)

が成り立つ。よって式 1.19から

s =
1

ℏ

∫ t

t0

√
⟨ψ|H2ψ⟩dt = (t− t0)

ℏ
√
⟨ψ|H2ψ⟩ (1.21)

となる。また、曲線に沿っての速さも次のように tに無関係に決まる。

ds

dt
=

√⟨
ψ̇t|ψ̇t

⟩
=

1

ℏ
√

⟨ψ|H2ψ⟩ (1.22)

むしろ t = 0で発散するので逆数にした次の値に意味がある。

dt

ds
=
(⟨
ψ̇t|ψ̇t

⟩)−1/2

= ℏ
(⟨
ψ|H2ψ

⟩)−1/2 (1.23)

ヒルベルト空間の無限小時間推進がハミルトニアンそのものであることから時間推進のユニタリー演算子が

U(t) = exp

(
Ht

iℏ

)
(1.24)

である。

1.3 エルミート演算子

波動関数 Ψ,Φの内積 (inner product)を次のように定義する。

< Φ|Ψ >=

∫ ∞

−∞
dx (Φ(x))

∗
Ψ(x)

これは正の値を持ち、次の性質がある。複素数 a, bについて

< aΦ|Ψ >= a∗ < Φ|Ψ >

< Φ|bΨ >= b < Φ|Ψ >

さらに A,Dは任意の演算子であればエルミート共役が定義できて

< A†Φ|Ψ >=< Φ|AΨ >

< Φ|A†Ψ >=< AΦ|Ψ >

例えば演算子Dを

D =
∂

∂x
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とおくと

< Φ|D†Ψ >=< DΦ|Ψ > (1.25)

が成り立つということは、右辺から次の２行目に部分積分を用いると表面項Ψ(±∞) = Φ(±∞) = 0とすれば

< DΦ|Ψ > =

∫ ∞

−∞
dx

(
∂

∂x
Φ(x)

)∗

Ψ(x)

=

∫ ∞

−∞
dx (Φ(x))

∗
(
− ∂

∂x
Ψ(x)

)
となるから式 1.25から

D† = − ∂

∂x

であることがわかる。一般に演算子の積については

(AB)
†
= B†A†

エルミート演算子であれば

A† = A

である。

1.4 同時固有値

A,B が可換であれば、例えば次の固有方程式が Ψa に成り立つ場合

AΨa = aΨa

両辺に B を作用させると AB = BAであれば

BAΨa = BaΨa

A (BΨa) = a (BΨa)

とみなすことができる。そこで BΨa = Ψb とおけば次の固有方程式が成り立つことになる。

AΨb = aΨb

つまり、Ψa,Ψb は共通の固有値 aを持つ同時固有関数である。

これは A,B が非可換である場合は成り立たない。

1.5 特性根

任意の行列 Aがあるとき

A2 − (trA)A+ (detA)I = 0 (1.26)

が成り立つことをハミルトンケーリーの定理 (Hamilton-Cayley)という。
これは

A =

(
a b

c d

)
(1.27)

として 1.26に代入すると
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A2 − (trA)A = A(A− (a+ d)I)

=

(
a b

c d

)(
−d b

c −a

)

=

(
−ad+ bc 0

0 cb− ad

)
となることから明らかである。これから一般にAn = 0 (n ≥ 2)となる条件がハミルトンケーリーの定理から

detA = 0であれば

A2 = (trA)A

なので両辺に次々に Aをかけていけば

A3 = (trA)A2 = (trA)2A

と繰り返しされるので

An = (trA)n−1A

を得る。よって A ̸= 0であれば条件としては

detA = 0 , trA = 0

であることがわかる。

また行列 Aの固有値を λとすると次の特性多項式 (characteristic_polynomical)
の解が固有値 λになる。

det(xI −A) = x2 − tr(A)x+ detA

先の一般的な式 1.27を代入すると

det(xI −A) = x2 − (a+ d)x+ (ad− bc)

例えば

A =

(
cos θ cos θ

− cos θ cos θ

)
(1.28)

の特性根は

det(xI −A) = x2 − 2 cos θx+ 1

ただし

x = cos θ ±
√

cos2 θ − 1

= e±iθ

である。また一般的に複素数の特性根 λ1, λ2 について次の関係が成り立つことも有用である。

trA = λ1 + λ2

detA = λ1λ2
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1.6 ジョルダンの標準形

行列 A の特性根 λ1, λ2 があると λ1 ̸= λ2 の時、次の可逆行列 Pが存在する。

PAP−1 =

(
λ1 0

0 λ2

)
(1.29)

また λ1 = λ2 = λの時、

A =

(
λ 0

0 λ

)
となるか、または次の可逆行列 Pが存在する。

PAP−1 =

(
λ 1

0 λ

)
(1.30)

この式 1.29、1.30形をジョルダンの標準行列 (Jordan normal matrix)という。
例えば次を例に標準形に変形してみる

A =

(
1 2

4 3

)
特性方程式は

x2 − 4x− 5 = (x− 5)(x+ 1) = 0

従って固有値 x = −1に対する固有ベクトル x(x, y)は

Ax = −1x(
2 2

4 4

)(
x

y

)
= 0

よって x = 1を選ぶと

x =

(
1

−1

)
が得られ、固有値 x = 5に対する固有ベクトル x(x, y)は

Ax = 5x(
−4 2

4 −2

)(
x

y

)
= 0

よって x = 1を選ぶと

x =

(
1

2

)
従って行列 P はこれを縦に並べて

P =

(
1 1

−1 2

)
を得る。これから
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PAP−1 =

(
−1 0

0 5

)
のように標準形に変形できた。

1.7 線形写像

先の内容はさらに次元を拡大しても成り立つ。L,L′をそれぞれ n, n′次元の有限線形空間とする。Lから L′

への線形写像を

Hom(L,L′) (1.31)

とする。体を Fとして L,L′ の基底を

E = {e1, · · · en}

E′ = {e′1, · · · e′m}

とおくと次のような同型写像をつくることができる。

ψE : L → Fn

ψE′ : L′ → Fm

ここで

ΨE,E′(T ) = ψE′Tψ−1
E (1.32)

とおくと

ΨE,E′ : Hom(L,L′) → Hom(Fn,Fm) (1.33)

は同型写像になる。従って

TA ≡ ΨE,E′(T ) (1.34)

を満たす A ∈M(m,n;F)がただ 1つ存在し、Aを T の基底 E,E′ に関する行列表示という。つまり

T (ej) =

m∑
i=1

aije
′
j (j = 1, 2, · · ·n)

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

...
am1 am2 · · · amn



1.8 斜交座標

下図のような斜交座標によれば Ob = Pa,Oa = Pbなので

OA = Oa+ObCosα (1.35)

OB = Ob+OaCosα (1.36)
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と表すことができる。

これから余弦定理からＯＰの長さを次のように表す。

OP =
√
Oa2 +Ob2 + 2Oa ·ObCosα

これに先の式 1.35、1.36を代入すると

OP =
√
Oa ·OA+Ob ·OB

を得る。

図 1.1: 斜交座標

ここで反変、共変成分を次のように定義する。

Oa = x1, Ob = x2

OA = x1, OB = x2

さらに計量テンソルを次のように定義する。

gij =

(
1 cosα

cosα 1

)
(1.37)

すると 1.35、1.36はまとめて次のように表現できる。（ただし、同じ添え字については和をとるものとする。）

xi = gijx
j (1.38)

さらに計量テンソルの逆行列が存在すれば

gij = g−1
ij =

1

sin2α

(
1 −cosα

−cosα 1

)
のように定義して

xi = gijxj

であり

gijgik = δjk(クロネッカー) =

(
1 0

0 1

)
(1.39)

となる。これからＯＰの長さとして
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x2 = gijxixj = gijxixj (1.40)

はスカラーである。

1.9 パウリ行列

2× 2のエルミート行列でかつユニタリな行列にパウリ行列 (Pauli_Matrix)がある。これは 2次元特殊ユニ
タリ群の元として

A =

(
α β

−β∗ α∗

)
, |α|2 + |β|2 = 1

を考え単位元は α = 1, β = 0であり次のようにして無限小演算子をつくる。

∂A

∂Reβ
|α=1,β=0 =

(
0 1

−1 0

)

∂A

∂Imβ
|α=1,β=0 =

(
0 i

i 0

)

∂A

∂Imα
|α=1,β=0 =

(
i 0

0 −i

)
リー群の無限小変換 R(a) は単位元が R(0)となるようにパラメタ aを決めて

R(a) = 1 +

r∑
ρ=1

aρXρ

Xρ =
∂R(a)

∂aρ
|a=0

となり、Xρ を生成子という。この時交換関係として

[R(a), R(b)] = [Xρ, Xσ]

が成り立ち、リー群の構造定数として C をもってくると

[Xρ, Xσ] =

r∑
λ=1

Cλ
ρσXλ

となった。これから [
1

2
σa,

1

2
σb

]
= i

3∑
c=1

ϵabc
1

2
σc

を満たすものをつくると単位行列を σ0 として表現すると次のような PauliMatrixが得られる。

σ0 =

(
1 0

0 1

)
, σ1 =

(
0 1

1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0

0 −1

)
(1.41)

この行列は次の性質を示す。

Tr (σk) = 0, k = 1, 2, 3

det (σk) = −1, k = 1, 2, 3
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もちろん上の 2式は単位行列 σ0 には成り立たない。

さらに次の関係が成り立つから

σ2
1 = σ2

2 = σ2
3 = σ0

σ1σ2 = iσ3

σ3σ1 = iσ2

σ2σ3 = iσ21

まとめると

σiσj = δijσ0 + iϵijkσk, k = 1, 2, 3

であり

[σi, σj ] = 2iϵijkσk

{σi, σj} = 2δijσ0

なので次の関係がある。

2σiσj = {σi, σj}+ [σi, σj ], i, j = 1, 2, 3 (1.42)

この性質からスピン角運動量 sは

sk =
ℏ
2
σk (1.43)

と表すことができる。

2 曲面上の力学

2.1 曲面

一般に３次元において曲面とは R3 の部分集合M に対してM を含む R3 のある開集合 V ,
および V 上に定義された可微分関数 f で

• f−1(0) =M

• dfp = ∂f
∂x (p)dx+ ∂f

∂y (p)dy +
∂f
∂z (p)dz ̸= 0 (∀p ∈M)

を満たす場合をいう。

例えば

f(x, y, z) = 1− x2 − y2 − z2

は曲面であるが

f(x, y, z) = 1 + x2 + y2 + z2

は曲面ではない。

平面の方程式は
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ax+ by + cz = d

で表すことができた。同じように等方的で等質な面が球面で

x2 + y2 + z2 = r2

これは 2次曲面の内の 1つで他に
楕円面

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1 (2.1)

一葉双曲面

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 1 (2.2)

二葉双曲面

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= −1 (2.3)

楕円放物面

z =
x2

a2
+
y2

b2
(2.4)

双曲放物面

z =
x2

a2
− y2

b2
(2.5)

などがある。球面、楕円面、トーラスなどのように有界で境界のない曲面を閉曲面 (closed surface)という。
これらの曲面はパラメタ (u, v)を用いても表現される。そこで次のように速度ベクトルの組を定義する

xu(u, v) =


∂x1

∂u
∂x2

∂u
∂x3

∂u

 xv(u, v) =


∂x1

∂v
∂x2

∂v
∂x3

∂v

 (2.6)

すると平面 (u, v)は u, vが 1次独立であれば空間曲面 (x1, y1, z1)を決める。これを Cr 曲面片という。

2.2 拘束力

　水平床に置かれた物体が水平に移動する場合、重力と垂直抗力は仕事をしない。これは重力や垂直抗力が

物体の制限された運動面に垂直に働くことからくる。この力を拘束力といい。ここではこれを一般化する。水

平面は次元N の超曲面に拡大し、次の無限小変位 δqを用いて仮想変位として定義する。∂i = ∂/∂qiとして古

典的にまず考察していく。

δrα = (∂irα) δq
i (α = 1, 2, · · ·N)

のように各 αについて i = 1..nで和をとる必要がある。

この時拘束力 F
′

α は ∑
α

F
′

α · δrα =
∑
α

(
F

′

α · ∂irα
)
δqi = 0

つまり拘束力の和 {F′

α}が超曲面と直交する。つりあいが成り立てば

Fα + F
′

α =0
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となる外力 Fαが必要である。この外力の仮想変位に対してする仕事を仮想仕事 (vrtual_work)という。こ
の時

δW =
∑
α

(
Fα + F

′

α

)
δrα = 0

が成り立つがこれはつりあいの条件を必要とせず、{Fα}も超曲面に直交していれば

δW =
∑
α

Fαδrα = −
∑
α

F
′

αδrα = 0

が成り立つ。この意味でも変位 δrα は仮想的である。

実際に静止状態から微小時間 δtだけ変位する場合は加速度が必要で

δrα = δṙαδt

が決まり、運動方程式

mαr̈α = Fα + F
′

α

がつりあいの代わりに成立するので

δW =
∑
α

(
Fα + F

′

α

)
δrα

=
∑
α

mαr̈αδṙαδt

=
∑
α

d

dt

(
1

2
mαṙ

2
a

)
δt

= δ

(∑
α

1

2
mαṙ

2
a

)
(2.7)

となり超曲面に沿った仕事の変分が運動エネルギーとして導かれる。

また、力の次元に関係なく、一般化力として全て独立にとった一般化座標 {qi}を用いて

Fi :=
∑
α

Fα
∂rα
∂qi

= Fα∂irα

を定義すればつり合いの条件は

Fi = 0

であり、これはポテンシャルの停留値をとる条件

δW =
∑
α

Fαδrα = −
∑
α

∂U

∂rα
δrα = 0

から得られる。

つりあいを保たない場合も拘束力 F
′

α について δqi が独立であれば∑
α

F
′

α · ∂irα = 0

が成り立ち、運動方程式と ∂irα と内積をとり αでたしあげる操作をすると

N∑
α=1

mα

(
d2rα
dt2

· ∂rα
∂qi

)
=
∑
α

(
Fα + F

′

α

)
· ∂rα
∂qi

= Fi

が得られる。これが一般化力の定義としてもよい。
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ここでは拘束力が時間に無関係であるとして質点 αの速度、加速度を一般化座標で表すと

drα
dt

=
∂rα
∂qj

dqj

dt

d2rα
dt2

=
∂rα
∂qj

d2qj

dt2
+

∂2rα
∂qj∂qk

dqj

dt

dqk

dt

となるので運動方程式は ∂irα と内積をとり i = 1, 2 · · · , nとして

N∑
α=1

mα

{(
∂rα
∂qi

· ∂rα
∂qj

)
d2qj

dt2
+

(
∂rα
∂qi

· ∂2rα
∂qj∂qk

)
dqj

dt

dqk

dt

}
= Fi (2.8)

を得る。そこで系の全運動エネルギーとして式 2.7から

T =
1

2

N∑
α=1

mα

(
drα
dt

· drα
dt

)
d2qj

dt2
=

1

2

N∑
α=1

mα

(
∂rα
∂qi

· ∂rα
∂qj

)(
dqi

dt
· dq

j

dt

)
(2.9)

とおく。n次元配位空間上で質量 1の仮想的な質点を考える。この質点が微小時間 dtの間に動く距離を
√
(ds̄)

2

とするとこの空間の計量として

(ds̄)
2
:=

N∑
α=1

mα

(
∂rα
∂qi

· ∂rα
∂qj

)
dqidqj = mijdq

idqj (2.10)

を定義する。ここで

mij = mji :=

N∑
α=1

mα

(
∂rα
∂qi

· ∂rα
∂qj

)
は一般化座標に依存した計量テンソルである。この時の質量 1の質点の持つ運動エネルギー T

は

T =
1

2

(
ds̄

dt

)2

となる。さらに第 1種クリストフェル記号 (Christoffel_symbol)が次のように定義できる。

Cijk = Cikj :=

N∑
α=1

mα

(
∂rα
∂qi

· ∂2rα
∂qj∂qk

)
これは次の関係式を満たす。

∂imjk = Cjki + Ckji

∂jmki = Ckij + Cikj

Cijk =
1

2

(
∂mki

∂qj
+
∂mji

∂qk
− ∂mjk

∂qi

)
これから式 2.9は

T =
1

2
mij q̇

iq̇j

また式 2.8は
mij q̈

j + Cijk q̇
iq̇j = Fi = −∂iU(r(q)) (i = 1, 2, · · · , n)

となる。さらに

mijmjk = δjk
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という関係から逆行列が存在するとして

mij :=

N∑
α=1

1

mα

(
∂qi

∂rα
· ∂q

j

∂rα

)
を定義すれば第 2種クリストフェル記号 (Christoffel_symbol)が次のように定義できる。

Ci
jk = Ci

kj :=
1

2
mkl

(
∂mjl

∂qi
+
∂mli

∂qj
− ∂mij

∂ql

)
これを用いて運動方程式を別表現すれば

q̈i + Ci
jk q̇

j q̇k = mijFi (i = 1, 2, · · · , n) (2.11)

となる。これらはアファインと呼ばれ、第 5部で詳しく触れる。

2.2.1 例：球面振り子

2.3 第 1基本形式

ある拘束条件のもとで 2次元曲面上に拘束さらた質点の運動を考える。2次元の曲面をN とするとこの曲面

上の点は一般に

r =
(
x(q1, q2), y(q1, q2), z(q1, q2)

)
となる。例えば球座標をとれば

r = (a sin θ cosϕ, a sin θ sinϕ, cos θ)

である。これを (q1, q2)平面から曲面N への写像とみなせたのでランク 2のヤコビ行列が

jij =

(
∂1x ∂1y ∂1z

∂2x ∂2y ∂2z

)

ここで q1を固定し q2を変化させることでN 上に 1本の曲線ができるのでこれを q1曲線とすると同様にし

て q2 曲線もできる。

よってこの q1, q2曲線から交点としての 1点を決めることができるので (q1, q2)はN の座標とすることがで

きる。

この時 ∂1r = (∂1x, ∂1y, ∂1z)は q2曲線の接ベクトル、∂2r = (∂2x, ∂2y, ∂2z)は q1曲線の接ベクトルとみなせ、

ヤコビアンのランクが 2なのでこれらは互いに 1次独立とすることができる。よって (∂1r, ∂2r)はこの交点

での接平面を張る。

しかし、先の球面振り子の極では無数の子午線が集中し、経度が一意に定まらず、ヤコビアンのランクは 1
になる。

このような場所では別の座標系 (q1
′
, q2

′
)を用いて覆う必要がることに注意する。

場合によってはさらに別の座標系 (q1
′′
, q2

′′
)を用いて完全に被覆する。これらの座標系をつなぐ変換行列を

ψとする。

この時、曲面の線素は 2次形式として

ds2 = dr · dr =

(
∂r

∂qi
dqi · ∂r

∂qj
dqj
)

= gijdq
idqj

で定義し、

gij :=
∂r

∂qi
∂r

∂qj
=
mij

m
(2.12)
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を曲面の第 1基本量 (first_fundamental_quantities)という。
またこれは

det(gij) = g11g22 − g12g21

= (∂1r · ∂1r)(∂2r · ∂2r)− (∂1r · ∂2r)(∂2r · ∂1r)

= (∂1r× ∂2r)
2 ̸= 0

となるので逆行列が存在し、

gij :=
∂qi

∂r
· ∂q

j

∂r
= mmij

であり前部での計量テンソルである。

質点が曲面を運動することを考えるとその軌道は 3次元空間上で次のように表すことができる。

r = r(q(t))

この時の速度は

v =
dr

dt
=

∂r

∂qj
dqj

dt

であるが、∂ir (i = 1, 2)は点 rにおける接ベクトルであり、常に曲面Ｎに接している。

また、加速度は

a =
d2r

dt2
=

d

dt

(
∂r

∂qj
dqj

dt

)
=

∂r

∂qj
d2qj

dt2
+

∂2r

∂qk∂qj
dqk

dt

dqj

dt
(2.13)

となるので、これから第 1項は曲面Ｎに接するが、第 2項は法線方向の成分を持つことがわかる。
そこで点 rにおける曲面の単位法ベクトルを

e3 =
∂1r× ∂2r

|∂1r× ∂2r|

とすれば第 2項の係数を先のクリストフェル記号を質量項が異なるのでここでは Γ用いて

∂r

∂qk∂qj
= Γi

jk

∂r

∂qi
+ hjke3

ただし、

hjk =
∂2r

∂qk∂qj
(2.14)

である。またここでのクリストフェル記号は ∂nrとの内積をとって ∂nr⊥e3 だから第 2項は落ち、

∂r

∂qn
· ∂2r

∂qj∂qk
= Γi

jk

(
∂r

∂qn
· ∂r
∂qi

)
= gniΓ

i
jk

という計算則を満たす。これは前節の Ci
jk とおなじ演算関係である。

そこで次のような関係がある。

Γi
jk =

1

m
ginCnjk = minCnjk = mCi

jk

Γijk = gniΓ
n
jk =

1

m
Cijk

この場合は質量は座標成分によらず質点に集中していることになる。このクリストフェル記号にも先と同様

に 1種、2種という区別を用いることがある。式 2.12から計量テンソルで表すと

Γijk =
1

2

(
∂gki
∂qj

+
∂gij
∂qk

− ∂gjk
∂qi

)
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である。これから質点に働く全ての力を Fとして曲面に水平な成分 FT と垂直な成分 FN に分解する。

F = FT + FN

これにより全体の運動方程式が式 2.13から

m

(
d2qk

dt2
+ Γk

ij

dqi

dt

dqj

dt

)
∂r

∂qk
+mhij

dqi

dt

dqj

dt
e3 = F

となり、曲面Ｎ上の曲線に接する方向には

m
(
q̈k + Γk

ij q̇
iq̇j
)
∂kr = FT (2.15)

となりこれは式 2.22と同じである。よって拘束力を含まない。
曲線に直行する方向には右手系を正として

mhij q̇
iq̇je3 = FN (2.16)

のように分けることができる。これは曲線方向には仕事をしない。

この式の意味を次節で考える。

2.4 第 2基本形式

先の式 2.16について次のようにまず曲面Ｎ上の任意の 1点 r0(q
1
0 , q

2
0)を考える。

図のように曲面上の近くの点 r(q1, q2)の余接平面上の単位ベクトル eN 方向への射影を

h(q) = (r(q)− r0) · eN

とする。

図 2.1: 余接平面と曲率半径

内積 ∂ir · eN = 0となるから点 rを次のように微小量で表すと

r = r
(
q10 + ϵξ1, q20 + ϵξ2

)
(2.17)

となる。式 2.14から hjk は

h
(
q10 + ϵξ1, q20 + ϵξ2

)
=

ϵ2

2

(
∂2r

∂qk∂qj
eN

)
ξjξk +O(ϵ3)

=
ϵ2

2
(hjk)0 ξ

jξk (2.18)

となるが図からこれは接平面から rへの高さ hに等しい。曲面Ｎが平面であれば 0である。
そこでこの {hjk}を曲面の第 2基本量という。また次を曲面の第 2基本形式 (second_fundamental_form)
という。

H = hjkdq
jdqk (2.19)
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図において、質点が r0 から微小時間 dt = ϵτ の間に r
(
q10 + ϵξ1, q20 + ϵξ2

)
だけ動いたとすると r0 での質点

の速さは v = |ṙ|となる。このとき曲面の曲率半径を ρN とすると図から

ρ2N = (ρN − h)2 + (vϵτ)2

∼= ρ2N − 2ρNh+ (vϵτ)2 +O(ϵ3)

となるから

h =
(vϵτ)2

2ρN
+O(ϵ3)

(ϵτ)
2

=
2ρnh

v2
(2.20)

と表すことができる。また、式 2.17から r0 での質点の速さの成分は

q̇1 = ξ1/τ, q̇2 = ξ2/τ

となる。式 2.18,2.20より

h =
ϵ2

2
(hjk)0 ξ

jξk

=
(ϵτ)

2

2
(hjk)0 q̇

j q̇k

=
(vϵτ)2

2ρN

よって

(hjk)0 q̇
j q̇k =

v2

ρN

と置きか変えできるので式 2.13から r0 での質点の加速度の法線方向の成分は

(r̈ · eN )0 = (hjk)0 q̇
j q̇k

=
v2

ρN

となる。これを用いて運動方程式の曲面に垂直な成分については式 2.16から

FN = m
v2

ρN

とあらわすことができる。

2.5 測地線

曲面上の運動を調べるためにパラメタとして時間 tが選べれば次の軌道の長さを基準にすることができる。

s =

∫ t

0

vdt =

∫ t

0

|ṙ|dt

v =
ds

dt

これにより t = t(s)とみることができる。軌道上の点は

r = r(q1(t(s)), q2(t(s))) = r(s)
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で表される。この時、軌道の接ベクトルが決まり

e1 =
dr

ds
=
dr

dt

dt

ds
=
ṙ

v

|e1| =
√
e1 · e1

である。

よって v = 0の場合は特異であることに注意する。|e1| = 1なのでこれは単位ベクトルとしてよい。よって

r(s)でこの曲面に接して e1 に直交する単位ベクトルを空間が 3次元であるとすれば次のように定義できる。

e2 =
∂2r − (∂2r · e1)e3
|∂2r − (∂2r · e1)e3|

そうすれば法ベクトルが

e3 = e1 × e2

で決まり (e1, e2, e3)は右手直交系を張る。

この時の速度は次のようになる。ここからはベクトルを太字で強調し、前節の記号を用いて

v = ṙ = ve1 = veT, e2 = eG

とする。

d

dt
e1 =

d

dt

dr

ds
= v

d

ds
e1 = ve

′

1 = veN

とおけば加速度は

a = r̈ = v̇eT + v2eT
′

(2.21)

となる。さらに

eT · eT =1 (2.22)

の両辺を sで微分すれば

2eT · e
′

T =0

となるので eT , e
′

T は互いに直行している。よって曲線方向に 2階微分すると

r
′′
= eT

′
= κGeG + κNeN (2.23)

と表されなくてはならない。よって 2.21は

r̈ = v̇eT + v2 (κGeG + κNeN)

となるがここで前節の結果から r̈ = v2r′′ だから

v2κN = r̈ · eN = ± v2

ρN

κN = r
′′
· eN = ± 1

ρN

となり、ρN を法曲率 (normal_curvature)という。
この曲率は接平面上に射影することからは求められない。

これに対し、式 2.23から

κG = r
′′
· eG =

r̈ · eG
v2
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であらわされる曲率は軌道を接平面 TN に射影して得られる曲線の曲率である。

これを測地的曲率 (geodesc curvature)という。
実際に軌道を r0 = r(s0)での接平面 (TN)0 に射影して得られる曲線はもとの曲線から eN0 方向への射影成

分を引きさればいいから

r̃(s) = r(s)− ((r(s)− r0) · eN0) eN0

となる。よって

r̃
′′
(s) = r

′′
(s)−

(
r
′′
(s) · eN0

)
eN0

となるので前回と同様に

(κG)0 =
(
r
′′
(s) · eG

)
0
=
(
r̃
′′
· eG

)
0
= ± 1

(ρG)0

この時の運動方程式は 3つの方向のベクトル和として

m

(
dv

dt
eT +

v2

ρG
eG +

v2

ρN
eN

)
となる。各方向の成分は単位ベクトルと内積を取り得られる。

m
dv

dt
= F · eT

m
v2

ρG
= F · eG

m
v2

ρN
= F · eN

特に測地的曲率 κG が 0で、v = 0であれば

κG = (r
′′
· eG) =

(
qk

′′
+ Γk

ijq
i′qj

′
)
(∂kr · eG) = 0

となるので測地線は曲面上で慣性運動をし測地線の方程式

d2qk

ds2
+ Γk

ij

dqi

ds

dqj

ds
= 0 (k = 1, 2)

を満たす。この解曲線を測地線 (geodesic curve)という。これは曲面上で局所的に最短距離になる。

2.6 フェルマーの原理

光学的な最短時間の原理はフェルマーの原理であった。そこでこの原理との関係をみておく。

式 2.10から (
d̄s
)2

= mijdq
idqj = m(dl)2

としよう。配位区間上で実現される経路はヤコビの原理から

∆A = ∆

∫ Q2

Q1

√
2(E − U(q))ds̄ = ∆

∫ Q2

Q1

√
2m(E − U(q))dl = 0

から決まり特に 1質点であれば

∆

∫ Q2

Q1

√
2m(E − U(q))dl = ∆

∫ Q2

Q1

mvdl = 0
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から決まった。光学の場合は屈折率をn(r)、位相速度をu(r) = c/n(r)としてフェルマーの原理 (Fermat’s prin-
cipal)は

∆

∫ Q2

Q1

dl

u(r)
= ∆

∫ Q2

Q1

n(r)dl

c
= 0

である。ここで

u(r) ∝ 1

mv
∝ 1√

m(E − (U(r))

とするとポテンシャル内の粒子の運動を波の伝搬と相似付けられる。よって波数 k(r) = ω/cとして

光波の位相について

ω

{∫ Q

Q0

dl

u(r)
− (t− t0)

}
=

∫ Q2

Q1

k(r)dl − ω(t− t0) = ϕ(r, t, r0, t0)

とかける。興味あることにこれは次のように、対比できる。k(r) = p/ℏとして

1

ℏ

{∫ Q

Q0

pdl − E(t− t0)

}
=

1

ℏ
{WH(r, r0)− E(t− t0)} =

1

ℏ
SH(r, t, r0, t0)

これはド・ブロイ波の位相である。

3 双曲幾何 [18]

3.1 双曲線距離

ユークリッド幾何では基本的な順運動は回転と平行移動である。球面幾何では回転のみであった。では双曲

幾何においてはどうだろうか。式??の計量を用いて次のように双曲直線の距離を定義する。dzが無限小であ
れば

H[z + dz, z] =
|dz|
Im[z]

(3.1)

双曲円とは点 cを中心として

H[z, c] = ρ (3.2)

を満たす軌跡として定義する。曲率が−1/Rになるようなトラクトリクス母線は明らかに測地線であるので

この地図での垂直線もまた測地線、つまり双曲直線の例である。これにより次の最短経路の定義ができる。

垂直直線上の 2点間の最短道筋は一意的にきまり、2点を結ぶ直線線分 Lになる。

図 3.1: 双曲平面の最短距離と反運動

よって上図左のように垂線上の距離 ds1 が最短であり

ˆds1 =
ds1
y

< ˆds2 =
ds2
y

(3.3)
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が成り立つ。これから

H[x+ iy1, x+ iy2] =

∣∣∣∣log(y1y2
)∣∣∣∣ (3.4)

という関係が得られる。y1 = 1とするとこれは次の図のように y2 に対し変化していく。

図 3.2: Hのグラフ

ではトラクリトス母線ではない普通の双曲直線ではどのような変化をするかというと

どの双曲直線も水平線に直交する半直線の垂直線か、水平線に直交する円のどちらかでしかない。

この 2つも円の半径を無限大にすることで垂直線に写る。
さらに双曲線幾何には次の定理があった。

水平線に直交する半円の反転は双曲平面の反運動である。

これは式??による反転により次のように変換されたとする。

z → z̃ = TK(z) (3.5)

図 3.1により等角であるので

z = reiθ (3.6)

とすると

z̃ =
1

r
eiθ (3.7)

だから

d̂s =
rθ

y
=

rθ

Im[z]
=

rθ

rSinθ
= θ/Sinθ (3.8)

ˆ̃
ds =

θ

rỹ
=

θ

rIm[z̃]
=

θ

Sinθ
= θ/Sinθ (3.9)

となり

d̂s =
ˆ̃
ds (3.10)

が成り立つ。これは図 3.1の直角三角形が相似であることからも明らかである。
これから双曲距離について

H[a, b] = H[ã, b̃] =

∣∣∣∣log ImãImb̃

∣∣∣∣ (3.11)

が成り立つ。

図 3.3: 2つの円は互いの中心を通る
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上の図では 2つの円は互いの中心を通る。この時双曲距離 abは図の弧 abが最短になる。これは反転により
線分 ãb̃の距離が最短であることから明らかである。また、双曲平面上では半直線 (垂線)と半円はどちらも水
平線に直交しており区別はできない。

さらにこれから次の説明ができる。

水平線に直交する半円 Kに関する反転は、双曲直線 Kに関する双曲平面の鏡映 RK に等しい。

つまり次が成り立つ。

TK(z) = RK(z) (3.12)

図 3.4: 任意の z̃と zを通る円は交点mで直交する

この式は上図において zを Kにより反転した点 z̃を通る円は自動的に Kに直交し、また

TK(zm) = z̃m (3.13)

で入れ替わるので距離 z̃m = zmが成り立つので zは Kによって z̃に鏡映される。

3.2 ボーヤイ・ロバチェフスキーの公式

図 3.5: 直線 Lに対し L1、L2は漸近的である

上の図において双曲線幾何では点 pで直線 Lと交わらない双曲直線 (半円)は無数にあり、これらは超平行
と呼ばれる。この点はユークリッド幾何との相違点である。また直線 Lに L1と L2は水平面上では直交し交
わるので漸近的であるという。この漸近的直線のなす角 ϕを平行角という。この時、ユークリッド幾何と同様

に点 pを通り Lと垂直に交わる双曲直線は図の Kの 1つしかない。
Kと Lの交点を qとする。L2の水平線との交点 cを中心として半円 Cを作図し、qを通る双曲直線を Cと
すると

TC(q) = q = q̃

TC(p) = p̃
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が成り立つ。そこで

D ≡ H[p, q] (3.14)

とするとボーヤイ・ロバチェフスキーの公式は次のように表すことができる。

tan
ϕ

2
= e−D (3.15)

これは図から次のように説明できる。角 pkcは ϕに等しい。また弧 pqは線分 p̃qに双曲面上では等しいので

で式 3.11より tan
(

ϕ
2

)
< 1となることから

D =

∣∣∣∣log(qkp̃k
)∣∣∣∣ = ∣∣∣∣log( ckp̃k

)∣∣∣∣
=

∣∣∣∣log(tan(ϕ2
))∣∣∣∣ = −log

(
tan

(
ϕ

2

))
を得る。よって式 3.15が示された。

3.3 ポアンカレ円板

平面上の座標 (x, y)において yが正になるような全体を上半平面 (upper_half_plane)という。
これを UP で表すと

UP = {(x, y)|y > 0} (3.16)

である。

中心が −iにあり ±1を通る円を Kとし次の反転

z → z̃ = TK(z) (3.17)

を用いて下図のように複素平面の上半平面を単位円板の中に写すことを考える。

+i

-i

-1 +1

z

z
K

図 3.6: 上平面全体を単位円板に写す

Kによって zのある半円の外側の上半平面は図の単位円板の斜線部に写され、内側の部分は単位円内に写さ
れる。

また双曲平面の水平線全体はこの写像により、単位円に写され、上半平面の垂直な双曲直線の共有する無限

遠は −iに写される。
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しかしこの反転 TK(z)は反等角なので向きが反対になる。

そこで実軸に関して鏡映を施すと等角なポアンカレ円板をつくることができる。つまり上半平面からポアン

カレ円板への変換は複素反転を表すメビウス変換になる。このメビウス変換をとするとこれは

i→ 0

−i→ ∞

のように写すことから kを定数として
k
z − i

z + i

という形をしていることが予想される。さらに点 ±1が固定されているので結局

D(z) =
iz + 1

z + i
(3.18)

であることがわかる。

3.4 ポアンカレ計量

前節のメビウス変換の式??を持ってきて

M(z) =
az + b

cz + d
ad− bc = 1 (3.19)

とする。上半平面 UP 上の点を同じ UP 上の点に写すメビウス変換 (1次分数変換)の全体を PSL(2;R)で

表す。

ポアンカレ平面上での計量を決めるためにまず次の図を利用する。

dsの双曲直線的な長さに対応するのが図の d̂sである。

図 3.7: ポアンカレ円板上でメビウス変換は等角になる。

図左において z = reiθ を始点とする水平な線素の無限小ユークリッド長さを dsとすると Lと Eとの間の角
度は

ds = rθ = d̂sIm[z] (3.20)

d̂s =
ds

Im[z]
(3.21)

となる。Lは dsに直交していて Eは Lの等距離曲線である。式 3.18からメビウス変換が等角であること
から

d̂sは角としてみなすことが大変有効になる。つまり上図右において

dsの 1つの端点を通り dsに直交する双曲直線線 lとし、さらに dsの他の端点を通る双曲直線を eとする。

この時、dsの双曲直線的な長さに対応するのが図の d̂sである。簡単のため角 d̂s = ϕとおくと

よって下図右のように弧 eを含む円の半径を ρとすると
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ρsinϕ = 1 (3.22)

A

A’
B

B’

AB=A’B’

1-r

1+r
ds

dŝ

z

e

r

dsdŝds

dŝdsdŝds

p

o

s

t
u v

f

g

図 3.8:

円内の定点を通る任意の弦に対して定点で切って得られる線分の長さの積 AB = A′B′ は一定であることを

使うと

線分 zvの長さは

zv = ρCosϕ+ ρ (3.23)

だから式 3.22より

(ρCosϕ+ ρ) ds = (1− r)(1 + r)

Cosϕ+ 1

Sinϕ
ds = 1− |z|2

よって ϕが小さい時には

ϕ = d̂s =
2

1− |z|2
ds (3.24)

という計量が得られる。この式は式??と符号を除いて一致している。
これから双曲平面の距離を次のように決めることができる。

H[0, z] =

∫ |z|

0

2dr

1− r2
=

∫ |z|

0

[
1

1 + r
− 1

1− r

]
dr (3.25)

= log

(
1 + |z|
1− |z|

)
(3.26)

となる。

ポアンカレ円板上においてもどの順運動M も 2つの双曲直線に対する反転、または鏡映で表すことができる。

M = RL1 ◦RL2 = TL2 ◦ TL1 (3.27)

また前節でどの順運動も単位円をそれ自身に写すことがわかったので単位円板の自己同型を表すメビウス変

換を表す式が式??から原点周りの回転角を ϕとして
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Mϕ
a = eiϕMa(z) (3.28)

Ma(z) =
z − a

āz − 1
(3.29)

メビウス変換は aと原点を交換する

Ma(a) = 0, Ma(0) = a (3.30)

を満たすから aを通り、直径がBで中心が 1/āの単位円に直交する円をAとすると次のように分解ができる。

Ma = TB ◦ TA (3.31)

これから次の図のように Aと Bの交点mは 0と aの双曲中心であり Aは線分 0aの垂直 2等分線になって
いる。

図 3.9: 曲線 Aは 0aの垂直 2等分線になる。

よって aを原点と交換する一意的な変換Maは双曲線分 0aの中点m周りの角 πの回転Rπ
mになる。これか

ら次のように距離の関係が導ける。

H[a, z] = H[Ma(a),Ma(z)] = H[0,Ma(z)] = log

(
1 + |Ma(z)|
1− |Ma(z)|

)
(3.32)

であり、式 3.28より

H[a, z] = log

(
|āz − 1|+ |z − a|
|āz − 1| − |z − a|

)
(3.33)

を得る。ユークリッド回転 z → eiϕzが双曲回転 Rϕ
0 を表す。

一般的な単位円板のメビウス自己同型は次のように双曲回転の合成になる。

Mϕ
a = Rϕ

0 ◦Rπ
m (3.34)

曲線 l : [a, b] → R2 は次のようにパラメタ tの連続した関数の組で表され、

l(t) = (l1(t), l2(t)) (3.35)

この曲線の長さ SP を式??を参考にして次で表す。

SP =

∫ b

a

1

l2(t)

∣∣∣∣dldt
∣∣∣∣ dt (3.36)

これをポアンカレ計量 (Poincare_metric)という。
この時 2点間の距離 d(P,Q)を次のように定義する。
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d(P,Q) = inf {SP (l)|l : [a, b] → UP, l(a) = P, l(b) = Q} (3.37)

この平面を複素空間に拡大すると UP はまさに虚部分が正の複素数全体を表すことになる。すなわち

P = {z ∈ C| Im[z] > 0} (3.38)

とする。単位円板を

D2 ≡ {z ∈ C| |z| < 1} (3.39)

で定義し、この円板に含まれる曲線の長さを式 3.28より

SD =

∫ b

a

2

1− |l(t)|2

∣∣∣∣dldt
∣∣∣∣ dt (3.40)

となる。

3.5 共形変換

l : [a, b] → R2,m : [a′, b′] → R2をR2上の曲線とし、この曲線が点 P = l(c) = m(c′)で交わっているとする。

この時、点 Pでの lとmの間の角度はそれぞれの接ベクトルのなす角 θは次で定義できる。

Cosθ ≡
dl
dt (c) ·

dm
dt (c

′)∣∣ dl
dt (c)

∣∣ ∣∣dm
dt (c

′)
∣∣ (3.41)

U を平面 R2上の開集合とし、ψを U から R2への無限回微分可能な写像であるとする。この時 ψが共形式

(confromal)であるとは U に含まれ 1点 P = l(c) = m(c′)での角度が ψ(P )での角度が ψmと ψlの間の角度

に等しい場合である。共形的な写像を等角写像という。

ψ ∈ PSL(2;R)とすると任意の 2点 P,Q ∈ UP に対してメビウス変換が等長変換であることから

d(ψ(P ), ψ(Q)) = d(P,Q) (3.42)

である。このヤコビアンを求めこの式を証明してみる。写像 ψの z = x+ iyでのヤコビ行列を (Jψ)z とお

くと次が成り立つ。

(Jψ)z =

 Re
[

1
(cz+d)2

]
−Im

[
1

(cz+d)2

]
Im
[

1
(cz+d)2

]
Re
[

1
(cz+d)2

]  (3.43)

まず、これは次のように導ける。z = x+ iyとして ad− bc = 1から

∂

∂x
ψ(z) =

(a(cz + d)− c(az + b))

cz + d
=

1

(cz + d)2
(3.44)

∂

∂y
ψ(z) =

(a(cz + d)− c(az + b)) i

cz + d
=

i

(cz + d)2
(3.45)

よってヤコビ行列は 1になるわけではなく次のようになる。

(Jψ)z =

 Re
[

∂
∂xψ(z)

]
Re
[

∂
∂yψ(z)

]
Im
[

∂
∂xψ(z)

]
Im
[

∂
∂yψ(z)

]  =

 Re
[

1
(cz+d)2

]
−Im

[
1

(cz+d)2

]
Im
[

1
(cz+d)2

]
Re
[

1
(cz+d)2

]  (3.46)

次に等長変換であることを示すために
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l(t) = l1(t) + l2(t)i (3.47)

l′(t) = l′1(t) + l′2(t)i (3.48)

とおくと ∣∣∣∣dl′dt
∣∣∣∣ =

√(
dl′1
dt

)2

+

(
dl′2
dt

)2

(3.49)

ベクトルの成分としてヤコビアン (Jψ)z で表すと(
dl′1
dt
dl′2
dt

)
= (Jψ)l(t)

(
dl1
dt
dl2
dt

)
(3.50)

だから (
dl′1
dt

)2

+

(
dl′2
dt

)2

=

(
dl′1
dt
,
dl′2
dt

)( dl′1
dt
dl′2
dt

)
(3.51)

=

(
dl1
dt
,
dl2
dt

)
(Jψ)

t
l(t) (Jψ)l(t)

(
dl1
dt
dl2
dt

)
(3.52)

ここで

(Jψ)
t
l(t) (Jψ)l(t) =

1

|cl(t) + d|4

(
1 0

0 1

)
(3.53)

を代入すると

(
dl′1
dt

)2

+

(
dl′2
dt

)2

=
1

|cl(t) + d|4

((
dl1
dt

)2

+

(
dl2
dt

)2
)

(3.54)

ここで ad− bc = 1から

Im [ψ(z)] = Im

[
az + b

cz + d

]
(3.55)

= Im

[
adz + bcz̄ + bd+ ac|z|2

|cz + d|2

]
(3.56)

=
1

|cz + d|2
Im [z] (3.57)

になるので長さ

S(l′) =

∫ b

a

1

Im[l′]

∣∣∣∣dl′dt
∣∣∣∣ dt (3.58)

=

∫ b

a

1

|cl(t) + d|2
1

Im[l′]

∣∣∣∣dldt
∣∣∣∣ dt (3.59)

=

∫ b

a

1

|cl(t) + d|2
|cl(t) + d|2

Im[l]

∣∣∣∣dldt
∣∣∣∣ dt (3.60)

=

∫ b

a

1

Im[l]

∣∣∣∣dldt
∣∣∣∣ dt = S(l) (3.61)

となり、等長性式 3.42が示された。
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4 作用原理

4.1 作用積分

4.1.1 無限小変化

相対論では時間と空間は対等に近いところまで引き上げられた。しかし、対称ではない。

時間変化を

t′ = t+ ϵ(t) (4.1)

空間変化を

q′(t′) = q(t) +△q (4.2)

とすると、時間変化と座標変化をあわせたものの微小変化はそれぞれが独立していれば

△q(t) = q′(t′)− q(t′) + q(t′)− q(t)

= δq(t
′
) + ϵq̇(t) (4.3)

となる。これは簡単にいえば時間を止めた関数 qの変化と時間を変化させた時の関数の変化の和である。

つまり、空間と異なり、時間は常に連続したパラメタである。

言い換えるとこのことが古典的な原理とみなせる。

古典論では時間が常に空間面に直交した変化で積分された平均値であり、あらゆる物理量はこの平均値に沿っ

てみることしかできない。

次に先の結果を使って速度 q̇の微小変化を考えよう。

dt′ = dt+ ϵ̇dt

とおけるから

△q̇(t) = q̇
′
(t

′
)− q̇(t) =

d

dt′
q
′
(t

′
)− q̇(t)

=
d

(1 + ϵ̇)dt
q′(t′)− q̇(t)

=
1

(1 + ϵ̇)
q̇′(t′)− q̇(t)

= (1− ϵ̇)q̇′(t′)− q̇(t)

= q̇′(t′)− q̇(t)− ϵ̇q̇′(t′)

となるが式 4.2から

△q̇(t) = d

dt
△q(t)− ϵ̇q̇′(t′)

=
d

dt
(δq(t′) + ϵq̇(t))− ϵ̇q̇′(t′)

= δq̇(t′) + ϵq̈(t) (4.4)
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4.1.2 作用積分の不定性

作用積分を Jで表す。ハミルトンの原理では両端は固定されるのでラグランジュ関数 Lに任意の関数 Fが次
のように入ってもかまわないことになる。

J ′ =

∫ t2

t1

dt

(
L+

dF

dt

)
=

∫ t2

t1

dtL+ F (t2)− F (t1) (4.5)

いいかえると次のように Lに任意の関数の全微分が加わってもラグランジュの方程式は不変であった。

L′ = L+
dW

dt

これは図　のように作用積分が閉じた経路 c1+c2の作る曲面を扱っていることによる。

変分では図のように端点が固定される。t1と t2での関数の差が０なら作用積分は影響をうけない。

図 4.1: 作用積分の経路

従って次の図のように t1と t2の間を関数 F が連続的に変化しても作用積分 J には影響しない。

図 4.2: 作用積分の不定項

さらに経路の変分に対して作用積分は最小値をとるかどうかは注意が必要である。

次の図のように球面上においては PからQへの経路は２通り存在する。最短路 c1では最小値であっても c2
では異なる。

図のような球面上の積分では経路によって積分値が異なる。作用積分は局所的な視点の選択が必要に

なる。

図 4.3: 球面上の積分

これから作用積分には Pと Qへの最短路が決まる局所的な限定が必要になる。
作用積分が最小であるということより作用積分が停留値をとることに意味がある。

ハミルトンの原理は PC間を眺める大局的な決定がその間の経路を決定するという局所的な視点と相互に関
係している。

そこで端点を固定しない次の場合についてみてみる。
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図 4.4: 端点が固定されない場合

この場合の qの変分を

δqi(t) = q′i(t)− qi(t) + qi(t+ δt)− qi(t) (4.6)

とし、次のように表現する。

δqi(t) = q′i(t)− qi(t) (4.7)

δqi = δqi(t) + q̇i(t)δt (4.8)

ただし、qiの変分は δ̄qiで関数の変化を δtで時間変化を表す。この時作用積分 Jの変分は次のようにおける。

δJ [q] =

∫ t2+δt2

t1+δt1

dtL(q + δq, q̇ + δq̇, t)−
∫ t2

t1

dtL(q, q̇, t) (4.9)

ここで図 4.1.2からｔの変化は両端付近で、
関数の変化は中間領域で大きいとすると tの変化を次のように分けることができる。

=

{∫ t1

t1+δt1

+

∫ t2+δt2

t2

}
dtL(q, q̇, t) +

∫ t2

t1

dt {L(q + δq, q̇ + δq̇, t)− L(q, q̇, t)} (4.10)

= L(q2, q̇2, t2)δt2 − L(q1, q̇1, t1)δt1 + δ̄

∫ t2

t1

dtL(q, q̇, t) (4.11)

がほぼ断熱的に時間をとめた変分であるとすると次が成り立つ

δq̇i =
d

dt
δqi (4.12)

とすると式 4.11は部分積分により

δJ [q] = [L(q, q̇, t)δt]
t2
t1
+

∫ t2

t1

dt

(
∂L

∂q̇i
δq̇i(t) +

∂L

∂qi
δqi
)

(4.13)

=

[
L(q, q̇, t)δt+

∂L

∂q̇i
δqi(t)

]t2
t1

−
∫ t2

t1

dt
d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
δqi +

∫ t2

t1

dt
∂L

∂qi
δqi (4.14)

=

[
L(q, q̇, t)δt+

∂L

∂q̇i
δqi(t)

]t2
t1

+

∫ t2

t1

dt

(
∂L

∂qi
− d

dt

(
∂L

∂q̇i

))
δqi (4.15)

ラグランジュの方程式が成り立てば第 2項は 0とみなせる。すると作用積分の変分が結果として端点のみで
決まることを表している。
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そこで運動の経路 c上であれば第 1項は式 4.8より δqi = δqi(t) + q̇i(t)δtだから

[Θ(t)]
t2
t1

=
∂L

∂q̇i
δqi(t)−

(
∂L

∂q̇i
q̇i(t)− L

)
δt (4.16)

となる。これは端点による変化を空間と時間の変化で表している。

左辺は次のように単純に示すことができる。

δJ [q] = Θ(t2)−Θ(t1) (4.17)

正準運動量を

pi =
∂L

∂q̇i

で定義し、ハミルトニアンH を次で定義する。

H(p, q) = piq̇
i − L (4.18)

これを用いると式 4.16はハミルトンの正準形式で次のように表現できる。

ΘH(t) = piδq
i(t)−H(p, q)δt (4.19)

つまり端点の変化が空間変分と時間変分を引き起こし、その係数が空間変分に対して運動量が与えられ、時

間変分に対してはハミルトニアンが与えられる。

さらに式 4.16の第 1項を

θiL ≡ ∂L

∂q̇i
dqi = pidq

i (4.20)

と定義するとこの θL は座標系によらないで成立することがわかる。

pidq
i = PidQ

i (4.21)

さらに 1形式から後で扱う 2形式を次のようにつくることができる。

ωi
L ≡ dpi ∧ dqi (4.22)

式 4.18ではH を決めるのに Lが再び使われる

また次のようにラグランジュ形式でも表現できる。

ΘL(t) = pi(q, q̇)δq
i(t)− E(q, q̇)δt (4.23)

E(q, q̇) = pi(q, q̇)δq̇
i(t)− L(q, q̇) (4.24)

端点を固定していくことは次のように連続性と関係している。

4.1.3 拘束条件

　速度位相空間での微分方程式は次のように置き換えて位置とその時間微分を独立に扱う。

よって

dqi = ξidt (4.25)

q̇i = ξ (4.26)
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また、位相空間を考えているのでラグランジュの方程式は次のようにヘシアン行列 Aij を定義すると

Aij =
∂2L

∂ξi∂ξj
=
∂pi
∂ξj

(4.27)

Aij ξ̇ +
∂2L

∂ξi∂qj
ξj − ∂L

∂qi
= 0 (4.28)

となる。ヘシアン行列が正則ならば

det(Aij) ̸= 0 (4.29)

が成り立ち逆行列が存在するので式 4.28の左から逆行列をかければ解くことができる。
つまりラグランジュの方程式は全てが独立の運動方程式になる。

しかし、次の場合には逆行列は存在できない。

det(Aij) = 0 (4.30)

この場合は ξ̇を N個の運動方程式から消去した式を導くことができる。
つまりヘシアン行列が非正則であれば内的拘束条件があることになる。

例えば次のようなラグランジュ関数を考える。

L =
1

2
(q̇1)2 + q1q̇2 + (q2)2 (4.31)

この時、ヘシアン行列は次のようになる。

Aij =

(
1 0

0 0

)
(4.32)

この行列の階数は１である。ラグランジュの方程式は

ξ̇1 − ξ2 = 0 (4.33)

ξ1 − 2q2 = 0 (4.34)

が得られるが第２式の方は拘束条件とみなせる。これはラグランジュ関数がもともと内包しているものだか

ら内部拘束条件である。

このようにヘシアンの階数が N-Rであればヘシアン行列には R個のゼロ固有値が存在し、ゼロ l固有ベク
トル τ iα について

Aijτ
i
α = 0 (4.35)

が成り立つ。

ラグランジュ形式からハミルトン形式は次のようにルジャンドル変換で結ばれる。

(qi, ξi, L) ⇒ (qi, pi,H) (4.36)

この時も式 4.27から ξi と pi は独立ではなく拘束条件が生じる。

位相空間であっても速度空間であってもヘシアンが正則であれば 2N 個の方程式は独立である。この時は積

分可能になる。

次にこの積分可能な条件についてみてみる。
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4.1.4 フロベニウスの条件

N個の変数について 1次微分形式

ωα = aαi(x)dx
i = 0 (α = 1 ∼ µ ≤ N) (4.37)

を考える。ωと直交する微分演算子 Yを ωの生成系という。式 4.37と直交する YK(k, l = 1 ∼ K)について

[Yk, Yl] = 0 mod.(Y ) (4.38)

この時、ωは完全積分可能で ωα = dFα=0なる µ個の積分が存在する。

これを応用すると式 4.25 からヘシアン行列が正則であれば

dξj −Ridt = 0 (i = 1 ∼ N) (4.39)

Ri ≡ −(A−1)ij
(
∂pj
∂qk

ξk − ∂L

∂qi

)
(4.40)

これら２Ｎ個の微分形式と直交する微分演算子Xt を式 4.25と式 4.39から

Xt = ai
∂

∂qi
+ bi

∂

∂ξi
+
∂

∂t

とおくと

⟨dqi − ξidt,Xt⟩ = 0, ⟨dξi −Ridt,Xt⟩ = 0

から

Xt = ξi
∂

∂qi
+Ri ∂

∂ξi
+
∂

∂t

を得る。これは全体にかかる因子を除いて一意的に求まる。

その不定因子は時間のスケールを表すべきものであるからこれを１とすればこの式が運動の生成演算子とみ

なせる。

生成系が唯一このXtであるなら自分自身との交換積は 0になるのでラグランジュの方程式は積分可能になる。

4.1.5 ハミルトン形式とラグランジュ形式の保存量

式 4.18では pi と qi は独立変数のようにとるとすると次のように微分できる。

dH = pidξ
i + ξidpi −

(
∂L(q, ξ)

∂qi
dqi +

∂L

∂ξi
dξi
)

(4.41)

正準関係から

dH = ξidpi −
∂L(q, ξ)

∂qi
dqi (4.42)

となる。これは Hの変化が ∂L
∂ξi dξ

i 項を含まないことになる。つまりラグラジアンが次のように変化しても

Hの変化に影響しないことを示す。

L′ = L+
dF (q)

dt
(4.43)

式 4.44から次のようにハミルトンの運動方程式が導ける。
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dH = q̇idpi − ṗidq
i (4.44)

q̇i =
∂H

∂pi
(4.45)

ṗi = −∂H
∂qi

(4.46)

式 4.18から次のように Lが書ける。

L = piq̇
i −H(q, p) (4.47)

これから図 4.1.2の作用積分は

J [q, p] =

∫ t2

t1

dt
(
piq̇

i −H(q, p)
)

(4.48)

両端を固定して変分をとると

δJ [q, p] =

∫ t2

t1

dt

(
piδq̇

i + q̇iδpi −
∂H

∂qi
δqi − ∂H

∂pi
δpi
)

= 0

=

∫ t2

t1

dt

(
pi
d(δqi)

dt
+ q̇iδpi −

∂H

∂qi
δqi − ∂H

∂pi
δpi
)

はじめの項に部分積分をすると

δJ [q, p] =
[
piδq

i
]t2
t1
+

∫ t2

t1

dt

(
−ṗiδqi + q̇iδpi −

∂H

∂qi
δqi − ∂H

∂pi
δpi
)

(4.49)

第１項は端点を固定すると０になる。よって

δJ [q, p] =

∫ t2

t1

dt

{
−
(
ṗi +

∂H

∂qi

)
δqi +

(
q̇i − ∂H

∂pi

)
δpi
}

= 0 (4.50)

を得るからこれから正準方程式が得られる。δqi と δpi が独立ではないので拘束条件が存在し、

未定係数法で正準方程式を導かないといけない。

ハミルトン形式で H の時間変化は次のようになるが

dH

dt
=
∂H

∂qi
q̇i +

∂H

∂pi
ṗi (4.51)

式 4.50が成り立てば常に両者の変化が次のように打ち消しされ 0になる。

dH

dt
= −ṗiq̇i + q̇iṗi = 0 (4.52)

よって Hは時間的に不変な物理量であるエネルギーの総和を表すと考えられる。
ここで式 4.50より正準関係は直交している δpと δqとの係数であるから式 4.52の第１項と第２項の和につ
いては注意がいる。

q̇, ṗが独立しているとして双対な関係あり、積 ṗiq̇
iの積分は相手については断熱的な変化として時間積分の

前に出す。

すると

H =

(
−q̇i

∫
ṗidt+ ṗi

∫
q̇idt

)
/2 (4.53)
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と書ける。ところが q̇, ṗは次の図のような閉曲線にあるので

図 4.5: pq平面での経路、図右はｔ軸を紙面表から裏に見る

式 4.53の第１項については時間を反転する。つまり

H =

(
−q̇i

∫ 0

t

ṗidt+ ṗi

∫ t

0

q̇idt

)
/2 (4.54)

と表現される。これから次のように運動エネルギー Tとポテンシャルエネルギー Vを決めると

2V = ṗi

∫ t

0

q̇idt = qiṗi (4.55)

2T = q̇i
∫ t

0

ṗidt = q̇ipi (4.56)

となるから式 4.47から次が導ける。

L = T − V

H = T + V

また式 4.19に変わる関係として

Θ[t] =
d

dt

{
qi, pi

}
(4.57)

という関係がある。式 4.23からは ΘL(t)が一定であれば

p(q, q̇)δqi(t)− E(q, q̇)δt=Const (4.58)

である。これはエネルギーと時間の作る体積空間が運動量と長さのつくる体積空間と相補的であることを

示す。

前に端点を固定しない時の作用積分の変化を見た。

δJ [q] =

{∫ t1

t1+δt1

+

∫ t2+δt2

t2

}
dtL(q, q̇, t) +

∫ t2

t1

dt {L(q + δq, q̇ + δq̇, t)− L(q, q̇, t)}

= L(q2, q̇2, t2)δt2 − L(q1, q̇1, t1)δt1 + δ̄

∫ t2

t1

dtL(q, q̇, t) (4.59)

δがほぼ断熱的に時間をとめた変分であるとすると次が成り立つ

δq̇i =
d

dt
δqi (4.60)

とすると式 4.59は部分積分により

=

[
L(q, q̇, t)δt+

∂L

∂q̇i
δqi(t)

]t2
t1

+

∫ t2

t1

dt

(
∂L

∂qi
− d

dt

(
∂L

∂q̇i

))
δqi (4.61)
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ラグランジュの方程式が成り立てば第 2項は 0とみなせる。すると作用積分の変分が結果として端点のみで
決まることを表している。

そこで運動の経路 c上であれば第 1項は

[Θ(t)]
t2
t1

=
∂L

∂q̇i
δqi(t)−

(
∂L

∂q̇i
qi(t)− L

)
δt

となる。これは端点による変化を空間と時間の変化で表している。

左辺は次のように単純に示すことができる。

δJ [q] = Θ(t2)−Θ(t1) (4.62)

H(p, q) = piq̇
i − L (4.63)

ハミルトンの正準形式で次のように表現できる。

ΘH(t) = piδq
i(t)−H(p, q)δt (4.64)

位相変換は前節のラグラジアンの不定性と関係している。

そこで次に 4元座標 xに依存した一般的な変換をユニタリ行列を U として次のように表しておく。

U = exp(−iω(x)) (4.65)

この場合 gauge変換は

∂µ (U(x)ϕ(x)) = U(x)
(
∂µϕ(x) + U(x)−1ϕ(x)∂µU(x)

)
また

ϕ′(x′) = ϕ(x) + δϕ(x)

であるが、ある方向

x0 = ict

Hは拡大した位相空間上の関数で Hの変化が座標系に依存した関数の微分の虚成分に等しいとして

∆H = −i∂µω(x)

H ′ = H +∆H = H − i∂µω(x)

について定数を gとして固有方程式

H ′ϕ′(x′) = HU(x)ϕ(x)− i∂µω(x)U(x)ϕ(x)

= U(x) (Hϕ(x)− i∂µω(x)ϕ(x))

これから

∂µϕ(x) + U(x)−1ϕ(x)∂µU(x) = Hϕ(x)− i∂µω(x)ϕ(x)

となるので
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∂µϕ(x) = Hϕ(x)

と同一視できる条件上では

U(x)−1ϕ(x)∂µU(x) = −i∂µω(x)ϕ(x)

が成り立ち U(x)−1 ̸= 0であれば

∂µU(x) = (−i∂µω(x))U(x)

が成り立つ。

∂µ (U(x)ϕ(x)) = U(x)∂µϕ(x)− iϕ(x)U(x)∂µω(x)

ϕ(x)∂µU(x) + U(x)∂µϕ(x) = U(x)∂µϕ(x)− iϕ(x)U(x)∂µω(x)

∂µU(x) = −iRg∗U(x)∂µω(x)

また、一般的な場 ϕを次のようにおく

∂µϕ(x) =
(
ϕ̇/c,∇ϕ

)
またラグラジアン密度は Lは

L =L(∂µϕ(x), ϕ)

L =

∫
d3xL(∂µϕ(x), ϕ)

さらに作用 J は次のようになる。

J =

∫
Ω

d4xL(∂µϕ(x), ϕ)

次のように座標と場の無限小変化をおく。

xµ′ = xµ + δxµ

ϕ′(x′) = ϕ(x) + δϕ(x)

また同じ座標での変化量、リー微分を次のように定義された。

δLϕ(x) = ϕ′(x)− ϕ(x) = δϕ(x)− δxµ∂µϕ(x)

よって

δJ =

∫
Ω

d4x

[
δLϕ(x)

{
∂L
∂ϕ

− ∂L
∂(∂µϕ)

}
+ ∂µ

{
δLϕ

∂L
∂(∂µϕ)

+ δxµL
}]

(4.66)

そこで式に対応して

Θ(ϕ) = δLϕ(x)

{
∂L
∂ϕ

− ∂L
∂(∂µϕ)

}
+ ∂µ

{
δLϕ

∂L
∂(∂µϕ)

+ δxµL
}

(4.67)

をとする。
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ネーターカレントをNµ として

Nµ = δLϕ
∂L

∂(∂µϕ)
+ δxµL (4.68)

とすると

∂µN
µ = 0 (4.69)

である。これは次のように空間、時間成分に分けることができる。

∂0N
0 = ∂kN

k (4.70)

∫
d3xN0 = icN (4.71)

通常 x→ ∞でN=0とするとネーターのカレントの時間成分は全空間で不変になる。

δJµ = δϕ
∂L

∂(∂µϕ)
− δxνT

µν (4.72)

ただし

Tµν =
∂L

∂(∂µϕ)
∂νϕ− δxµ

δxν
L (4.73)

であるが

δxµ = gµνδxν (4.74)

なので

Tµν =
∂L

∂(∂µϕ)
∂νϕ− gµνL

一般化運動量は次で表されるから

pi =
∂L

∂q̇i

ハミルトニアン Hは

H(p, q) = piq̇
i − L

ハミルトンの正準形式で次のように表現できる。

ΘH(t) = piδq
i(t)−H(p, q)δt

つまり端点の変化が空間変分と時間変分を引き起こし、その係数が空間変分に対して運動量が与えられ、時

間変分に対してはハミルトニアンが与えられる。さらに式の第 1項を

θiL ≡ ∂L

∂q̇i
dqi = pidq

i

と定義するとこの θL は座標系によらないで成立する。

pidq
i = PidQ

i (4.75)
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δJ [q] =

[
L(q, q̇, t)δt+

∂L

∂q̇i
δqi(t)

]t2
t1

+

∫ t2

t1

dt

(
∂L

∂qi
− d

dt

(
∂L

∂q̇i

))
δqi

δJ [q] =
[
piδq

i
]t2
t1
+

∫ t2

t1

dt

(
−ṗiδqi + q̇iδpi −

∂H

∂qi
δqi − ∂H

∂pi
δpi
)

を得るからこれから正準方程式が得られる。δqi と δpi が独立ではないので拘束条件が存在し、未定係数法

で正準方程式を導かないといけない。

ハミルトン形式で H の時間変化は次のようになるが

dH

dt
=
∂H

∂qi
q̇i +

∂H

∂pi
ṗi (4.76)

正準方程式が成り立てば常に両者の変化が次のように打ち消しされ 0になる。

dH

dt
= −ṗiq̇i + q̇iṗi = 0

よって Hは時間的に不変な物理量であるエネルギーの総和を表すと考えられる。
第１項と第２項の和については注意がいる。

q̇, ṗが独立しているとして双対な関係あり、積 ṗiq̇
iの積分については相手については断熱的な変化として時

間積分の前に出す。すると

H =

(
−q̇i

∫
ṗidt+ ṗi

∫
q̇idt

)
/2

と書ける。ところが q̇, ṗは次の図のような閉曲線にあるので

図 4.6: pq平面での経路、図右はｔ軸を紙面表から裏に見る

第１項については時間を反転する。つまり

H =

(
−q̇i

∫ 0

t

ṗidt+ ṗi

∫ t

0

q̇idt

)
/2

と表現される。これから次のように運動エネルギー Tとポテンシャルエネルギー Vを決めると

2V = ṗi

∫ t

0

q̇idt = qiṗi (4.77)

2T = q̇i
∫ t

0

ṗidt = q̇ipi (4.78)

となるから前部の式から次が導ける。

L = T − V (4.79)

H = T + V (4.80)
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4.1.6 電磁相互作用

前部で荷電粒子のローレンツ変換をとりあげた。これに作用原理を適応してみよう。

ローレンツ不変の作用として固有時間に沿った次の積分を考える。

dτ = dt/γ だから

S = −m
∫ τ2

τ1

dτ = −m
∫ t2

t1

γ−1dt (4.81)

この時、ミンコフスキー計量により iを空間成分として

dτ2 = dt2 − dxidxi = dt2(1− v2) (4.82)

と与えられているので

S = −m
∫ t2

t1

(1− v2)1/2dt = −m
∫ t2

t1

(1− ẋiẋi)1/2dt (4.83)

とかけるのでラグラジアンは

L = −m(1− ẋiẋi)1/2 (4.84)

となる。ただしここでは c = 1 の単位系を利用している。

特に |ẋ| << 1ならば次のように展開できるので

L = −m+
1

2
mẋ2 + · · ·

となるので第 2項までの近似をとれば第 1項がポテンシャル V、第 2項が運動エネルギーとみなすことがで
きて

L = T − V

とかける。これを最小作用の原理に用いてみよう。式 4.84より

δS = m

∫ t2

t1

(
1− ẋiẋi

)−1/2
ẋjδẋjdt

となるので部分積分から

δS = m
[(
1− ẋiẋi

)−1/2
ẋjδxj

]t2
t1
−m

∫ t2

t1

d

dt

((
1− ẋiẋi

)−1/2
ẋj
)
δxjdt

となり、端点では

δxi(t1) = δxi(t2) = 0

が使えるので ẋiẋi = v2, γ =
(
1− v2

)−1/2
δS = 0 とすると

d

dt

(
mγẋj

)
= 0

が得られるがこれは p = mγvとすると次の運動方程式を表す。

dp

dt
= 0

前部の相対性理論の節から 4元電磁場テンソルが Aµ(−ϕ,A) として

Fµν ≡ ∂µAν − ∂νAµ

となるから荷電ポテンシャルを含む作用が

S =

∫ τ2

τ1

(−mdτ + eAµdx
µ)

43



とかけるだろう。ラグラジアンがスカラーであるために共変ベクトルが必要になる。その意味で固有時間 dτ

もまた、共変的な関係

dτ = tµdθ
µ

と考えることが自然である。ただ我々は空間とことなり、時間に関してはベクトル成分を見ることはできな

い。常にスカラとして 1方向のみを連続的にもつ。我々の物理現象においては常に dtが時間であって tµを決

めることができない。dxと異なり dtは 1形式ではなく n次元空間における n形式である。
この時、

Aµdx
µ = Aµ

dxµ

dt
dt =

(
A0 +Aiẋ

i
)
dt =

(
−ϕ+Aiẋ

i
)
dt

とおけることに留意すると荷電モデルのラグラジアンが次のようにおける。

L = −m(1− ẋiẋi)1/2 − eϕ+ eAiẋ
i (4.85)

よって最小作用の原理から
∫
Aiδx

i → 0として

δS =

∫ t2

t1

((
m(1− ẋiẋi)1/2

)
ẋiδẋi − e∂iϕδx

i − eAiδẋ
i + e∂iAj ẋ

jδxi
)
dt

=

∫ t2

t1

(
− d

dt

(
mγẋi

)
δxi − e∂iϕδx

i − e
dAi

dt
δxi + e∂iAj ẋ

jδxi
)
dt− e

∫
Aiδx

i

=

∫ t2

t1

(
− d

dt

(
mγẋi

)
− e∂iϕ− e

dAi

dt
+ e∂iAj ẋ

j

)
δxidt

また、全微分
dAi

dt
=
∂Ai

∂t
+ ∂jAi

dxj

dt
=
∂Ai

∂t
+ ∂jAiẋ

j (4.86)

の関係を代入すると δS = 0から

− d

dt

(
mγẋi

)
− e∂iϕ− e

(
∂Ai

∂t
+ ∂jAiẋ

j

)
+ e∂iAj ẋ

j = 0

つまり荷電粒子の運動方程式が

d

dt

(
mγẋi

)
= e

(
∂iϕ− ∂Ai

∂t

)
+ e (∂iAj − ∂jAi) ẋ

j

= e(Ei + ϵijkẋ
jBk)

のようにローレンツ方程式になることがわかる。

3次元の空間部分に分離してみてきたが。4次元時空そのままで考えてみよう。
この時の運動方程式は 4元速度 U を用いて次のように拡張される。

dpµ

dτ
= eFµνUν

固有時間は式 4.82から
dτ = (−ηρσdxρdxσ)1/2

とかけるので

δ(dτ) = − (−ηρσdxρdxσ)−1/2
ηµνdx

µd (δxν)

= −ηµν
dxµ

dτ
d (δxν)

= −Uµd (δx
µ) (4.87)

となることに留意し、
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S =

∫ τ2

τ1

(−mdτ + eAµdx
µ)

だったから式 4.87から Uµδx
µ = Const, Aµδx

µ = Constとしてそれぞれ両辺を微分した結果を代入し、添

え字を一部入れ替えると

δS =

∫ τ2

τ1

(mUµd (δx
µ) + eAµd (δx

µ) + e∂νAµδx
νdxµ)

=

∫ τ2

τ1

(−m (dUµ) δx
µ − e (dAµ) δx

µ + e∂µAνδx
µdxν)

=

∫ τ2

τ1

(
−mdUµ

dτ
− e

dAµ

dτ
+ e∂µAν

dxν

dτ

)
δxµdτ

さらに式 4.86から
dAµ

dτ
= ∂νAµ

dxν

dτ
= ∂νAµU

ν

である。よって δS = 0から

m
dUµ

dτ
= −e∂νAµU

ν + e∂µAνU
ν

= eFµνU
ν (4.88)

が得られる。これは観測する領域から考察すると非常に興味深い質量mの物質の 4元速度の変化いが局所的
な場の作用原理から 4元速度を共通項として引き出していく過程がある。また、Fµν はベクトルポテンシャル

の時空微分の差になっていることが重要である。

4.1.7 ゲージ変換

ここで、詳しくは次部で論議するゲージ変換についての作用をみておこう。ベクトルポテンシャルは当初、

数学的な道具にすぎなかったが、この電磁場の議論からきわめて物理的に重要な内容をもっていることがわか

る。任意の時空間の関数となる λを用意する。するとベクトルポテンシャルに

Aµ → Aµ + ∂µλ

となっても式 4.88に影響を与えない。つまり、運動方程式からこの変化は見えない。
そこでこの変化を考慮した作用 S

′
を考えると

S
′
=

∫ τ2

τ1

(−mdτ + eAµdx
µ + e∂µλdx

µ)

= S + e

∫ b2

a1

dλ = S + e (λ(τ2)− λ(τ1))

となる。つまりゲージ不変であるためには λは閉じていないといけない。そうでない時はこの第 2項の影響
が実際に観測できる。これは次項のアラハノフ・ボーム効果で見ることにする。

電磁場中の荷電粒子の運動方程式が

mẍ = e (E+ v ×B)

となった。これをハミルトンの原理から示す。ローレンツゲージを用いてベクトルポテンシャルを Aを使

うと

E = −∇A0 −
∂A

∂t
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B = ∇×A

この時ハミルトニアンを非相対論的に

H =
1

2m
(p− eA)

2
+ eA0

とすると正準方程式は

ẋi =
∂H

∂pi
=

1

m
(pi − eA)

ṗ = −∂H
∂xi

=
e

m

3∑
j=1

(pj − eAj)
∂Aj

∂xi
− e

∂A0

∂xi

となる。しかし、自由粒子のハミルトニアン

H0 =
p20
2m

において

H = H0 + eA0

p = p0 − eA

と置き換えれば電磁場のハミルトニアンが導かれる。

相対論に拡張するために正準運動量を

πi =
∂L

∂ẋi

とすると式 4.85より L = −m(1− ẋiẋi)1/2 − eϕ+ eAiẋ
i だから

πi = m(1− ẋiẋi)−1/2ẋi + eAi

= mγẋi + eAi = pi + eAi

とかけるからハミルトニアンが

H = πiẋ
i − L = mγẋiẋi +

m

γ
+ eϕ

=
m(v2/(1− v2) + 1)

γ
+ eϕ

= mγ + eϕ

のように簡単になる。

さらに飛躍をしてみよう。古典的には q, pは独立的に扱ったがここで複素空間では相互作用？できることを

仮定して

ai =
1√
2
(qi + ipi)

a∗i =
1√
2
(qi − ipi)

とする。逆に解けば

qi =
1√
2
(ai + a∗i )
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ipi =
1√
2
(ai − a∗i )

虚数単位をかけて時間微分すると正準方程式から

i
dai
dt

=
1√
2

(
˙iqi − ṗi

)
=

1√
2

(
− ∂H

∂ipi
+
∂H

∂qi

)
=

∂H

∂a∗i

を得る。

4.1.8 静電場の場合

次に時間依存するゲージ変換を考えよう。電荷をの速度がない場合は

E = −∇ϕ− ∂A

∂t
= −∂iϕ(r)

B = ∇×A(r) (4.89)

と表すことができる。次に時間依存する次の関数を考える。kを定数として

λ = λ(r) + kt

よって次のようにゲージ変換される。

ϕ→ ϕ− k, A → A+∇λ(r)

また、エネルギーとハミルトニアンを

E = H = mγ + eϕ

とするとH(t, x, π)として正準関係が成立していれば

dE
dt

=
∂H

∂t
+
∂H

∂xi
ẋi +

∂H

∂πi
π̇i

= 0− π̇iẋ+ ẋπ̇i

= 0

となる。正準関係がH を時間微分した時に互いにその変化を打ち消すように働く。

逆にこの関係があればエネルギーが保存される。

この関係は運動方程式からも導くことができる。つまり式 4.89という場がれば質量ある粒子に力が働くので
慣性項とつりあい。

d(mγvi)

dt
= e

(
Ei + ϵijkv

jBk

)
となるが古典的にエネルギー保存を導いたように両辺に vi をかけて

mγvi
dvi

dt
+mvivi

dγ

dt
= eviEi

ここで
dγ

dt
= (1− v2)−3/2vi

dvi

dt
= γ3vi

dvi

dt

47



となることを利用すると

mγvi
1

γ3vi
dγ

dt
+mvivi

dγ

dt
= eviEi

m

(
1

γ2
+ vivi

)
dγ

dt
= eviEi

m
(
1− v2 + v2

) dγ
dt

= eviEi

m
dγ

dt
= eviEi

ここで力学的なエネルギーを

Emech = mγ

とおくと
dEmech

dt
= ev ·E

である。また、式 4.89より

dE
dt

=
d(mγ)

dt
+ e

dϕ

dt

=
dEmech

dt
+ e∂iϕẋ

i

= ev ·E− ev ·E = 0

となり全エネルギーは保存される

4.2 双対空間

4.2.1 双対基底

ベクトル空間 u, vに実数を対応させる線形写像 ωを考える。ω[v]は内積表示としてカギ括弧で表す。

これらは線形空間の性質を満たし、線形写像 ωの全体の集合 V ∗もベクトル空間を作るのでこれを空間 V の

双対空間 (dual_space)という。そしてこの写像 ωを 1ベクトルまたはコベクトルという。
ベクトル空間の基底を {e1, e2, · · · en}をとり、ベクトル u = uiei に実数を対応させる写像を

ϵi : V → R : u→ ϵi[u] = ui (i = 1, 2, · · · , n)

とすると、次のベクトルに対しては

ω = (aui + bvi)ei

ϵi [au+ bv] = aui + bvi = aϵi[u] + bϵi[v]

となるので、ϵi は線形写像で V ∗ の要素である。特にベクトル ek = δikei に対して

ϵi [ek] = ei

が成り立つが 1ベクトル ω ∈ V ∗ に対しては

ωi := ω[ei]
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とすると

ω[u] = ω[uiei] = ui(ω[ei]) = uiωi = ωiϵ
i[u]

となるので

ω = ωiϵ
i = ω[ei]ϵ

i

となり、ωは ϵi の 1次結合である。しかも ϵ1, · · · ϵn は 1次独立であるから双対基底が
{ϵ1, · · · ϵn}となり、V ∗ の基底になる。また、次ように次元は双対空間で等しくなることが重要である。

dimV ∗ = dimV = n

4.2.2 共変と反変

　相対論の基礎で必ず登場する共変ベクトルと反変ベクトルは学生が戸惑うことが多い。まずこの概念は物

理量のという観測者が共有できるものがスカラー量という実数だということが前提にある。

状態によって変化するベクトル量からいかにこの実数を作るかのからくりが共変ベクトルと反変ベクトルで

ある。さらにこの名称がややこしい。共変とは実は座標の変換と同じように変換することからきていて、反変

ベクトルは変換の規則の分母分子がちょうど反対になることによる。

通常は共変ベクトルを下付の添え字で表し、反変ベクトルは上付の添え字で表す。

しかし、ベクトルを基底と成分に分けた時、成分と基底いで反変、共変がいれ変わるので注意する。

また添え字は空間成分は i, k; i, k = 1, 2, 3を用いて、4元を扱う場合には µ, ν;µ, ν = 0, 1, 2, 3を主に用いる

が、決まっているわけではない。

ベクトル u = uiei ∈ V と双対関係にある 1ベクトル ωiϵ
i ∈ V ∗ を考える。

V 上で別の基底に変換することを考えると

{e1, · · · en} → {ē1, · · · ēn}

として変換関数を

ēk = eiψ
i
k

として、変換に対して、ベクトルが不変であるためには

u = uiei = ūkēk = ūkeiψ
i
k

から

ui = ψi
kū

k (4.90)

が成り立たないといけない。これに対し、相空間ではどうかみてみよう。

1ベクトル ωiϵ
i ∈ V ∗ の変換則は

{ϵ1, · · · ϵn} → {ϵ̄1, · · · ϵ̄n}

として先と同様にベクトルが不変であるためには

ω = ωiϵ
i = ω̄k ϵ̄

k

となる必要があるが内積が定義されていれば 4.90より

ω =
∑

ωiϵ
iϵ̄kēk

=
∑

ωiϵ
iej ϵ̄

jψj
k

=
∑

ωiδ
i
j ϵ̄

kψj
k

= ωiϵ̄
kψi

k
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となるので

ϵi = ψi
k ϵ̄

k

となることがわかる。これは具体的にしめすとわかりやすい。

ψi
k =


ψ1
1 · · · ψ1

n

...
. . .

...
ψn
1 · · · ψn

n


とすると V 上のベクトル、以下のような変換を示す時は反変ベクトル (contravariant_vector)という。

u =
(
e1 · · · en

) u1

u2

u3



=
(
ē1 · · · ēn

) ū1

ū2

ū3


において基底の変換は (

ē1 · · · ēn

)
=
(
e1 · · · en

)
ψi
k

によってなされる時、成分の変換は u1

u2

u3

 =


ψ1
1 · · · ψ1

n

...
. . .

...
ψn
1 · · · ψn

n


 ū1

ū2

ū3


となる。

次に V ∗ 上のベクトル、以下のような変換を示すとき、共変ベクトル (covariant_vector)という。

ω =
(
ω1 · · · ωn

) ϵ1

ϵ2

ϵ3



=
(
ω̄1 · · · ω̄n

) ϵ̄1

ϵ̄2

ϵ̄3


において基底の変換は  ϵ̄1

ϵ̄2

ϵ̄3

 = ψi
k

 ϵ1

ϵ2

ϵ3


によってなされる時、成分の変換は

(
ω1 · · · ωn

)
=
(
ω̄1 · · · ω̄n

)
ψ1
1 · · · ψ1

n

...
. . .

...
ψn
1 · · · ψn

n


となり、反変と共変では基底と成分が反対になっている。また、変換行列の位置が左右反対になることにも

注意する。
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もっとも簡単な反変ベクトルは座標の微小変化 dsi である。例えば 2次元を例にすると

dsi
′
=
∂xi

′

∂xi
dsi =

∂x
′

∂x
dx+

∂y
′

∂y
dy

となる。またもっとも簡単な共変ベクトルは名称の由来にもなった座標微分 ∂
∂x である。

これをスカラー関数にさようさせると ′ は空間微分ではないことに留意し、(
∂f

∂xi

)′

=
∂f

∂xi′
=

∂xi

∂xi′
∂f

∂xi
=

∂x

∂x′

∂f

∂x
+
∂y

∂y′

∂f

∂y

となる。

一般的に反変ベクトルを Aµ(x)、共変ベクトルを Bν(x)のように上付、下付の添え字で表す。

これから内積は次の 2階反変テンソル ηµν を用いて

ηµν =


1 µ = ν ̸= 0

0 µ ̸= ν

−1 µ = ν = 0

A ·B = AµBµ = ηµνAµBν

= ηµνA
µBν = ηµνAµB

ν

となる。これから次のようなスカラーの演算子を定義できる。

□ = ηµν
∂

∂xµ
∂

∂xµ

= −
(
∂

c∂t

)2

+

3∑
k=1

(
∂

∂xk

)2

これはよく知られた波動方程式であり、光 (電磁波)の速さ cはどの慣性系からみても変化しないことを表し

ている。

4.2.3 テンソル

内積をつくる関係を双対空間に求めてきたが、これを多次元に拡張するとテンソルの概念が生まれる。

ベクトル空間 V の任意のベクトル対 u, vに実数を対応させる写像 τ を考える。

τ : V × V → R : u ∈ V, v ∈ V → τ [u, v] ∈ R

これが u, vに対して共に線形であれば双線形写像 (bilinear_map)という。これは 2個の 1ベクトルω, σ ∈ V ∗

に対して

(ω ⊗ σ) [u, v] = ω[u]σ[v]

とすると、これは双線形性を満たす。この定義 ω⊗ σをテンソル積 (tensor_product)という。双線形写像は
和、と実数倍についてはベクトル空間を張る。これを次のように表す。

L2(V ) = V ∗ ⊗ V ∗

V の基底 {ei},V ∗ の基底を {ϵi}とする。双線形写像 τ によって、uivj は成分値スカラーだから、

τ [u, v] = (τ [ei, ej ])u
ivj

= (τ [ei, ej ]) ϵ
i[u]⊗ ϵj [v]

= (τ [ei, ej ]) ϵ
i ⊗ ϵj [u, v]
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とかけることができるので u, vの任意性から Tij = τ [ei, ej ]として

τ = Tijϵ
i ⊗ ϵj

とかける。したがってこれを n2 個のテンソル積 {ϵi ⊗ ϵj}がベクトル空間 L2(V )をつくる。

この Tij を 2階共変テンソルという。同様に

ρ : V ∗ × V ∗ → R : u ∈ V ∗, v ∈ V ∗ → ρ[u, v] ∈ R

からは T ij = ρ[ϵi, ϵj ]として

ρ = T ijei ⊗ ej

から T ij を 2階反変テンソルという。特に 2階テンソルが任意のベクトル場 u, vに対して

τ [u, v] = τ [v, u]

がなりたてば対称テンソルである。これは成分表示で

Tij = Tji

となる。また、2階テンソルが任意のベクトル場 u, vに対して

τ [u, v] = −τ [v, u]

がなりたてば交代テンソルである。これは成分表示で

Tij = −Tji

となる。2階交代テンソルは 2ベクトルでもある。つまり

ω2 ∈ Λ2(V ) : V × V → R

で表され、この空間は n(n− 1)/2の次元をもつ。これは pベクトルに拡張できて

dimΛp(V ) =n Cp =
n!

p!(n− p)!

であり、p > nの時は Λp(V ) = {0}である。

4.2.4 ラグラジアンの共変性

局所座標系の一般化座標を用いてラグラジアンの共変性を確かめてみよう。

配位空間の座標変換を

Φ : N → N : q → Q = {Φi(q, t)}

を考え、これが微分同相であると逆変換が存在して、

ϕ : Q→ q = {ϕi(Q, t)}

この 1対 1の対応を点変換 (point_transformation)と定義する。これによって

q̇i =
∂ϕi

∂Qk
Q̇k +

∂ϕi

∂t

∂q̇i

∂Q̇k
=

∂ϕi

∂Qk
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となる。また、逆変換のヤコビアンを

ĵ =
(
J i
k

)
:=

(
∂ϕi

∂Qk

)
とおくと変換されたラグラジアンは

L∗(Q, Q̇, t) := L

(
ϕi,

∂ϕi

∂Qk
Q̇k +

∂ϕi

∂t
, t

)
とすると、このラグラジアンの変分は

δi

[
L∗(Q, Q̇, t)

]
=

∂L

∂Q
δQ+

∂L

∂Q̇
δQ̇

=

=
d

dt

(
∂L

∂q̇k
∂q̇k

∂Q̇i

)
−
{
∂L

∂qk
∂ϕk

∂Qi
+
∂L

∂q̇k
∂

∂Q̇i

(
dϕ

dt

)}
=

∂ϕk

∂Qi

{
d

dt

(
∂L

∂q̇k

)
− ∂L

∂qk

}
+
∂L

∂q̇k

{
d

dt

(
∂ϕk

∂Q̇i

)
− ∂

∂Qi

(
dϕk

dt

)}
=

∂ϕk

∂Qi
δi [L

∗(q, q̇, t)] = jki δ[L]

となることからラグラジアンが共変的に変換することがわかる。したがって座標変換に対して不変になる。

4.2.5 ゲージ変換

さらにラグラジアンに時間の全微分を付け加えてもラグランジュの方程式は次のように変化しない。

L(q, ˙q, t), A(q, q̇, t)として次を加える

L′ = L+
dA

dt

Aの微分は
dA

dt
=
∂A

∂q

∂q

∂t
+
∂A

∂q̇

∂q̇

∂t
=
∂A

∂q
q̇ +

∂A

∂t

となるので

d

dt

(
∂L′

∂q̇

)
=

d

dt

(
∂L

∂q̇

)
+
d

dt

(
∂

∂q̇

)(
∂A

∂q
q̇

)
=

d

dt

(
∂L

∂q̇

)
+
d

dt

∂A

∂q

∂L′

∂q
=
∂L

∂q
+
d

dt

∂A

∂q

ラグランジュの方程式は

d

dt

(
∂L′

∂q̇

)
− ∂L′

∂q
=

d

dt

(
∂L

∂q̇

)
− ∂L

∂q

で不変である。しかし、状態空間上で q, q̇が独立した変数のように扱える機構がなければこのようにはなら

ない。これは電磁場のゲージ変換として後節に見る。

電磁ポテンシャルを (Φ,A)としてこれに次のような微分項を付け加え

Φ′ = Φ− 1

c

∂χ

∂t
, A′ = A+∇χ
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電磁場のラグラジアンを次のように書き換える。

L′ = L+
e

c

dχ

dt

=
m

2
r̂2 − e

{(
Φ− 1

c

∂χ

∂t

)
− 1

c
ṙ · (A+∇χ)

}
=

m

2
r̂2 − eΦ′ +

1

c
ṙA′

となり、ラグラジアンへの時間全微分の付加項は電磁ポテンシャルのベクトルポテンシャル、クーロンポテ

ンシャルの空間、時間項への分配される。

4.3 幾何的表現

4.3.1 内積

ラグラジアンは座標系に依存しない、共変性の性質を満たすようにつくられていることをみた。

ラグランジュ方程式は配位空間N 上の曲線 cL(t)とその上の速度 ˙cL を決定すると考える。

この速度 ˙cL の場を基底を含めて表すと

ċL = q̇
∂

∂qi

となり接空間の単位ベクトルが基底を張る。

したがって δi [L] dq
i は 1形式

δi [L] dq
i = 0

が座標によらず次のような座標変換にも成り立つ必要があった。

p =
∂L(q, q̇)

∂q̇
→ P =

∂L∗

∂Q̇i

この時の変換則は

Pi =
∂L∗

∂Q̇i
=
∂L∗

∂q̇k
∂q̇k

∂Q̇k
= pk

∂qk

∂Qk

となり時間に無関係で共変ベクトルの成分として p = {pi}が振る舞う。
したがって pidq

i = PidQ
i は座標系に依存しない幾何的な量になる。

よってこの微分 1形式のラグラジアン形式として

θL := pi(q, q̇)dq
i =

∂L

∂q̇i
dqi (4.91)

を基本 1形式として定義する。さらに外微分をとり基本 2形式をつくると

dθL = d

(
∂L

∂q̇

)
∧ dqi

となる。これは p, qの張る相空間で正準 2形式である。
この正準 2形式と速度場 ċとの点 qでの内積を考えよう。前回に用いたブランク ◦を使用し、
外積の性質から基底が入れ替わり、次のような差で表される。

< dθL|ċL, ◦ > = < d

(
∂L

∂q̇i

)
|ċL > dqi− < dqi|ċL > d

(
∂L

∂q̇i

)
(4.92)

=
d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
dqi − q̇id

(
∂L

∂q̇i

)
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ここでやや技巧的だが

q̇id

(
∂L

∂q̇i

)
= d

(
q̇i
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂q̇i
dq̇i = d

(
q̇i
∂L

∂q̇i
− L

)
+
∂L

∂qi
dqi

とかけることからラグランジュの式を引き出すことができて

< dθL|ċL, ◦ > =

{
d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi

}
dqi − d

(
q̇i
∂L

∂q̇i
− L

)
= δi[L]dq

i− < dHL|◦ > (4.93)

となる。これは 2形式から 1形式をつくっている。ハミルトン形式の式 4.19の母関数が導けたことになる。

4.3.2 相空間

ラグランジュ形式の力学では系の状態ｈ配位空間 N の接ハンドル TN(状態空間）上の点で指定される。
{qn, q̇n}はその局所座標である。そこで正準変数 (q, p)を局所座標とする空間についてみていこう。

あるラグラジアンが与えられていればその一般化運動量の成分は {pi} は座標変換に対して共変的に振る
舞った。

配位空間 N上の点 Qでのラグラジアン L(qi, q̇i)を TNQ 上の関数とみなし、その接空間のベクトルを u =

(u1, u2, · · · , un)とする。このベクトルに対して方向微分は

lim
s→0

L(q, q̇ + su)− L(q, q̇)

s
=
∂L(q, q̇)

∂q̇i
ui ∈ R

となり i成分に依存した実数である。よって共役運動量 pi = ∂L/∂q̇ の n個の組は u ∈ TNQ に対する線形

写像が次のように存在しなくてはいえない。

θQ : TNQ → R, u :→ piu
i ∈ R

これは接ベクトルの空間に対して双対な余接空間であることを表している。よってこれをスターをつけて

pi ∈ T ∗N

のように表す。

さらに配位空間のあらゆる点での余接空間の直和集合を余接バンドル (cotangent_bundle)という。
力学では簡単に相空間 (phase_space)といいM で表す

。正準変数 (q, p)はこの相空間の局所座標である。

ラグランジュ形式からハミルトンの正準形式への移行が

(q, q̇) → (q, p)

という変数変換でおこなわれたが、

これは幾何学的には接ハンドル (状態空間)の記述からこの双対空間である余接ハンドル (相空間)の記述へ
の変換だといえる。

4.3.3 正準 1形式

　接空間の状態空間 TN から相空間M への写像 πL を考える。

この写像はラグラジアンが正則であればに全単射になり、次の写像は 1対 1になる。

πL : TN →M = T ∗N : (q, q̇) → (q, p =
∂L

∂q̇
)
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図 4.7: 相空間と状態空間の双対な関係

TNQの基底が配位空間N の局所座標系 {qi}を用いて接ベクトルの基底は { ∂
∂qi }となるで写像 πLで同じ配

位空間 N の局所座標系 {qi}から T ∗NQ の基底が {dqi}となる。これから点 Qでの運動量ベクトルは式 4.91
から

θQ = pi(dq
i)Q

を満たす pi で表される。。そこで位置 Qに関係なく N上の点から T ∗N 上の点 θとして

θ : N → TN∗, θ = pidq
i

が定義できる。これは全微分の形になっており前部で扱った正準 1形式 (canonical_1form)である。正準
方程式により相空間上に力学が展開できるようになる。これをハミルトン形式の力学という。これらは配位空

間との間に写像関係があるので逆を持つことが必要でラグラジアンの正則性が問題になる。

1形式を
ω = ωidq

i

ベクトル場を

v = vi∂i

と表すと関数の全微分は

df =

(
∂f

∂qi

)
dqi

となる。また内積が

< ω|v >= ωiv
i = ω[v]

のように表現できる。

これは多様体上のベクトル場 vに 1形式を作用させて得られる関数 f である。多様体上のある反変ベクトル

に作用を与える関数は 1形式とベクトル場で表現できるわけである。これらは次のような関係を満たす。

< dqi|∂i >= δij

また Q点での方向微分は

< dqi|v >= dqi[v] = v[qi] = vi

となる。特に v = ċ = q̇i∂i の時
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< df |ċ >= dqi

dt

∂f

∂qi
=
df

dt

となりこれをパラメタ tに関する全微分導関数 (total_derivative)という。
またこの内積操作は 1形式 ωに対して、任意のベクトル場 ◦を右側に入れることで実数を取り出す操作であ
るといえる。

< ω|◦ >→ R

これは正確には前部の引き戻しの操作である。

写像 ϕ :M → N : q → p = ϕ(q)に対して T ∗N 上の 1形式 ω̄ = ω̄jdp
j の引き戻し ϕ∗ω̄を

< ϕ∗ω̄|v >Q=< ω̄|ϕ∗v >ϕ(Q)

と定義する。これは座標基底を加えて表現すれば

< ϕ∗
(
ω̄jdp

j
)
|vi ∂
∂qi

>Q = < ω̄jdp
j |vi ∂p

k

∂qi
∂

∂pk
>ϕ(Q)

=

[
ω̄j (p)

∂pj

∂qi

]
p=ϕ(q)

vi(q)

となるが vが任意だから p = ϕ(q)より

ϕ∗
(
ω̄jdp

j
)
Q
=

[
ω̄j (p)

∂pj

∂qi

]
p=ϕ(q)

dqi = ω̄j (ϕ(q))
∂ϕ(q)

∂qi
dqi

であり引き戻しの写像として次が得られる。

ϕ∗
(
dpj
)
Q
=

(
∂pi

∂qi

)
p=ϕ(q)

dqi =
∂ϕj(q)

∂qi
dqi

つまり引き戻しは写像後の {pi}を写像前の座標成分 {qi}で表すことである。
2つの異なる座標間の関係で物理的な観測量である実数が得られることが重要になる。

4.3.4 リーマン計量

先の内容を高階まで拡張したのがテンソル場である。

τ =
∑

Ti1i2···ipdq
i1 ⊗ dqi2 · · · ⊗ dqip

2階の場合のリーマン計量を考えてみよう。2階の対称テンソル場を

g : Q→ gQ

gを正定値として uQ ∈ (TM)Q

gQ[uQ, uQ] > 0

が成り立つ時、gをリーマン計量という。つまりM 上のベクトル場 uQ, vQ の作る点 Qでの接空間に内積

(uQ · vQ) = gQ[uQ, vQ]

が定義できる。gQ は計量テンソルである。基底を含めて表現すると

g = gijdq
i ⊗ dqj : Q→ g(Q)ij

(
dqi
)
Q
⊗
(
dqj
)
Q
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となる。これは曲面の第一基本形式の一般化である。

一方でベクトル場は u = ui∂i としてブランク ◦との内積として

g [u, ◦] = giju
idqj

双対空間に写像すると

ũ = giju
idqj

つまり gQ は共変と反変を入れ替える添え字の上げ下げをしていることになる。

計量テンソル場があると 2個の反変ベクトルからの内積

(u · v)Q = g(Q)iju
i
Qv

j
Q

は点 Qでの 1形式ベクトル ũQ = g(Q)iju
i
Qdq

j との双対内積

< ũ|v >Q= gQ[uQ, vQ]

と同じものになる。今後次のように表現することがある。

< g|u, v >= g[u, v]

これにより曲線の接ベクトルを

vQ =
dc

dt
|t=τ

として、この接ベクトルの長さが次のように決まることになる。

|ċ| = |vQ| =
√
(vQ · vQ) =

√
gQ[vQ, vQ]

となる。これから曲線 c(τ)の長さが∫ b

a

|ċ|dτ =

∫ b

a

√
g(q(τ))ij

dqi

dτ

dqj

dτ
dτ

で表され、計量テンソルに依存することがわかる。

例えばラグラジアンを質量が座標に依存する次の形でかけるとする。T > 0として

L = T (q, q̇)− V (q) =
1

2
mij(q)q̇

iq̇j − V (q)

一般化運動量はポテンシャル V が速度に依存しないので

pi =
∂T (q, q̇)

∂q̇i
= mik(q)q̇

k (4.94)

となり、座標に依存する。この時の配位空間にはリーマン計量が存在し、内積から共変ベクトルと反変ベク

トルが導かれる。リーマン計量を

mij(q)dq
idqj

として座標に依存するように表す。接空間 TNQ に計量テンソルを

mQ = mij(q)
(
dqi
)
Q
⊗
(
dqj
)
Q

とおくと任意の反変ベクトル

u = ui(
∂

∂qi
)Q, v = vi(

∂

∂qi
)Q
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の内積は先の定義から

< mij(q)|u, v > = < mij(q)
(
dqi
)
Q
⊗
(
dqj
)
Q
|uk( ∂

∂qk
)Q, v

l(
∂

∂qj
)Q >

= mij(q)u
ivj

となる。

次に TNQ 上の速度ベクトル vQ と任意のベクトル ◦との内積を考える。基底もふくめて

vQ = q̇i(
∂

∂qi
)Q

としてあるブランクであらわされる別のベクトルとの内積は式 4.94から

< mij(q)|◦, vQ > = < mij(q)
(
dqi
)
Q
⊗
(
dqj
)
Q
|◦, q̇i( ∂

∂qi
)Q >

= mij(q)q̇
j
(
dqi
)
Q

= pi(dq
i)Q

= θQ

となり相空間の運動量ベクトル、すなわち共変ベクトル得られる。これらは点 Qに依存しない。
つまり対称テンソル場としての計量場を

m =< m|◦, ◦ >= mijdq
i ⊗ dqj : Q→ mQ

また、1形式として

m =< m|u, ◦ >= mij(q)u(q)(dq
j)Q

が定義できる。これによって正準 1形式を

θ = pidq
i =< m|◦, q̇ >= mij q̇

jdqi

となる。つまり正準 1形式 θは TN 上の速度ベクトル場 q̇ を計量テンソル場でM = T ∗N に写像したもの

である。ベクトル場と 1形式は計量テンソル場を仲介にして 1対 1で対応する。

4.3.5 p形式

　M の各点Qで pベクトルが定義されると、その集合の空間 Λp(TM)Q)が考えられる。そこでM の各点

Qに pベクトル (ωp)Q を 1つずつ対応させる写像

ωp :M →
∪

Q∈M

Λp((TM)Q) : Q→ (ωp)Q p ≤ dimM

これを p形式という。座標近傍 (U, ϕ)をとった時、p形式 ωp が点 Qにおいて値をとるべき pベクトルは局

所座標表示で 1 ≤ i1 ≤ i2 · · · ≤ ip ≤ mの範囲で和をとるとして

(ωp)Q =
∑

1≤i1..≤ip

ai1,i2,···ip(Q)(dqi1)Q ∧ (dqi2)Q ∧ · · · ∧ (dqip)Q

となる。外積の定義から pベクトルの基底と p個の反変ベクトル ui = ui
∂

∂xi
との関係が

(dqi1)Q ∧ (dqi2)Q ∧ · · · ∧ (dqip)Q [(u1)Q,(u2)Q, · · · (up)Q]

であらわされる。
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4.3.6 拡大配位空間

　古典的な運動方程式に従う粒子はある瞬間の力により運動の経路が決定される。これは局所的で逐次的で

あるといえる。しかし、変分原理的には端点の指定があれば作用積分を最少にする経路として運動が決まる。

端点を指定するというレベルで大域的である。ここで時間の扱いが重要になる。大域的に同時を決定する方法

は相対論からすればない。そこで配位空間に時間軸を加え、拡大することを考える。

配位空間はN 次元とし、さらに 1つの座標軸を追加しN +1次元に拡大した空間を拡大配位空間という。こ

の時の古典的な経路 CL は C̃L に引き上げられるとしよう。

CL : R → N, t ∈ [t1,t2] → CL(t)

C̃L : R → N×R, τ ∈ [τ1,τ2] → C̃L(τ)

図 4.8: 拡大配位空間

系の時間発展は曲線状の点の移動だけではなく、曲線の変化も考えないといけない。

C̃L の局所座標は次のように 0成分を時間として i成分を空間とする。

q̃(τ) = (q̃0, q̃1, . . . q̃0n)

q̃0(τ) = t(τ)

q̃i(τ) = qi(t(τ)), i = 1, 2, · · · , n

q̃i(τ)の空間面への射影が qi(t(τ))となる。この時 τ による微分は

q̃0
′
=
dq̃0

dτ
=
dt

dτ
= t′

q̃i
′
=
dq̃i

dτ
=
dq̃i

dt

dt

dτ
= ˙̃iqt′

となるので、作用積分 J は dt = q̃0
′
dτ だから通常の配位空間から出発すると

J =

∫ t2

t1

L
(
t, qi, q̇i

)
dt

=

∫ τ2

τ1

L

(
q̃0, q̃i,

q̃i
′

t′

)
q̃0

′
dτ

=

∫ τ2

τ1

L̃(q̃0, q̃i, q̃0
′
, q̃i

′
)dτ

となる。ただし、
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L̃(q̃0, q̃i, q̃0
′
, q̃i

′
) = L

(
q̃0, q̃i,

q̃i
′

q̃0′

)
q̃0

′

である。これによって通常のラグラジアンの自由度は 2nだが、自由度の総数は q̃0, q̃0
′
が加わり 2n+2になっ

ていることがわかる。しかし、実際の自由度は 2n+1であり tが加わっただけである。これは次のように確認

できる。以後 iに 0も含めることにし、次のような速度項を一斉に k倍する操作をおこなう。

L̃(q̃i, kq̃i
′
) = L

(
q̃i,

kq̃i
′

kq̃0′

)
kq̃0

′
= kL̃(q̃i, q̃i

′
), i = 0, 1, 2.. (4.95)

ここで相空間の引き上げに対して

L(a,
b

t
)t = L̃(a, b)

が成り立つとした。4.95から L̃は {qi′}の 1次式であり、オイラーの定理から次が成り立つ

∑
i=0

∂L̃

∂q̃i′
q̃i

′
= L̃(q̃i, q̃i

′
) (4.96)

つまり、あらゆる方向の全自由度の足し合わせが元の関数を再現させる。2n+ 2に拡大された空間がこの式

により拘束され 2n+ 1上に制限されることになる。

これによって拡大配位空間上の作用積分は次のように配位空間上の作用積分に一致する。

Ĩ( ˜CL(t)) =

∫ τ2

τ1

L̃(q̃i, q̃i
′
)dτ =

∫ t2

t1

L̃(qi, qi
′
)dt = I(CL(t))

例えばこの拡大配位空間でのラグラジアンを

L̃(q, q′/q0
′
)q0

′
=

∑
i,j

mij(q)

2(q0′)2
qi

′
qj

′
− U(q)

 q0
′

とすると。q0 は循環座標になる。

4.3.7 ラウシアン

　実際の物理系ではラグラジアン以外に拘束条件が成り立っていることが多い。これから変数を減らしたラ

グラジアンをつくれば問題が簡単になる。配位空間においてこのように簡約されたラグラジアンをラウシアン

(Routhian)という。
循環座標に共役な一般化運動量は第一積分になる。この第一積分が存在する空間は状態空間の部分空間とみ

なすことができる。

例えば次に従う運動があったとする。

pn(q, q̇) = an (4.97)

この運動は qn にラグラジアンが陽に依存しないので (2n − 1)の超空間上の運動に限定されることになる。

ラグラジアンが正則であれば

det

(
∂2L

∂q̇i∂q̇j

)
̸= 0 (4.98)

が成り立つので qn の第一積分が求まり、式 4.20を逆に解くことができてその成分を

q̇n = θn
(
q1, q2, · · · qn−1, q̇1 · · · q̇n−1, an, t

)
(4.99)

61



と表すことができる。これから元のラグラジアンからを消去したラグラジアン

L∗(qn−1, q̇n−1, an, t) ≡ L(qn, q̇n, q̇n = θn, t) (4.100)

が定義でき、オイラー微分が [· · · ]∗ を内部微分のあとに q̇n → θn とする演算として、この時 4.97より[
∂L

∂q̇n

]∗
= an (4.101)

となるから

[L∗]i =
∂L∗

∂qi
− d

dt

(
∂L∗

∂q̇i

)
=

[
∂L

∂qi

]∗
−
[
d

dt

(
∂L

∂q̇i

)]∗
+

[
∂L

∂q̇i

]∗
∂θn

∂qi
− d

dt

([
∂L

∂q̇i

]∗
∂θn

∂q̇i

)
= [L]∗i − an[θ

n]i (i = 1, 2, · · ·n− 1)

となる。従って nの和はとらない形で 2n− 2空間に落とせ、

[L∗ − anθ
n]i = [L]∗i (i = 1, 2, · · ·n− 1) (4.102)

が成り立つ。従って簡約したラグラジアンをラウシアン (Routhian)Rとして

R ≡ L∗ − anθ
n (4.103)

で定義すればこれもラグランジュの方程式を満たすことになる。よってもとの配位空間N で qnの値だけが

qn → qn + τ (4.104)

だけ変化する点を同値として同値関係 ∼をつくることができ、

N
′
= N/ ∼ (4.105)

の商空間をつくることができる。ラウシアン Rはこの N
′
の接空間 TN

′
上での運動を決めるラグアジアン

とみなすことができる。

4.3.8 ヤコビの原理

ここでは等エネルギー空間について考える。エネルギーが

HL = −p0 = − ∂L̃

∂q0′
=
∑
i=1

∂L

∂q̇i
q̇i − L = T (q̇) + U(q)

と書けるとき、拡大配位空間のラグラジアンは計量を用いて

L̃ = L(q, q
′
/q0

′
)q0

′
=

∑
i,j

mij(q)

2(q0′)2
qi

′
qj

′
− U(q)

 q0
′

となり q0 は循環座標である。このとき

−p0 = − ∂L̃

∂q0′
=
∑
i,j

mij(q)

2(q0′)2
qi

′
qj

′
+ U(q) = T + U(q) = E
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とおけるので、これから

t
′
= q0

′
=

√
mij(q)qi

′qj′

2(E − U(q))
= ϕ0(q, q

′
)

となる。q0
′
を割ったのでこれはすでに配位空間に射影されている表現である。

この ϕ0 から前節のラウシアンは式 4.101からオイラー微分を用いて

R(q, q
′
) =

[
L̃− ∂L

∂q0′
q0

′
]∗

=

[∑
i=1

∂L

∂q̇i
q̇iq0

′

]∗
=

[
L̃+ Eq0

′
]∗

= L(q, q
′
/ϕ0)ϕ0 + Eϕ0

=
√

2(E − U(q))mij(q)qi
′qj′

となりこのラウシアンに対する作用は

A[cL] =

∫ τ2

τ1

R(q, q
′
)dτ =

∫ τ2

τ1

√
2(E − U(q))mij(q)qi

′qj′dτ

となる。さらに qi
′
= dqi/dτ だから等エネルギー空間内の 2点 Q1, Q2 が固定されれば

時間に無関係に作用積分が

A =

∫ Q2

Q1

√
2(E − U(q))mij(q)dqidqj =

∫ Q2

Q1

√
2Tmij(q)dqidqj

となり、これの停留曲線で古典的な経路が決まる。これをヤコビの原理 (Jacobi’s principle)という。さらに
これからヤコビ計量 (Jacobi metric)がもとの配位空間に定義できる。

gij(q) := 2(E − U(q))mij(q) = 2Tmij(q)

これは力の場の計量を座標系の歪みにくりこむ等エネルギー空間の計量で等価原理に相当する。等エネル

ギー空間の線素が次のように定義できる。

dσ :=
√
gijdqidqj

これから作用積分を極小にするために

∆

∫ Q2

Q1

dσ = 0

でなくてはいけない。これをみたすのは前部の定義から測地線である。エネルギー空間の曲りがポテンシャ

ルで決定され、2点間を最短にする曲線により経路が決まる。

4.4 基本 1形式

前節において配位空間において微分 1形式が次のようにつくられた。

θL :=
∑
i=1

∂L

∂qi
dqi

式 4.96から次のように拡大配位空間に持ち上げて微分 1形式をつくる。

63



ΘL :=
∑
i=0

∂L̃

∂qi
dqi

これを基本 1形式という。ラグラジアン L̃は前回と同様に次のような関係を満たす。

q
′
=
dq

dτ
, q̇ =

dq

dτ

dτ

dt
=
q
′

t′

L̃(τ, q̃, q̃
′
) = L(t, q, q̇)t

′

両辺を qi で微分すると
∂L̃

∂qi
=
∂L

∂qi
t
′
=
∂L

∂qi
dt

dτ
(i = 0, 1, 2, · · · )

となり、系の相対速度に依存する。k = 1, 2, · · · として

∂L̃

∂qk′ =
∑
l=1

∂{L(t, q, q̇)t′}
∂q̇l

∂

∂qk′

(
ql

′

t′

)
=

∂L

∂q̇k
= pk

となり、qk に対する共役運動量が得られる。

また q0
′
= t

′
から i = 0の場合は ∂{Lt′}/∂q0′ = Lとなる。

∂L̃

∂q0′
= L+

∑
l=1

∂{L(t, q, q̇)}
∂q̇l

∂

∂q0′

(
ql

′

t′

)
t
′
= L−

∑
l=1

∂L

∂q̇l
q̇l = −HL = p0

であり、ハミルトニアンが得られる。これから θ,Θの関係が次のように求まる。

ΘL =
∑
i=0

∂L̃

∂qi′
dqi (4.106)

=
∑
l=1

∂L

∂q̇l
dql −

(∑
l=1

∂L

∂q̇l
q̇l − L

)
dt

= θL −HLdt

つまり q0 = tの時間に共役な一般化運動量が −HL である。よって

p̃ = (−HL, p1, p2, · · · )

は共変ベクトルのようにふるまう。

よって 2n+ 1次元の拡大相空間では次のように正準 1形式は (T ∗N)×R =M ×Rとして

Θ =
∑
i=1

pidq
i −H(q, p, t)dt = θ −Hdt (4.107)

と表すことができる。

また次のような線積分をとると 4.96から

Ĩ[c̃L] =

∫
c̃L

ΘL =

∫ τ2

τ1

< ΘL|c̃
′

L > dτ

=

∫ τ2

τ1

<
∑
i=0

∂L̃

∂qi′
dqi| d

dτ
> dτ

=

∫ τ2

τ1

(∑
i=0

∂L̃

∂q̃i′
qi

′

)
dτ

=

∫ τ2

τ1

L̃dτ
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であり、また t
′
= dt/dτ だから

Ĩ[c̃L] =

∫ τ2

τ1

(∑
i=0

∂L̃

∂qi′
qi

′

)
dτ

=

∫ t2

t1

(∑
i=0

∂L̃

∂qi′
qi

′

t′

)
dt

=

∫ t2

t1

Ldt

となり、結局、配位空間上で運動方程式を決定していくことは拡大配位空間である時空点の端点間のつりあ

いの条件として次の作用積分 ∫
c̃L

ΘL =

∫ τ2

τ1

L̃dτ =

∫ t2

t1

Ldt

の停留値を決定することである。

4.5 ストークスの定理

前節に端点を固定しない場合の作用積分を扱った。ここでそれを拡大配位空間に応用しよう。

拡大配位空間上で c̃Lをわずかにずらし、c̃L +∆c̃Lを考える。この時、端点は Q̃1, Q̃2から Q̃
′

1, Q̃
′

2に変化し、

その変化を結ぶ曲線 l1, l2 を付加する。

図 4.9: 拡大配位空間上で異なる経路がつくる面積 A

これらの曲線で囲まれた領域を Aとすると閉曲線 ∂Aが得られる。ここにストークスの定理を使えば∫
∂A

ΘL =

∫
A

dΘL

ただし、反時計回りを正にとる。これを用いれば

∆Ĩ[c̃L] =

∫
c̃L+∆c̃L

ΘL −
∫
c̃L

ΘL =

∫
l2

ΘL −
∫
l1

ΘL −
∫
A

dΘL = ∆I[cL] (4.108)

を得る。具体的に計算するために c̃L上の各点 c̃L(τ)を始点とし τ = Constの曲線の接ベクトルを uη = ∂/∂η

として座標変化の ηのみの変化を考えた δ変分を定義する。

δqi :=< dqi|uη > δη =
∂qi

∂η
δη (4.109)

これに対して c̃L 上の点を始点とする任意の曲線の変化はパラメタ λに対して 2変数 (τ, η)を持つことにな

るので

vλ =
d

dλ
=
dη

dt

∂

∂η
+
dτ

dt

∂

∂τ

65



としてこの曲線に沿った変化は全微分で表される。

∆qi :=< dqi|vλ > ∆λ =
∂qi

∂η
δη +

∂qi

∂τ
δτ = δqi + qi

′
δτ (4.110)

ところが tは τ のみの関数としているため

δq0 = 0, ∆q0 = q0
′
δτ

となり δ変分は同時刻の変分を表す。

そこで式 4.108のはじめの 2項については図 l1l2 の寄与部分は

曲線に沿った接ベクトルを vλ = d/dλとして式 4.106から線積分になり

t(τ1) = t1, t(τ2) = t2 として

∫ l2

l1

ΘL = < ΘL|vλ >Q ∆λ

=

[∑
i=0

∂L̃

∂qi′
< dqi|vt >

]τ2
τ1

∆λ

=

[∑
i=0

∂L̃

∂qi′
∆qi

]
η=0

=

[∑
i=1

pi∆q
i −HL∆q

0

]
η=0

となりこれが端点を変化させた時の作用積分の変分である。

さらに式 4.108のはじめの 3項については 2形式であるから図の面積 Aについて式 4.109から∫
A

dΘL =

∫ ∫
dτdη < dΘL|

∂

∂τ
,
∂

∂η
>

=

∫ ∫
dτδη < dΘL|c̃

′

L, uη >η=0

ところが式 4.93から
δi[Li]δq

i =< dθL|ċL, ◦ > + < dHL|◦ >

が成り立つ。式 4.106から t
′
= dt/dτ だから L̃(τ, q̃, q̃

′
) = L(t, q, q̇)t

′
に注意し、

< dΘL|c̃
′

L, uη > δη = δi[Li] < dqi|uη > δη
dt

dτ
= δi[Li]δq

it
′

(4.111)

よって ∫
A

dΘL =

∫ τ2

τ1

dτ

(
δi[Li] < dqi|uη > δη

dt

dτ

)
=

∫ t2

t1

dt
(∑

δi[Li]δq
i
)

(4.112)

となるので結局 τ 表現と t表現で

∆Ĩ[c̃L] = ∆I[cL]

= [< ΘL|vt > ∆λ]
τ2
τ1

−
∫ τ2

τ1

dτ < dΘL|c̃
′

L, uη > δη

=

[∑
i=1

pi∆q
i −HL∆t

]t2
t1

−
∫ t2

t1

dt
(∑

δi[Li]δq
i
)

(4.113)

となり、拡大配位空間から配位空間の表現になっている。

第 1項はハミルトンの正準関係、第 2項はラグランジュ方程式が成り立てば 0になるがこの項が共に 0にな
らなくてもお互いの変化を打ち消す関係があれば、区別されないわけである。
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5 力学系

5.1 正準 2形式

第 8部での超弦理論を構成する弦では正準 2形式が重要になる。そこで正準 1形式を微分し、正準 2形式を
次のようにつくる。

Ω := dθ = dpi ∧ dqi

さらに正準座標と運動量を 1つの座標として次のように扱うと便利である。

z :=t
(
q1, q2, · · · , qn, p1, · · · , pn

)
=t (z1, · · · , z2n)

この時、正準 2形式は
Ω = dpi ∧ dqi :=

1

2
Ωµνdz

µ ∧ dzν (5.1)

ただし、

Ωµν =< Ω|∂µ, ∂ν >

∂i =
∂

∂qi

∂i =
∂

∂pi

である。この時、次が成り立つ。

Ωn+i,j =< Ω|∂i, ∂j >= δij

Ωi,n+j =< Ω|∂i, ∂j >= −δji

Ωµν =< Ω|∂i, ∂j >= δµ,ν+n − δµ+n,ν

したがって正準 2形式は 2階交代テンソルとして次のように行列表示できる。

(Ωµν) =

(
0n −In
In 0n

)
(5.2)

さらに

ΩµρΩ
ρν = δνµ

だから反変成分の表示では

(Ωµν) =

(
0n In

−In 0n

)
=t (Ωµν)

となる。Ωの性質として転置をとれば逆行列に等しい。

tΩ = Ω−1

次数 nが偶数の場合次のような性質を満たす。

Ω2
2n = −I2n

一般には偶数次元の多様体M に閉じた非退化つまり式 4.92から内積をとると

< Ω|v, ◦ >= 0
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であれば必ず

v = 0

となることである。また閉じていることは

dΩ = 0

で表すことができる。

5.2 シンプレックティック多様体

　この dΩ = 0の条件を満たす交代 2形式のΩが備わっていればこれをシンプレックティック形式 (symolec-
tic_form)といい。(M,Ω)をシンプレクティック多様体 (symplectic_manifold)という。一般の座標系 x =

(x1, x2, · · ·x2n)として拡張座標 zとの間には det(∂zρ/∂xµ) ̸= 0とする。この時内積をとり

< Ω| ∂

∂xµ
,
∂

∂xν
>=

∂zρ

∂xµ
Ωρσ

∂zσ

∂xν
:= ωµν = −ωνµ (5.3)

という性質を持ったスカラーが得られる。この時 Ωは正準 2形式として

Ω =
1

2
ωµνdx

µ ∧ dxν (5.4)

となり、この時、

< Ω|v, ◦ >= ωµνvdx
ν

ただし、

v = vµ∂µ

となるので Ωが非退化であれば全ての vに対して ωµνv
µ = 0となる vは

v = vµ∂µ = 0

のみであり、det(ωµν) ̸= 0である。

有限な偶数次元のシンプレクティック多様体には式 5.1が成立する局所座標系が必ず存在する。
これをダブルーの定理 (Drboux’s_theorem)という。
この定理から式 5.3に逆を作用させ、

∂xµ

∂zρ
ωµν

∂xν

∂zσ
= Ωρσ

また式 5.2からダブルーの定理によれば次の式を満たす 2n次正方行列 S が存在することになる。

tSωS =

(
0n −In
In 0n

)
= Ω (5.5)

Sµ
ρ =

∂xµ

∂zρ

相空間がシンプレクティック多様体であり、正準 2形式がシンプレクティック形式になるので
拡大した座標

{zµ} = {qn, pn}

をシンプレクティック変数という。これにより正準方程式は次のように 1つにすることができる。

dz

dt
=

(
∂

∂pn

− ∂
∂qn

)
= Ω∇H
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成分では
dzµ

dt
= Ωµν ∂H

∂zν
(µ = 1, 2, · · · , 2n) (5.6)

となる。この形式の必要性は状態空間との関係で重要になる。この式の左辺 {q̇i, ṗi}は相空間M 上の反変ベ

クトル場

ċ = ż
∂

∂zµ
= q̇i

∂

∂qi
+ ṗi

∂

∂pi
(5.7)

の成分とみなせる。一方右辺の {∂H/∂zµ}は 1形式

dH =
∂H

∂zµ
dzµ (5.8)

の成分である。この異なる基底の成分を結びつけるために Ω の正準 2形式が必要なわけである。
逆にシンプレクティック形式であれば次のように速度ベクトル場から 1形式がつくれる。

< Ω|ċ, ◦ > = < q̇i
∂

∂qi
+ ṗi

∂

∂pi
|dpi ∧ dqi > (5.9)

= −q̇idpi + ṗidq
i

= −Ωνµż
µdzν

さらに式 5.6があるので式 5.8から

żµ = Ωµν ∂H

∂zν

だから次のように 1形式で正準方程式が記述できることになる。

< Ω|ċ, ◦ >= −dH (5.10)

これは座標変換に対して共変的であり、局所座標に依存しない。また前節の式 4.93からラグランジュ方程式
が成り立てば

< dθL|ċL, ◦ >= −dHL

であった。よって式 5.10はこれの相空間での表現ということができる。
これは拡大配位空間に拡張すれば

< dΘ|ċ
′

L, ◦ >= 0

が成り立つことが期待できる。実際に式 4.107

Θ =
∑
i=1

pidq
i −H(q, p, t) = θ −Hdt

の外微分をとると

dΘ = dθ − dH ∧ dt

=
1

2
Ωµνdz

µ ∧ dzν − ∂H

∂zν
dzν ∧ dt

となる。また拡大配位空間上の曲線は式 5.7に反変成分として時間が加わることから

c̃
′
= zµ

′ ∂

∂zµ
+ t

′ ∂

∂t

となる。よって内積をとると Ωµν = −Ωνµ、dzµ

dt = Ωµν ∂H
∂zν (µ = 1, 2, · · · , 2n)だから

式 5.8から
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< dΘ|c̃
′
, ◦ > = Ωµν

(
zµ

′
+ t

′ dzµ

dt

)
dzν +

∂H

∂zν
t
′
dzν − ∂H

∂zν
zν

′
dt

+
∂

∂t

(
∂H

∂zν
dzν
)
t
′
dt

= −
(
Ωνµ

dzµ

dt
− ∂H

∂zν

)
t
′
dzν +Ωµν

(
zµ

′
dzν − dzµ

dt
zν

′
dt

)
−
(
dH

dt
− ∂H

∂t

)
t
′
dt

= −
(
Ωνµ

dzµ

dt
− ∂H

∂zν

)
t
′
dzν −

(
dH

dt
− ∂H

∂t

)
t
′
dt

最後の表現の第 1項から 2n個の次の正準方程式

Ωνµ
dzµ

dt
=
∂H

∂zν
ν = 1, 2, · · · 2n

dzµ

dt
= Ωµν ∂H

∂zν
ν = 1, 2, · · · 2n (5.11)

がえられ、第 2項から拘束条件として
dH

dt
=
∂H

∂t

が成り立つ。

5.3 ハミルトニアン・ベクトル場

リーマン多様体では計量テンソル場

g = gijdq
i ⊗ dqj

が 1形式とベクトル場を 1対 1に対応つけたようにシンプレクティック多様体では正準 2形式

Ω = dθ = dpi ∧ dqi

が同じ役割を果たす。よって < g|◦, ◦ >がスカラーを機械的に作ったように < Ω|◦, ◦ >
がスカラーを作ると考えられる。ただし、計量テンソルは対称テンソルであったが Ωは交代テンソルなので

< Ω|u, v >= − < Ω|v, u >

となる。よって G(z)を相空間M 上の関数として Ωで写像することで 1形式 dGが得られるようなベクト

ル場 vG を考える。

dG =< Ω|◦, vG >= Ωνµv
µ
Gdz

ν

Ωνµv
µ
G =

∂G

∂z

よって

vµG = Ωµν ∂G

∂zρ

となる。こうして決められるベクトル場が

vG = vµG
∂

∂zµ
= Ωµν ∂G

∂zν
∂

∂zµ
=
∂G

∂pi

∂

∂qi
− ∂G

∂qi
∂

∂pi
(5.12)

となる。これを関数 Gを生成関数としたハミルトニアン・ベクトル場 (Hamiltonian vetor_field)という。
これからハミルトニアン H自身から生成されるベクトル場 vH を用いて正準方程式が次のように書けることに

なる。
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ċ(t) = (vH)c(t)

これは座標系に依存しない。また、多様体M 上の連続曲線 c(t)の時間微分がハミルトニアン・ベクトル場

のその点での代表点に一致し、曲線の局所座標 {z1(t), · · · z2n(t)}を用いて

dc

dt
|t = żµ(t)

∂

∂zµ

(vH)c = vµH(z(t))
∂

∂zµ
= Ωµν ∂H

∂zν
∣∣
z=z(t)

∂

∂zµ

が等しいと考えることができる。これは座標 zν に微分作用素が作用していると考えることもできるので成

分で書くと基底ベクトルが作用することで

vH [zν ] = vµH∂µ[z
ν ] = vνH(z)

となる。よって基底 ∂
∂zµ を共通に選べるので

dzν

dt
= vνH(z) = Ωνρ ∂H(z)

∂zρ
(5.13)

となり式 5.11が得られる。
したがってハミルトニアン・ベクトル場は相空間の流れの速度を指定しているとみなせる。系の状態は z(q, p)

で決定され、時間をパラメタとして多様体上に描かれる積分曲線が正準方程式の時間発展である。

5.3.1 フロー

さらに一般的に拡張すると n次元の座標とベクトル場を持つ相空間 N : {xn}, {vn(x, t)}が次の積分曲線を
決定する微分方程式を持つとする。

dxi
dt

= vi(x, t), (i = 1, 2, · · · , n) (5.14)

このセットを力学系 (dynamic_system)という。
特にベクトル場が tを陽に含まない時この系を自律系 (autonomous_system)という。
この時の微分方程式は外部にエネルギーの散逸を含むような正準方程式ではない場合でもよい。

力学系は個々の解というより解の集合を大局的に扱う。

特に偶数次元で正準 2形式を持つシンプレクティック多様体でベクトル場がハミルトニアン・ベクトル場で
あればハミルトニアン力学系という。

この微分方程式を満たし初期条件として

t = 0, x = x(0)

から出発する解を x(t;x(0))とすると初期値 x(0)を解 x(t;x(0))に対応させる写像を

ϕt : N → N : x(0) ∈ N → x(t;x(0)) = ϕtx(0) ∈ N (5.15)

を考え、この変換の全体 {ϕt|t ∈ R}を式 5.14のフロー (phase_flow)という。相空間上の各点を初期値とし
て動点を 1分子として動点全体を流体のように扱う。
初期値は x(t;x(0))について

x(0) = x(0;x(0))
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が成り立つ。自律系は時間の原点をずらしても方程式が不変であるので x(t;x(0))が解である時、x(t+s;x(0))

も解でないといけない。さらに重要なのはこれが t = 0において x = x(s;x(0))から出発する解にもなること

である。よって次のように時間の変化を位置の変化で置き換えられる。

x(t+ s;x(0)) = x(t;x(s;x(0)))

同様にもとの微分方程式において t→ −tとすると x = x(−t;x(0))だから

x(t) = x(t;x(0))

とすると

x(0) = x(−t;x(t))

と表すことができる。これはもとの積分曲線を逆にたどるものである。

よってフローを示す関数の集合 {ϕt|t ∈ R}の性質を次のように特徴付けることができる。
ϕ0 = id恒等写像として

ϕt+s = ϕt · ϕs ϕ−t = (ϕt)
−1

これらの相流は群をなし、1パラメタ変換群と呼ばれるものになる。
式 5.14の微分方程式の解の集合は初期条件によって異なる積分曲線の集合になる。
n次元の相空間を Nとすると

NI = {x|I1(x) = c1, I2(x) = c2, · · · , Ik(x) = ck}

この部分空間の集合は不変集合 (invariant set)と呼ばれ、dIi のうち r(≤ k)個が 1次独立

rank

(
∂Ii
∂xj

)
= r

であればNI は n− r次元多様体になる。不変集合であれば

x (t : x(0)) = ϕt

x (0) ∈ NI

であるので例えば不変集合として

NI = {x|ci ≤ Ii(x) ≤ ci +∆ci}

のような範囲をとることができる。

5.3.2 リュウビルの定理

相空間上の流れ (フロー)によって領域の体積変化がどうなるか見ていこう。
相空間のある有限の領域Dが時間 τ の間に領域 ϕτ (D)に移動したとする。Dの内部の座標を {xn}とする
と体積を

V [D] =

∫
D

dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxn

と表される。x̄ = ϕτ (x)とすると

V [ϕτ (D)] =

∫
ϕτ (D)

dx̄1 ∧ dx̄2 ∧ · · · ∧ dx̄n

=

∫
D

det

(
∂x̄i
∂xj

)
dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxn
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となる。τ が十分小さければ

x̄ = x+ τv(x) +O(τ2)

となるので変換関数が (
∂x̄i
∂xj

)
= Î + τ

(
∂vi
∂xj

)
+O(τ2)

のように近似できる。よって

det

(
∂x̄i
∂xj

)
= det

(
δij + τ

∂vi
∂xj

)
+O(τ2)

= 1 + τdiv v +O(τ2)

となり、vの発散で表すことができる。よって体積の変化率は vの発散に依存し、

d

dt
V [D] = lim

τ→0

V [ϕτ (D)]− V [D]

τ

=

∫
D

(div v(x)) dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxn

となる。これをリュウビルの公式という。

特にハミルトニアン・フローでは式 5.13から

div vH = ∂µv
µ
H

= Ωµν∂µ∂νH

= 0

となり、形がいかに変化しても体積変化しないことが保証される。これをリュウビルの定理 (Liouville’s the-
orem)という。
例えば N粒子系の位置、運動量空間を考えよう。

{qN , pN}

は空間 3成分を考えれば、添え字を省略するが、6N の位相空間になる。この時、次の正準方程式が成り立つ。

∂qi

∂t
=
∂H

∂pi

∂pi

∂t
=
∂H

∂qi

これを系とする分布関数 f を考えた時、全位相空間において次のように規格化できるとする。

1

N !(2πℏ)3N

∫
f(p, q, t)dpdq =

∫
f(p, q, t)dΓ = 1

この時、リュウビルの定理は

f(p, q, t) = f(p′, q′, t′) (5.16)

であることを意味する。

そこで単純に時間の微小変化 dt′ を考えると　

p′ = p+
dp

dt
dt, q′ = q +

dq

dt
dt (5.17)

となるから
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f(p′, q′, t′) = f(p+
dp

dt
dt, q +

dq

dt
dt, t+ dt)

= f(p, q, t) +
∂f

∂p
dp+

∂f

∂q
dq +

∂f

∂t
dt

式 5.17を代入すると

f(p′, q′, t′) = f(p, q, t) +
∂f

∂p

dp

dt
dt+

∂f

∂q

dq

dt
dt+

∂f

∂t
dt

= f(p, q, t) +

N∑
i=1

(
∂f

∂pi

dpi
dt

+
∂f

∂qi

dqi
dt

)
dt+

∂f

∂t
dt

リュウビルの定理式 5.16から

N∑
i=1

(
∂f

∂pi

dpi
dt

+
∂f

∂qi

dqi
dt

)
dt+

∂f

∂t
dt = 0

さらに正準関係から

∂

∂t
f =

N∑
i=1

(
∂f

∂pi

dH

dqi
− ∂f

∂qi

dH

dpi

)
これを後節のポアソン括弧式を利用すればリュウビル方程式 (Liouville’s equation)が導ける。

∂

∂t
f = {H, f} (5.18)

である。これは量子論への橋渡しとしても重要な式である。

リュウビルの演算子として

Lf = −i{H, f}

で表すと
∂f

∂t
= iLf

でありシュレディンガー方程式とおなじ 1階の微分方程式であり

f(p, q, t) = eiLtf(p, q, 0)

が成り立つ。　　　　

5.3.3 不動点

式 5.14の微分方程式には特異点がありベクトル場 vに対して点 x = x0 で

vi(x0) = 0 (i = 1, 2, 3, · · · , n)

となり、これは相空間上で動かないことからベクトル場 vの不動点 (fixed_point)という。
n次元であるので

x = x0 = (x01, x02, · · · , x0n)

であり、この x0 を平衡解ともいう。これに対して

x(t+ T ) = x(t) (T > 0)

が満たされれば周期解になる。
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t = 0に x = x(0)から出発する解 x (t;x(0))に対して t = 0に x = x(0)の近くの任意の点 x
′
(0)から出発し

た解がその後動点 x (t;x(0))から大きく離れずに動く時、この解 x (t;x(0))は安定といい。さらに t → ∞で
x(t;x(0))に収束すれば漸近安定 (asymptotically stable)という。
ただし、不動点の外から有限の時間内で不動点 x0到達することはできない。これは t→ −tとした時、有限
時間で不動点の外に出られないことの裏返しである。

この例を考えてみよう。相空間を 2次元平面として次の微分方程式に従う力学系を考える。

ẋ = a2x− ωy − x(x2 + y2)

ẏ = a2y + ωx− y(x2 + y2)

ただし a > 0である。これは次のように解ける。

まず x = y = 0は平衡解である。他の解は極座標を用いて

x = r cos θ

y = r sin θ

とすると

ẋ

x
= a2 − ω tan θ − r2

ẋ = ṙ cos θ − rω sin θ

だから微分方程式は次のように書き換わる。

ṙ = r(a2 − r2), θ̇ = ω (5.19)

したがって r = a, θ = ωt+ θ0 すなわち

x = a cos(ωt+ θ0)

y = a sin(ωt+ θ0)

が周期解である。さらに 5.19から一般解は次の積分方程式を解けばよい。∫
dr

r(a2 − r2)
=

∫
dt

解は r(0) ̸= 0として下図のように

r =
a√

1− (1− a2/r(0)2) e−2α2t

図 5.1: リミットサイクル r(0) = 0.1 a = 2, α = 0.6
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となる。確かに t→ ∞で r → aの周期軌道に近づく。

このような場合は解が厳密に求まり、リミット・サイクル (limit_cycle)と呼ばれる。正準力学系では体積変
化がなく、連続の方程式から

∂ρ

∂t
+ div (ρv) =

∂ρ

∂t
+ (v · ∇) ρ+ ρ div v = 0

ハミルトニアンフローでは div v = 0となるので流れに沿った密度変化は 0である。
さらに湧き出し点や吸い込み点はない。相空間上の経路は交差しない。これから 2次元の正準力学系はこの
ような孤立周期解、リミットサイクルを持つことができず、周期解が１つあればその近くの解もまた周期解に

なる。これらは粒子数の保存を満たすことになる。

しかし、オイラーの方程式のように div v = 0を満たしも奇数次元をもつ場合は正準力学系になれないので

注意がいる。

5.3.4 ポアンカレの再帰定理

相空間上でハミルトニアンが第一積分になる。これは次のように保存系になることを示す。

つまりハミルトニアンの全微分は次のように反対称行列 Ωのせいで正準方程式の式 5.6があるので次のよう
に簡単になる。

dH

dt
=
∂H

∂zµ
dzµ

dt
= Ωµν ∂H

∂zµ
∂H

∂zν
= 0 (5.20)

したがって物体の運動はH = E(Const)の一定な超曲面上の運動に制限される。この曲面は式 5.20がある
ので 2n− 1次元をもつ。これを等エネルギー面という。この 2n− 1次元の体積要素を dσとおく。

保存系では不変集合 S を持ち、H = E, H = E +∆E の 2葉の間から外にでることはない、これを不変集
合 S(E; ∆E)で表し、S(E)と S(E +∆E)との距離を dρとすると

∇H = {∂1H, ∂2H, · · · ∂2nH}

は S(E)に垂直である。よって |∇H| =
√∑

µ (∂µH)
2 として

dH = |∇H|dρ

となるはずである。よって S(E)と S(E +∆E)で囲まれた空間の体積が次のように定義できる。∫
dρdσ =

∫ ∫ E+∆E

E

dH
dσ

|∇H|

= ∆E

∫
dσ

|∇H|

重要な点はこの体積が時間 tだけ変化させる変換 ϕt に対して不変であることである。

もちろんこれを連続的に作用させても体積の変化がない。これからハミルトニアン・フローについて興味あ

る内容が導ける。

今、等エネルギー面 S(E)が有界とすると

U0, ϕU0, ϕ
2U0, · · · , ϕnU0, · · ·

を考えると、リュウビルの定理からこれらは全て同一の面積を持つ、しかし、S(E)は有界なのでどこかで

重なりあわないといけない。すなわち l(≥ 0)とm(≥ l)に対して、k1 = m− lとして(
ϕmU0 ∩ ϕlU0

)
̸= ∅
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(
ϕk1U0 ∩ U0

)
=: U1 ̸= ∅ ⊂ U0

さらにこの共有部分 U1 に対して

(
ϕk2U1 ∩ U1

)
=: U2 ̸= ∅ ⊂ U0

のように空集合にならない U2 が U0 に含まれる形で存在できる。同様に繰り返すと

U0 ⊃ U1 ⊃ U2 ⊃ · · · ⊃ Un ⊃ · · · ⊃ U∞

となり閉集合列の全体に含まれる点が存在する。この点の集合が U∞ とすれば U∞ を初期値とする解は

k1τ, (k1 + k2)τ, · · ·

毎に U∞ に戻ることになる。つまり初期の点 P0 のどのような近傍にも解がその近傍に戻る点が必ず存在す

る。これをポアンカレの再帰定理 (Poincare’s recurrence theorem)という。

5.3.5 力学行列

不動点を原点として任意のベクトル場は次のように近似ができる。

vi(x) =
∂vi
∂xj

(0)xj +O(x2) = Kj
i xj +O(x2)

ẋi = Kj
i xj (i = 1, 2, · · · , n)

この K̂ = Kj
i 力学行列 (dynamic matrix)という。これは次のように無限級数を用いて解くことができる。

x(t) =

∞∑
n

1

n!

(
tK̂
)n

x(0) (5.21)

代入することで確かめられる。いうまでもなくこの式は指数関数の定義式であるから

x(t) =

∞∑
n

1

n!

(
tK̂
)n

x(0) = exp
(
tK̂
)
x(0)

よって式 5.21はベクトル場の切断を決める。
次のような線形変換をすると

x→ z = Ûx

式 5.21は

∂z

∂t
= ÛK̂Û−1z

となる。よって Û によって K̂ が対角化されるならば K̂ の固有値を {λn}として

ÛK̂Û−1 =


λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0
...

...
...

...
0 0 0 λn


となる。よって切断の関係があれば
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Û exp(tK̂)Û−1 =


eλ1t 0 · · · 0

0 eλ2t · · · 0
...

...
...

...
0 0 0 eλnt


となるので解は

x(t) = Û−1


eλ1t 0 · · · 0

0 eλ2t · · · 0
...

...
...

...
0 0 0 eλnt

 Ûx(0)

のように求まる。

5.4 ビーズリング

　　図のように半径 aのなめらかで細いリングに質量 mのビーズを通し、角速度 ωで回転させる。ビーズ

の位置を θで表す。直観的にも θによりかなり異なった運動が期待でき、古典的であるが不動点を利用した相

流を学習するにはよい例題である。

図 5.2: 摩擦のないリングにビーズを入れ、回転させる。

この時のラグラジアンは古典的に 2方向の回転が考えられる L = T − V から

L =
m

2
a2
(
θ̇2 + ω2 sin2 θ

)
−mga (1− cos θ)

これから共役運動量は

p =
∂L

∂θ̇

= ma2θ̇

となるのでハミルトニアンはH = T + V から

H =
p2

2ma2
− m

2
a2ω2 sin2 θ +mga (1− cos θ) (5.22)

となる。よって正準方程式は
dθ

dt
=
∂H

∂p
=

p

ma2
(5.23)

dp

dt
= −∂H

∂θ
= −mga sin θ

(
1− a

g
ω2 cos θ

)
(5.24)
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よって相空間 (p, θ)上でH = E(Const)　で決まる経路 c上を動く。この cが正準方程式の積分曲線を与え

る。この時のポテンシャル U(θ)はH から分離し θの関数として遠心力のポテンシャルは負になるから

U(θ) = −m
2
a2ω2 sin2 θ +mga (1− cos θ)

とする。　 dU/dθ = 0とすると

mga sin θ = ma2ω2 sin θ cos θ

θは小さいとして ωについて解き、

ω0 =

√
g

a

とおくとこのハミルトニアンの運動は ω0 と ωの大小関係で大きく変化する。改めて ω2
0 = g/a

を代入して

U(θ) = mga

(
1− cos θ − sin2 θ

2

)
となるがこれは最大値 2mgaになる。

はじめに ω < ω0 の場合、この時 0 ≤ U(θ) ≤ 2mgaとなる。運動可能範囲は

p2

2ma2
= E − U(θ) ≥ 0

である。

ここで重要な不動点を式 5.22から次のように置く。

(θ, p) = (0, 0) = O (E = 0)

(θ, p) = (±π, 0) = P (E = 2mga)

ただし、ここでは θは ±πの範囲である。
力学行列で正準方程式を表すと式 5.24から相空間上で不動点を原点として

ẋi = Kj
i xj(

θ̇

ṗ

)
=

(
0 1/ma2

∓ma2
(
ω2
0 ∓ ω2

)
0

)(
θ

p

)

となる。ただし、-は O点、＋は P点を不動点にした時の解である。
この行列K のトレースを σ/2、行列式を κとすると

2σ = trK∓ = 0

κ = detK∓ = ω2
0 ∓ ω2

となるので ω < ω0の場合Oは安定な楕円不動点であり、渦心点になる。また Pは不安定な双曲不動点、鞍
点になる。実際に θ ≪ 1として O点の近くでは

p2

2ma2
+
m

2
a2
(
ω2
0 − ω2

)
θ2 = E

となり、これは楕円である。

また、θ =π − ϕ, ϕ≪ 1として
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p2

2ma2
− m

2
a2
(
ω2
0 − ω2

)
θ2 = E − 2mga

これは双曲線である。平衡点以外の解は次のようになる。

0 < E < 2mgaの時、リングの最高点と最下点との間には E − U(θ) = 0となる点 θ =θ0 がある。ビーズは

この間で往復運動をおこなうことになる。p = ma2θ̇は p = 0を横切る閉曲線になる。

さらに E = 2mgaの時式 5.22から ω2
0 = g/aを代入し、

E =
p2

2ma2
− m

2
a2ω2 sin2 θ +mga (1− cos θ)

p2 = 2ma2E +m2a4ω2 sin2 θ − 2m2ga3(1− cos θ)

= m2a4
(
ω2 sin θ + 2ω0(1 + cos θ)

)
となるので

p = ±ma2
√
ω2 sin2 θ + 2ω2

0(1 + cos θ)

が得られる。これは不動点 P (±π, 0)で交差し、P点通過後は運動は一意に決まらなくなるように見えるが
実際に P点に到達する時間は θ = πの近くでは θ = π − ϕとして

p = ma2
√
ω2 + ω2

0ϕ = −ma2 dϕ
dt

正準方程式 5.23から

t = − 1√
ω2 + ω2

0

∫ 0 dϕ

ϕ
∼ ∞

となる。従って次の図のように経路は式を満たす 2つの曲線 c2, c
′

2 が分離枝 (separatrix)と呼ばれる。

6 ケプラーの法則

　３次元の空間において点状の湧き出しから放射的に力線がでていいればその強度、(密度)は逆 2乗則に従
うことになる。

これは線源を完全に覆う面積が 4πr2 であることと関連している。この逆 2乗則がどこまで成立するかは重
要な問題で後節で取り扱う。ティゴ・ブラーエの詳細な観測結果からケプラーが導いた楕円に関する天体の運

動の法則はニュートンの万有引力の法則にまとめられた。単順な円運動ではなく楕円運動が導かれたことが非

常に複雑ではあるが多様な内容を生み出した。ここでのラグラジアンは単純に中心力のみによる運動を考え、

デカルト座標で

L = T − U =
m

2

(
ẋ2 + ẏ2 + ż2

)
− U(x, y, z)

であり、これから Newtonの運動方程式

mẍ = −∂xU, mÿ = −∂yU, mz = −∂zU

であるが極座標 (r, θ, ϕ)を用いたほうが便利である。これには次の変換則

x = r sin θ cosϕ, y = r sin θ sinϕ, z = r cos θ

を用いればよいが、この時、運動方程式ではなく、ラグランジュの方程式が有用である。つまり次のように

線要素を考えればよい。

(dr)
2
= (dx)

2
+ (dy)

2
+ (dz)

2

= (dr)
2
+ r2 (dθ)

2
+ r2 sin2 θ (dϕ)

2
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これからすぐにラグラジアンは

L =
m

2

{
ṙ2 + r2θ̇2 + r2

(
sin2 θ

)
ϕ̇2
}
− U(r, θ, ϕ)

となるのでラグランジュの方程式から次の運動方程式が導ける。

m
d2r

dt2
= −∂U

∂r
+mr

{
θ̇2 +

(
sin2 θ

)
ϕ̇2
}

m
d
(
r2θ̇
)

dt
= −∂U

∂θ
+mr2 (sin θ cos θ) ϕ̇2

m
d
(
r2
(
sin2 θ

)
ϕ̇
)

dt
= −∂U

∂ϕ

さらにこれを回転座標系 ξ, ηで次のように変換する。(
ξ

η

)
=

(
cosωt sinωt

− sinωt cosωt

)(
x

y

)

tで微分すると

(
ξ̇

η̇

)
=

˙(
cosωt sinωt

− sinωt cosωt

)(
x

y

)

= ω

(
− sinωt cosωt

− cosωt − sinωt

)(
x

y

)
+

(
cosωt sinωt

− sinωt cosωt

)(
ẋ

ẏ

)

=

(
ωη

−ωξ

)
+

(
cosωt sinωt

− sinωt cosωt

)(
ẋ

ẏ

)
(
ξ̇ − ωη

η̇ + ωξ

)
=

(
cosωt sinωt

− sinωt cosωt

)(
ẋ

ẏ

)

となるので 2次元でのラグラジアンは

L = T − U =
m

2

{(
ξ̇2 + η̇2

)
− 2ω

(
ξ̇η − η̇ξ

)
+ ω2

(
ξ2 + η2

)}
− U(ξ, η)

これからラグランジュの方程式は

mξ̈ = −∂ξU + 2mωη̇ +mξω2

mη̈ = −∂ηU − 2mωξ̇ +mηω2

が得られる。第 2項はコリオリ力 (Coriolis Force)第 3項は遠心力 (centrifugal Force)であり、いずれも慣
性力 (inertial Force)である。
このような慣性力が出てくるのは Newtonの運動方程式が共変的でないことによる。ラグランジュの方程式
はこれに対し、共変的にかかれているので座標系によりその形が不変である。
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7 主軸変換

　前節での共変性の必要についてここでは固有値との関係をみていこう。

楕円、双曲線の方程式を次のようにおく。

C : αx2 + βy2 = 1

これを行列表示すると次のようになる。

(x, y)

(
α 0

0 β

)(
x

y

)
= 1

標準形を C として一般化し、

(x, y)D

(
x

y

)
= 1 (7.1)

ただし、行列Dを

D =

(
α1 α2

α3 α4

)
で定義しよう。すると図のように半長軸 aが半短軸 bが

a =
1

√
α1
, b =

1
√
α4
, α2 = α3 = 0

になる。

図 7.1: α1 = 2, α4 = 3の楕円とD =

(
1 1

1 −1

)
の双曲線

一般に 2次形式の多項式 F (x1, x2)は行列の対角化によって楕円形式 G(x1, x2)に変換することができる。

F (x1, x2) = x21 + ax1x2 + x22 → G(x′1, x
′
2) =

x2
′

1

a
+ x2

′

2

このような変換を主軸変換という。主軸変換をする行列の一般的な形を求めてみよう。

はじめに、図のような曲線の回転を考える。標準形 C を C ′ に −θだけ回転させる。
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図 7.2: ２次元空間での回転

この変換は次のような回転 Rで表される。(
x′

y′

)
= R−θ

(
x

y

)
(7.2)

R−θ =

(
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)
回転の逆関数は反対向きの回転になるから(

x

y

)
= Rθ

(
x′

y′

)
(7.3)

転置について (AB)t = BtAt が成り立つから

(x, y) =

(
x

y

)t

=

(
Rθ

(
x′

y′

))t

=

(
x′

y′

)t

Rt
θ

= (x′, y′)RT
θ

これを式 7.1に代入すると

(x′, y′)Rt
θDRθ

(
x′

y′

)
= 1

ここで

D =

(
α 0

0 β

)
, A = RT

θ DRθ =

(
cos2 α+ sin2 β − sin(α− β) cos(α− β)

− sin(α− β) cos(α− β) cos2 β + sin2 α

)

のように回転行列を使って表すと α = β の時に対角化されることがわかる。

また、逆に対角行列を回転行列を用いて一般的な行列を作り出すことができる。

7.1 基底変換

　　行列の対角化を考える前に基底になる単位ベクトルの変換を見ておこう。

式 7.1を次のように単位ベクトルで表現する。(
x

y

)
= x

(
1

0

)
+ y

(
0

1

)
= xe1 + ye2
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式 7.3から (
x

y

)
= Rθ

(
x′

y′

)
= Rθ

(
x′

(
1

0

)
+ y′

(
0

1

))
とかけるので

a = Rθe1, b = Rθe2

とおくとこの関係式は

xe1 + ye2 = x′a+ y′b

とかける。これは図のように単位ベクトルの組を θだけ回転させている。

図 7.3:

これは次のような標準基底の回転を用いて表すことができる。(
x′

y′

)
θ

= x′a+ y′b

よって C ′ は

C ′ : (x′, y′)RT
θ DRθ

(
x′

y′

)
= 1 → (x′, y′)θD

(
x′

y′

)
θ

= 1

C ′ の軸は座標軸と角 −θだけずれているので標準基底を −θだけ回転させてできる基底を

R−θe1, R−θe2

とすればこの基底を用いれば(
x′

y′

)
= x′e1 + y′e2 = uR−θe1 + vR−θe1 =

(
u

v

)
−θ

また、Rt
θ = R−1

θ = R−θ とかけるから

A = Rt
θDRθ

A′ = RθAR−θ = Rθ(R
t
θDRθ)R−θ = D =

(
α 0

0 β

)
(7.4)

となり、A′ は対角化できる。C ′
−θ は

C ′
−θ : (u, v)−θA

(
u

v

)
−θ

= 1 ⇔ (u, v)RT
−θAR−θ

(
u

v

)
= 1 ⇔ (u, v)A′

(
u

v

)
= 1

と表すことができる。

84



7.2 行列の対角化

　では一般に行列の対角化を考えてみよう。はじめに Aは一般的な行列として、次のような基底 (u, v)を

選ぶ

C
′

−θ : (u, v)A
′

(
u

v

)
= 1

これは、式 7.4から、もし

A′ = D =

(
α 0

0 β

)
であれば

(u, v)−θA

(
u

v

)
−θ

= 1

である。そこで基底を

a = R−θe1,b =R−θe2

とする。Rt
θ = R−1

θ = R−θ とかけるから

Aa = (Rt
θDRθ)R−θe1 = Rt

θ

(
α 0

0 β

)(
1

0

)
= R−θ

(
α

0

)
= αR−θ

(
1

0

)
= αa

となり、次の固有方程式が成立する。

Aa = αa

つまり、行列の演算がスカラー倍を生成したことになる。

同様に bについても

Ab = (Rt
θDRθ)R−θe2 = Rt

θ

(
α 0

0 β

)(
0

1

)
= R−θ

(
0

β

)
= βR−θ

(
0

1

)
= βb

Ab = βb

が成り立つ。つまり

Aa//a

Ab//b

の平行関係も満たす。これらが固有値と固有ベクトルの関係であった。

例えば未知の曲線として対角成分を持つ Aを用いて

C = (x, y)A

(
x

y

)
= 1

を考える。ただし、

At = (Rt
θDRθ)

t = Rt
θD(Rθ)

t = A

が満たされるとする。これはこの行列 Aが対称行列であることを意味している。

また、一般に

P tP = I
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を満たせば、この行列 P は直交行列という。この変換が直交変換であるが、大切なのは直交変換 fp では次

のように長さ保たれることである。∣∣∣∣∣fp
(
x

y

)∣∣∣∣∣
2

=

(
P

(
x

y

))t

P

(
x

y

)
= (x, y)P tP

(
x

y

)
=

∣∣∣∣∣
(
x

y

)∣∣∣∣∣
2

直交変換では大きさや形をかえない。

実際に正規直交基底として

Pe1 = a, Pe2 = b, (|a| = |b|)

を選ぶと標準基底のベクトルは(
x

y

)
= ua+ vb = uPe1 + uPe2 = P (ue1 + ue2) = P

(
u

v

)

よって未知の曲線は次のようにおける。

C = (u, v)PA

(
u

v

)
P

= 1 (7.5)

ただし、 (
u

v

)
P

= ua+ vb

に変換される。ここで P をうまく選び、基底を Aの固有値になるようにする。すなわち

Aa = αa, Ab =βb

が成り立てば

A

(
u

v

)
P

= A(ua+ vb) = uαa+ vβb = uαPe1 + vβPe2

= P (uαe1 + vβe2)

となる。ここで

D

(
1

0

)
= α

(
1

0

)

D

(
0

1

)
= β

(
0

1

)
を満たす行列Dを求めると

D =

(
p q

r s

)
とおけば、

p = α, q = r = 0, s = β

D =

(
α 0

0 β

)
となるから

A

(
u

v

)
P

= uαPe1 + vβPe2 = P (uDe1 + vPDe2) = PD

(
u

v

)
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の関係を満たす。よって式 7.5はから曲線の式が

(u, v)PA

(
u

v

)
P

= 1 → (u, v)P

(
A

(
u

v

)
P

)
= 1 → (u, v)P t

(
PD

(
u

v

))
= 1 → (u, v)D

(
u

v

)
= 1

= αu2 + βv2 = 1

と変形され、対角化される。つまり

D = P−1AP

でつくられる対角化行列は行列 Aの固有ベクトルを並べた行列にとればいいことがわかる。

従って、行列 Aの固有値、固有ベクトルが求まればいいことになる。

7.3 固有値・固有ベクトル

　次の関係が見ただれる場合、固有方程式と呼んだ。零ではない単位ベクトル p ̸= 0を用意して

p =

(
x

y

)
, |p| = 1

Ap = λp

この解法は次のように変形し、I は単位行列として

(A− λI)p = 0 (7.6)

となる零点を満たす場合を考える。両辺に左から (A− λI)−1 をかけると p = 0となり矛盾するので

(A− λI)に逆行列は存在しない。行列式は

det|A− λI| = 0

を満たしていないといけないことになる。これを特性方程式という。

つまり、状態ベクトルの平行伸展を表すのが固有方程式だから単位ベクトルとの間に面積を作ってはいけな

いわけである。物理的にはこの面積が後に重要になる。

さて、Aは対称行列だから一般に

A =

(
a b

b d

)
とおける。よって特性方程式は次のような固有値 λの 2次方程式になる。∣∣∣∣∣ a− λ b

b d− λ

∣∣∣∣∣ = λ2 − (a+ d)λ+ ad− b2 = 0

よって解 α, β が次のように求まる。

α, β = λ =
1

2

(
a+ d±

√
(a− d)2 + 4b2

)
これから固有ベクトルを求めることができて式 7.6に代入し、(

a− λ b

b d− λ

)(
x

y

)
= 0 → (a− λ)x+ by = 0 or bx+ (x− λ)y = 0

ただし、Aには対称行列という制限があったので２つの式は同じ内容を表し、これからは比

x : y = b : (λ− a)
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しか得られないことに注意する。つまり、向きの情報しかない。

ベクトルの長さは今、単位ベクトルであるから(
x

y

)
= k

(
b

λ− a

)

としておいて

k
√
b2 + (λ− a)2 = ±1 (7.7)

をみたす kα, kβ を決めればよい、結果として

a =kα

(
b

α− a

)

b =kβ

(
b

β − a

)
となる。ただし、式 7.7から ±符号の不定性が残る。

7.4 テンソルの主軸変換

　 2階対称テンソル Tij を考える。

Tij = Tji

Tij の異なる固有値を λp, λq とし、対応する固有ベクトルを Ap
i , A

q
i , (p, q = 1, 2, 3)とする。

TijA
p
j = λpA

p
i

TijA
q
j = λpA

q
i

が成り立つからそれぞれに Aq
i , A

p
i をかけて、差をとると

TijA
p
jA

q
i − TijA

q
jA

p
i = (λp − λq)A

p
iA

q
i

が得られる。λp − λq ≠ 0だから

Ap
iA

q
i = 0

を表すことになり。これは状態ベクトルが直交していることを意味している。つまり、対称テンソルの固有

ベクトルは直交している。

従って直交座標系をテンソルの主方向にとればテンソルの作用を簡単にすることができるだろう。これは前

節の行列の対角化に等しい。

T =

 T11 T12 T13

T21 T22 T23

T31 T32 T33

 , A =

 A1

A2

A3


とおくと次のような座標変換を主軸変換という。 T11 T12 T13

T21 T22 T23

T31 T32 T33


 A1

A2

A3

→

 λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ3


 A′

1

A′
2

A′
3


主軸変換によって状態ベクトルは向きを変えることなく定数倍される。我々はその定数を固有値として観測

するわけである。さらに例えば z方向の固有値 λ3 = 0であると全て xy平面上のベクトルになる。これは零解

の個数だけ縮退がおこることを意味している。
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8 ネーターの定理

　本章では特に断らない限り添え字 i, j = 1, 2, 3 µ, ν = 0, 1, 2, 3を用いる。

8.1 ワイスの原理

先の式の第 1項はハミルトンの原理、すなわち系の初期配位と最終配位を固定し停留点としてのラグランジュ
方程式を導く。

いいかえると端点のみからの寄与に依存する経路が選ばれることである。この時、

∆I[q] =

[∑
i=1

pi∆q
i −HL∆t

]t2
t1

と書くことができる。これをワイスの原理 (Weiss’s principle)という。
これを見るために短い時間間隔 ϵの間に経路の作用積分を次のように近似する。

Ĩ[c̃L] =

∫ τ+ϵ

τ

< ΘL|c̃
′

L > dτ

= < ΘL|c̃
′

L > ϵ+O(ϵ2)

曲線に沿った接ベクトルを vλ = d/dλとして

∆Ĩ[c̃L] = vλ

[
< ΘL|c̃

′

L >
]
ϵ∆λ

が成り立つがワイスの原理によればこれが式 4.106から

∆Ĩ[c̃L] = [< ΘL|vλ > ∆λ]
τ+ϵ
τ

=
∂

∂τ
{< ΘL|c̃

′

L >}ϵ∆λ

= c̃
′

L [< ΘL|vλ >] ϵ∆λ

も成り立つので

c̃
′

L [< ΘL|vλ >] = vλ

[
< ΘL|c̃

′

L >
]

でなくてはならない。ここで前部でのリー括弧[
c̃
′

L, vλ

]
L
=

[
∂

∂τ
,
d

dλ

]
L

を用いれば

< dΘL|c̃
′

L, vλ > = c̃
′

L [< ΘL|vλ >]− vλ

[
< ΘL|c̃

′

L >
]
− < ΘL|

[
c̃
′

L, vλ

]
L
>

= 0

であるがこの結果は先の式 4.112の拡大配位空間でのラグランジュの方程式

< dΘL|c̃
′

L, ◦ >= 0

である。結局ワイスの原理によれば作用積分は端点の座標のみの関数である。

この関数をハミルトンの主関数 (Hamilton’s_principal_function)という。
この関数を SH(q(t), t, q(t0), t0)として改めてハミルトンの原理を表すと

SH = Icl =

∫ t

t0

L(q, q̇, t)dt
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∂SH

∂qi
= pi(q, q̇, t)

∂SH

∂t
= −HL(q, q̇, t)

これからハミルトン・ヤコビ方程式

H
(
x,
∂S

∂t
, t

)
+
∂S(x, t)

∂t
= 0 (8.1)

が得られる。これは後にシュレディンガー方程式として、量子論の基礎となる。

古典的にポテンシャルと力との間に空間的に

∂U

∂x
= −F (x)

が成りたったが、作用はこれの時間版であり、ハミルトニアンを決める。

4元的に拡大すると
∂S
∂xµ

= −Hµ

のような関係が導けそうであるが、これは第 9部で考えよう。

8.2 ネーターの第一定理

δqi と δtは互いに直交しながらも共通のパラメタを持つとしよう。

先に端点を固定しない場合の作用積分をみた。これを一般化してみよう。式 4.6から時間と空間の微小変化
は同調していなくてはならないから次のように表す。

δqi(t, ϵ) = q′i(t′)− qi(t)

ただし ϵ を時間変化の微小の共通パラメタとしておいた。

t′ = t+ δt(t, ϵ) (8.2)

このパラメタが 0の位置が共に原点であるとして

δqi(t, 0) = δt(t, 0) = 0

とする。そこで作用積分Ｊを次のようにおく。

J [q′, t′] =

∫ t′2

t1′

L′dt′

変分を 1次までとることにすると端点では t′1 = t1,t′2=t2 とすると

δJ [q, t] =

∫ t′2

t1′

L′dt′ −
∫ t2

t1

Ldt (8.3)

=

∫ t2

t1

(
L′ dt

′

dt
− L

)
dt

式 8.2から次の関係があるから

dt′

dt
= 1 +

d

dt
δt (8.4)
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式 8.3は

δJ [q, t] =

∫ t2

t1

dt(L′ − L+ L
d

dt
δt) (8.5)

となる。次に L′ を展開する。このとき qは tの関数なので

δq̇i =
d

dt
δqi

とはならない。そこで t を固定した変分を次のように表す。

δqi(t) = q′i(t)− qi(t) (8.6)

よって

δq̇i(t) =
d

dt
δqi (8.7)

が成り立つので

δqi(t) = q′i(t)− qi(t)

= q′i(t′)− qi(t′) + qi(t′)− qi(t′)

= δqi(t′) + q̇i(t)δt

= δqi(t) + q̇i(t)δt (8.8)

最後の変形では t の２次を無視した。
よって

δq̇i(t) = q̇′i(t′)− q̇i(t)

=
dq′i(t′)

dt

dt

dt′
− q̇i(t)

式 8.4、式 8.8より

=
dq′i(t′)

dt
(1− d

dt
δt)− q̇i(t)

=
d

dt
(q′i(t′)− qi(t))− dq′i(t′)

dt

d

dt
δt

=
d

dt
(δqi(t) + q̇i(t)δt)− q̇i

d

dt
δt (8.9)

よって式 8.9の最後の項は無視すると次の関係式が得られる。

δq̇i(t) = δq̇′i(t′) + ¨q(t)δt (8.10)

　　　式 8.8と式 8.10から L’は 1次までで次のように展開できることになる。

L′ = L+
∂L

∂qi
δqi(t) +

∂L

∂q̇i
δq̇i(t)
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L′ = L+
∂L

∂qi
(δqi(t) + q̇i(t)δt) +

∂L

∂q̇i
(δq̇i(t) + ¨q(t)δt)

L′ = L+
∂L

∂qi
δqi(t) +

∂L

∂q̇i
δq̇i(t) +

∂L

∂t
δt

よって作用積分の変分は式 8.5から

δJ [q, t] =

∫ t2

t1

dt(L′ − L+ L
d

dt
δt)

δJ [q, t] =

∫ t2

t1

dt

{(
∂L

∂qi
− d

dt

(
∂L

∂q̇i

))
δqi +

d

dt

(
∂L

∂q̇i
δqi + Lδt

)}
(8.11)

座標と時間を共に変化させた作用の変分は括弧内の第 1項であるラグランジュの方程式に加えて第 2項が
入ってくる。作用積分が不変であることは

δJ [q, t] = 0 (8.12)

が成り立つから第 2項に関して式 8.8から

dΘ

dt
=

d

dt

(
∂L

∂q̇i
δqi + Lδt

)
=

d

dt

{
∂L

∂q̇i
δqi −

(
∂L

∂q̇i
− L

)}
δt = 0 (8.13)

が得られる。このように作用積分から時間的な保存量が導ける。これをネーターの第一定理という。

ラグランジュの方程式を消さないで残せば式 4.50と対象的に次のように δqi と δtの項に分けらられる。

dΘ

dt
=

(
∂L

∂qi
− d

dt

(
∂L

∂q̇i

))
δqi +

d

dt

{
∂L

∂q̇i
δqi −

(
∂L

∂q̇i
− L

)}
δt (8.14)

となるので作用積分の不変性から Θは時間的な保存量になる。

独立な微小 α個のパラメータにより時間と空間の変分は共通係数を持ち、次のような連続関数で表そう。

δqi = ϵαϕiα(q, q̇, t) (8.15)

δt = ϵατα(t) (8.16)

この時 αは独立な R個のパラメータを表す。

8.2.1 循環座標

　ラグラジアン Lに依存しない座標 qa が見つかればこれを循環座標という。ラグランジュの方程式

d

dt

(
dL

dq̇i

)
− dL

dqi
= 0

において i = aの時第 2項が 0になるならばすぐに正準方程式から

dL

dq̇a
= pa = Const

であり、共役運動量は保存量になる。よって Lがある特定の qν を含まないなら qν を循環座標という。この時

qν のみを定数だけ変化させるような変換で q̇ν は不変になる。

q′ν = qν + ϵ (ϵ̇ = 0)
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ϕνi = δνi τi = 0

上式の δはクロネッカーの δである。これから次のように循環座標に共役な一般化運動量も保存する。

pν =
∂L

∂q̇ν
= Const

例えば 2次元空間で中心力のみ働くような調和振動子の場合のラグラジアンは
次のようにあからさまに θをまない。これが循環座標になるから

L =
1

2
m(ṙ2 + r2θ̇2) + V (r)

これから θに共役な運動量は

∂L

∂θ̇
= mr2θ̇

となりこれは角運動量の保存を表している。

ところがネーターの定理にもあいまいさを含めることができる。

つまり厳密に式 8.12が成り立たなくても次のように積分記号の中で時間の全微分になっている場合

δJ [q, t] =

∫ t2

t1

dF (q, t)

dt
dt = F (q(t2), ϵ)− F (q(t1), ϵ) (8.17)

この時 δJ は準不変という。この場合は式 8.13に変わって

d(Θ− F )

dt
= 0 (8.18)

となる。つまり保存量は Θ− F である。式 8.17から両端では ϵは 0となるので Fは効かない。古典的なガ
リレイ変換の場合でみてみる。n質点系において時間の一斉変換は

t′ = t+ ϵ

である。この時

ϕi = 0

τ = 0

E = Const

これから式 4.47から

L =

n∑
j,k

1

2
mj ṙ

2
j − V (|rj − rk|) (8.19)

この時、

rj 7−→ r′j = rj + ϵ (8.20)

とすると

ϕi = 1 (8.21)
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τ = 0 (8.22)

δrj = ϵ (8.23)

式 4.47から

∑
pj = Const (8.24)

を得る。つまり空間の微小変化に対する不変性が運動量保存則を導く。

さらに 2つの系が相対速度 ϵで結ばれているとするとガリレイ変換は

δrj = ϵt

δt = 0

よって式 8.19から

δL = L′ − L =
∑

mjϵṙ

となり右辺については全微分の形になっているので

F =
∑

mjϵr (8.25)

である。従って式 4.23より

ΘL(t) = pi(q, q̇)δq
i(t)− E(q, q̇)δt =

∑
mjϵṙjt (8.26)

となるので式 8.18に対応する関係式は ϵが共通しているので

ΘL(t)− F

ϵ
=
∑

mj(ṙjt− rj) = Const (8.27)

となり、これは系全体の運動量保存則を表している。

8.2.2 モーメント関数

先に見たように qn が循環座標だとすると qn の原点をずらしても q̇n の値に変化はない。これはラグラジア

ンが次の変換に不変になった。

qn → Qn = qn + τ (8.28)

これは同時にこの qnの方向への保存量があることであり、qnに共役な運動量が保存される。このとき qnに

は対称性があるという。ネーターの定理でみたようにこの対称性があれば対応した保存量がある。これは回転

とか座標変換のような自明なものに限らず一般に成り立つことが重要である。

配位空間 N上の点 Q = qに連続なパラメタ τ で恒等変換と連続的につながる微分可能な写像 ϕを

ϕ : N → N : q → ϕ(τ ; q) ϕ(0; q) = q (8.29)

とおく。すると配位空間 N上に点Qを始点とする曲線が描かれる。この曲線上の点 Qでの接ベクトルは任

意の関数 hの方向微分を用いて

uτ [h(q)] =
d

dτ
h(ϕ(τ ; q))|τ=0 =

d

dτ
ϕi(τ ; q)|τ=0

∂h(q)

∂qi
(8.30)
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となる。最後の項には iでの和が含まれていることに注意する。ここで写像 ϕの τ = 0での微分係数を

dϕi(τ ; q)

dτ
|τ=0 = f i(q)

とおくと次のような配位空間をつくる接ベクトルを定義できる

(uτ )Q = f i(q)
∂

∂qi

さらに点 Qが N上をくまなく移動すれば N上にベクトル場

uτ = f i(q)
∂

∂qi
: Q→ (uτ )Q (8.31)

が得られる。そしてこの配位空間 Nから状態空間である接空間 TN への写像とベクトル場が次のように導

入できる。

ϕ̄ : N → TN : (q, q̇) → (ϕ(τ, q), ϕ̇(τ, q))

ūτ = f i(q)
∂

∂qi
+ ḟ i(q)

∂

∂q̇i

これが後節で見るファイバー束になる。

この時、ūτ の積分曲線に沿った方向微分が次のように表現できる。

ūτ [L(q, q̇)] =

(
f i(q)

∂

∂qi
+ ḟ i(q)

∂

∂q̇i

)
L(q, q̇)

= f i(q)
d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
+ ḟ i(q)

∂L

∂q̇i
− f i(q)

(
d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi

)
これは式 8.29の恒等変換とつながる写像 ϕに対するラグラジアンの変化率を表している。

ここで

[L]i =
∂L

∂qi
− d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
(8.32)

とおく。これをオイラー微分という。

ūτ [L(q, q̇)] =
d

dt

(
f i(q)

∂L

∂q̇i

)
+ f i(q)[L]i

これにより ∂L
∂q̇i = pi とおくと次の恒等式が得られる。

d

dt

(
f i(q)pi

)
= ūτ [L]− f i(q)[L]i (8.33)

これは式 4.23と関係している。
ϕに対し系が対称を持つと ϕが導く ϕ̄に対してラグラジアンは不変になる。すなわち次が成り立つとすると

L(q, q̇) = L(ϕ(τ, q), ϕ̇(τ, q))

このとき

ūτ [L(q, q̇)] = 0

[L]i = 0を満たす経路があり（これが後節の切断に相当する）式 8.33より

F (q, q̇) ≡ f i(q)pi(q, q̇) =

[
∂L

∂q̇i

]
∂τ

= Const (8.34)
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となる。この F (q, q̇)をモーメント関数 (momentum function)　という。
これは前節の 8.13と関係している。ϕが導く ϕ̄に対してラグラジアンは不変であればモーメント関数は第一

積分になる。

これはネーターの定理の別表現でもある。注意すべきは恒等変換の近く、いわば局所的なところでの不変性

から保存量が得られていることである。

例えば次は恒等式として成り立つので

dL

dt
− ∂L

∂t
=

d

dt

{
q̇i
(
∂L

∂q̇i

)}
+ q̇i[L]i (8.35)

よって
d

dt

(
∂L

∂q̇i
− L

)
= −q̇i[L]i −

∂L

∂t

時間の平行移動が

q(t) → q(t+ τ)

のようにおこれば
∂L

∂t
= 0

なので [L]i = 0ならば

∂L

∂q̇i
− L = Const

であり、第一積分になる。そこでハミルトニアンを

H ≡ ∂L

∂q̇i
− L (8.36)

とおくわけである。つまりハミルトニアンは時間の対称性から導かれる。

8.2.3 N次元調和振動子の隠れた対称性

対称性と保存則の関係をよく知られた調和振動子で考えよう。

L(qk, q̇k) =
∑
k

m

2

{(
q̇k
)2 − ω2(qk)2

}
(qi, qj)の平面での無限小回転は

qi
′
= qi − ϵqj

qj
′
= qj + ϵqi

でありモーメント関数は式 8.34より

M ij =

[
∂

∂q̇i

{∑
k

m

2

{(
q̇k
)2 − ω2(qk)2

}}]
τ=0

= m(qiq̇j − qj q̇i)

これは角運動量の成分で保存される。しかしこれ以外に次の q, q̇が混合された変換

Qk = qk +
ϵij
2

(
q̇iδkj + q̇jδki

)
:= qk + ϵijϕ

ijk
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とするとこの変換でラグラジアンの変化は

δ[L] = ϵij

(
∂L

∂qk
ϕijk +

∂L

∂q̇k
˙ϕijk

)

= ϵij

(
−ω

2

2
m(qiq̇j + qj q̇i) +

1

2
m(q̈iq̇j + q̈j q̇i)

)
となり、調和振動子の対称性が浮き彫りになる。また、ωの時間推進としての作用が読みとれるかたちで表

される。さらにラグランジュの方程式が成り立てば

q̈i = −ω2qi

となるわけだからこれは次のようにまとまる。

δ[L] = −ϵijmω2(qiq̇j + qj q̇i)

= − d

dt

(
ϵijmω

2qiqj
)

これによって全微分で表すことができたので t方向へのネーターカレントが式 8.13より次のように求まる。

J ij =
∂L

∂q̇k
f ijk −

∫
δ[L]dt

= mq̇k × 1

2

(
q̇iδkj + q̇jδki

)
+mω2qiqj

= m
(
q̇iq̇j + ω2qiqj

)
前節 8.27に対応してこれはエネルギー保存則である。

8.3 ネーターの第二定理

これまでは式 8.15のように ϵを全体に共通なパラメタとして利用してきた。そこで次にこの ϵを座標 (時間)
に依存したものとしてみよう。先のモーメント関数を考慮し、式 8.15、式 8.16の代わりに次のように置く。

δqi = ϵα(t)ϕiα(q, q̇) + ˙ϵα(t)ψi
α(q, q̇) (8.37)

δt = ϵα(t)τα(q, q̇) (α = 1 ∼ R) (8.38)

1回微分までをここでは考えた。作用積分も同じように１次微分まで考える。ただし、ここでも端点を仮定
し、作用積分が準不変である条件を次のようにおこう。

δJ [q, t] =

∫ t2

t1

dt
d

dt
{ϵα(t)ζα(q, q̇) + ϵ̇αηα(q, q̇)} (8.39)

ただし、ζ、ηは式 8.18の Θや F のように Lによって決められる関数になる。

この場合は単純に保存則だけでなく、局所的な影響を加えているのでラグランジュの方程式にも影響が出て

くると考えられる。

したがって N個の運動方程は独立ではなくその解 qi は一義には決まらない。いわば何らかの局所的な相互

作用が考えられる。

式 8.11に代入すると
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∫ t2

t1

dt

[
ϵα
{
[L]i(ϕ

i
α − q̇τα)−

d

dt

(
ψi
α[L]i

)}
+
d

dt

{
ϵαψi

α[L]i + piδq
i − Eδt− ϵα(t)ζα + ϵ̇αηα

}]
= 0

となる。ϵα(t)は任意なので端点において次のように式 4.58、8.38、8.37から

ϵα(t1) = ϵα(t2) = ˙ϵα(t1) = ˙ϵα(t2) = 0 (8.40)

が成り立つ。ϵα(t)の端点以外での任意性から α = 1 ∼ Rについて

[L]i(ϕ
i
α − q̇τα)−

d

dt

(
ψi
α[L]i

)
= 0 (8.41)

を得る。式 8.38、8.37から端点以外でも次を満たさないといけない。

ϵαψi
α[L]i + pi(ϵ

α(t)ϕiα(q, q̇) + ˙ϵα(t)ψi
α(q, q̇))− Eϵα(t)τα(q, q̇)− ϵα(t)ζα − ϵ̇αηα = 0

ϵα(ψi
α[L]i + piϕ

i
α(q, q̇)− Eτα(q, q̇)− ζα) + ˙ϵα(piψ

i
α(q, q̇)− ηα) = 0

ここで ϵα, ˙ϵαは独立なので括弧の中はそれぞれ 0とおける。そこで得られた次の関係式がネーターの第 2定
理である。

ψi
α[L]i + piϕ

i
α(q, q̇)− Eτα(q, q̇)− ζα = 0 (8.42)

piψ
i
α(q, q̇)− ηα = 0 (8.43)

この式は

式 8.42からラグランジュの方程式 [L]i = 0とおけば

piϕ
i
α(q, q̇)− Eτα(q, q̇)− ζα = 0 (8.44)

が得られる。この関係式には q̈が含まれない。ラグランジュの方程式の拘束条件であり 1次拘束条件という。
また式 8.43はラグランジュの方程式に無関係で Lから決まる。これを 2次拘束条件という。これらはゲー
ジ理論と関係している。

さらに式 8.42は q̈を含むが qの微分がそれぞれ独立であるとすると他に 2階微分をもつものがないので q̈の

係数は 0である。よって式 4.28からヘシアン行列について

Aij =
∂2L

∂q̇i∂q̇j
(8.45)

Aijψ
i
α = 0 (8.46)

よって ψi
α = 0でなければヘシアン行列は最高 R個のゼロ固有値とゼロ固有ベクトルを持つ。これから Aij

の rankはN −Rである。

ただし式 8.41から

ϕiα − q̇τα ̸= 0 (8.47)

でなければならない。ヘシアンが正則でなければ pi は q̇ について独立ではない。これは位相空間の間に R

個の関係式が生じることを示している。
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8.3.1 自由度 2の系の例

例えば簡単な自由度２の次の系を考えよう。

L =
1

2
(ξ1 − q2)2

正準運動量は

p1 =
∂L

∂ξ1

p2 = 0

よってこの時の拘束条件は１つのみで

Φ = p2 = 0

また、

δq1 = ϵ(t)

δq2 = ϵ̇(t)

とおくと式 8.38、8.37から

ϕ1 = 1, ψ1 = 0

ϕ2 = 0, ψ1 = 1

よって式 8.44から

p1 = 0

を得るがこれは 2次拘束条件である。

8.3.2 電磁場の例

もう一つ電磁場を例にとってみよう。電磁場のラグランジュ関数を x = 0, 1, 2, 3として

1

2

(
∂Aµ

∂xν
− ∂Aν

∂xµ

)2

= (∂νAµ − ∂µAν)
2

とおくとこれは

Aµ → Aµ + ∂µϵ(x)

の変換で不変である。共役運動量は

πµ =
∂L

∂Ȧµ

= ∂0Aµ − ∂µA0 (8.48)

これから 1次拘束条件は

Φ = π0 = 0 (8.49)

である。

99



8.4 4次元での作用積分

ここで式を拡張して 4次元での作用積分を考える。一般的な場 ϕを次のようにおく

∂µϕ(x) =
(
ϕ̇/c,∇ϕ

)
(8.50)

またラグラジアン密度は Lは

L =L(∂µϕ(x), ϕ) (8.51)

L =

∫
d3xL(∂µϕ(x), ϕ) (8.52)

さらに作用 J は次のようになる。

J =

∫
Ω

d4xL(∂µϕ(x), ϕ) (8.53)

次のように座標と場の無限小変化をおく。

xµ′ = xµ + δxµ (8.54)

ϕ′(x′) = ϕ(x) + δϕ(x) (8.55)

また同じ座標での変化量、リー微分を次のように定義できた。

δLϕ(x) = ϕ′(x)− ϕ(x) = δϕ(x)− δxµ∂µϕ(x) (8.56)

よって

δJ =

∫
Ω′
d4x′L(∂′µϕ′(x′), ϕ′(x′))−

∫
Ω

d4xL(∂µϕ(x), ϕ) (8.57)

変換の Jacobianは式 8.54から

d4x′ =| ∂x
µ′

∂xν
| d4x =| ∂x

µ + δxµ

∂xν
| d4x

= det(δνµ + ∂νδx
µ)d4x = (1 + ∂µδx

µ)d4x

であり、さらに式 8.55から

∂′µϕ
′(x′) =

∂xν

∂xµ′
(∂νϕ(x) + ∂νδϕ(x)) =

∂xν′ − δxν

∂xµ′
(∂νϕ(x) + ∂νδϕ(x))

= (δνµ − ∂µδx
ν) (∂νϕ(x) + ∂νδϕ(x)) = ∂µϕ(x) + ∂µδϕ(x)− (∂µδx

ν)∂νϕ(x)

となる。これらを式 8.57に代入する δの 2次以上を無視すると

δJ =

∫
Ω

(1 + ∂µδx
µ)d4x {L(∂µϕ(x) + ∂µδϕ(x)− (∂µδx

ν)∂νϕ(x), ϕ(x) + δϕ(x))}

−
∫
Ω

d4xL(∂µϕ(x), ϕ)
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δJ =

∫
Ω

d4x

[
{∂µδϕ(x)− (∂µδx

ν)∂νϕ(x)}
∂L

∂ (∂µϕ(x))
+ δϕ

∂L
∂ϕ

+ (∂µδx
µ)L(∂µϕ(x), ϕ)

]
(8.58)

式 8.56を用いると

δϕ(x) = δLϕ(x) + δxµ∂µϕ(x) (8.59)

で置き換えられるから

δJ =

∫
Ω

d4x

[
{∂µδLϕ(x) + δxµ∂µ∂µϕ(x)}

∂L
∂ (∂µϕ(x))

+ (δLϕ(x) + δxµ∂µϕ(x))
∂L
∂ϕ

+ (∂µδx
µ)L(∂µϕ(x), ϕ)

]
ここで

[∂µδLϕ(x)]
∂L

∂ (∂µϕ(x))
= ∂µ

[
δLϕ(x)

∂L
∂ (∂µϕ(x))

]
− δϕ(x)∂µ

[
∂L

∂ (∂µϕ(x))

]

∂µ [δx
µL] = (∂µδx

µ)L+ δxµ∂µ∂νϕ
∂L

∂ (∂µϕ)
+ δxµ∂µϕ

∂L
∂ϕ

となるから、これらを代入すると

δJ =

∫
Ω

d4x

[
δLϕ(x)

{
∂L
∂ϕ

− ∂L
∂(∂µϕ)

}
+ ∂µ

{
δϕ

∂L
∂(∂µϕ)

− δxν(∂νϕ)
∂L

∂(∂µϕ)
+ δxµL

}]
(8.60)

=

∫
Ω

d4x

[
δLϕ(x)

{
∂L
∂ϕ

− ∂L
∂(∂µϕ)

}
+ ∂µ

{
δLϕ

∂L
∂(∂µϕ)

+ δxµL
}]

を得る。この式の括弧内の第 1項は括弧内の第 1項はラグランジュの方程式であり、これを 0とすると変分
が 0である条件はネーターのカレントをNµ として

Nµ = δLϕ
∂L

∂(∂µϕ)
+ δxµL (8.61)

とすると

時間の連続性

∂µN
µ = 0 (8.62)

である。これは次のように空間、時間成分に分けることができる。

∂0N
0 = ∂kN

k (8.63)

∫
d3xN0 = icN (8.64)

通常 x→ ∞でN=0とするとネーターのカレントの時間成分は全空間で不変になる。
式 8.60の第 2括弧を δJµ、エネルギー運動量テンソルを Tµν とおくと

δJµ = δϕ
∂L

∂(∂µϕ)
− δxνT

µν (8.65)

ただし

Tµν =
∂L

∂(∂µϕ)
∂νϕ− δxµ

δxν
L (8.66)

であるが

δxµ = gµνδxν
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なので

Tµν =
∂L

∂(∂µϕ)
∂νϕ− gµνL (8.67)

となる。これは

H(q, p) = piq̇
i − L (8.68)

の一般化とみることができる。

8.5 4次元でのネーターカレント [53]

　 4次元での作用が不変であれば式 8.65から 4次元でのネータのカレントを改めて

Jµ =

(
gµνL− ∂L

∂(∂µϕi)
∂νϕi

)
δxν +

∂L

∂(∂µϕi)
δϕi (8.69)

とおけ、∂µJµ = 0を満たす。これは一般に成立するが、例えば電荷を

Q =

∫
dx3J0

のように定義すると

∂tQ = 0

であり、保存電荷であることがわかる。重要なのはこの電荷が変換の生成子として働くことで、交換積が変

化量

i [Q,ϕi] = δϕi (8.70)

を満たすことになる。これは次のように確認できる。簡単のために δx = 0とする。正準共役量 πiを用いて

電磁気に関係なく一般的な電荷を

Q =

∫
dx3δϕi

∂L

∂(∂uϕi)
=

∫
dx3δϕiπi

で表す。これから δϕ, ℏ = 1は数値として

[Q,ϕj ] =

∫
dx3δϕi [πi, ϕj ]

[πi(x), ϕj(y)] = −iδijδ(x− y)

であるから式 8.70となる。
具体的に 4次元ユークリッド空間の場合は δϕ = 0, δxµ = ϵµ の時、エネルギー運動量テンソルは

Tµ
ν = gµνL− ∂L

∂(∂µϕi)
∂vϕi (8.71)

となるので式 8.69から
Jµ = Tµ

ν ϵ
ν

よって明らかに

∂µT
µν = 0

となり時間的にエネルギー運動量は保存される。従って対称性が時間方向に存在し

ϵµ = ϵδµ0
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とすると、保存電荷が式 8.71から

J0 = T 0
ν ϵδ

ν0 = ϵ
(
g00L− π∂0ϕi

)
だから

Q

ϵ
=

1

ϵ

∫
dx3J0 =

∫
d3x (πi∂tϕi − L) = H

となり、ハミルトニアンが導かれる。これはハミルトニアンH そのものが時間推進の演算子であることにな

る。同じように空間方向の対称性を見るために

ϵµ = ϵδµi

として

Q =

∫
dx3J i =

∫
d3xTµ

i ϵδ
µi = ϵ

∫
d3xT 0

i δ
0i = ϵP

で運動量を表す。

9 ポアソン括弧とラグランジュ括弧

9.1 1助変数正準変換

　前部の多様体のところで 1助変数変換群を扱った。多様体M 上で pの近傍の座標 {x1, x2, . . . , xn}につい
てベクトル場を

X =

n∑
i=1

ξi(x1, x2, . . . , xn)
∂

∂xi
∈ Tp(M) (9.1)

とした時 ϕt(q)の座標を表す関数

ϕi(t, q) i ≤ i ≤ n (9.2)

が次の微分方程式を満たす。

dϕi

dt
= ξi(ϕ1(t, q), ϕ2(t, q), . . . , ϕn(t, q)) i ≤ i ≤ n (9.3)

かつ初期条件として点 qの座標を {q1, q2, . . . , qn}としてこの微分方程式の解を

ϕt(q) = (ϕ1(t, q), ϕ2(t, q), . . . , ϕn(t, q)) i ≤ i ≤ n (9.4)

とおける。

またベクトル場X,Y の局所的 1助変数変換群の {ϕt}、{ψt}があれば

[Xp, Yp] = lim
t→0

Yp − ((ϕt)∗Y )p
t

(9.5)

と括弧積をおけた。

ただし (ϕt)∗Y は図に示すように曲線 ϕt の t = 0における接ベクトルである。

((ϕt)∗Y )p = (ϕt)∗ϕ−1
t (p)(Yϕ−1

t (p)) (9.6)
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図 9.1: pを ϕ−1(p)で戻し、そこでのベクトル場 Y を得る。次にそのベクトル場を ϕで移して (ϕt)∗Yϕ−1(p)を

得る。

括弧積はこの (ϕt)∗Yϕ−1(p) に対する Yp のパラメタ tの変化率である。

ただし重要な注意点は式 9.3が解をもつための条件は一般的には制限され

{0} ×M ∈ R×M (9.7)

の適当な場所でなければならなかった。1助変数局所座標群はこれを満足する。そこで

Ψ : G×M →M(a ∈ G,P ∈M) → Ψ(a, P ) = Q ∈M

となるような変換群 Gを考える。さらに相空間の局所座標を P = z = {qi, pj} = {z2n}として

Ψ(e, P ) = P

Ψ(z2,Ψ(z1, P )) = Ψ(z2z1, P )

を満たすとするとこれは左移動を表し、変換群 Gがリー群であれば

多様体上の連続曲線を cとし

c(0) = e

を単位元として単位元での接ベクトルを

x =
dc(λ)

dλ
|λ=0 ∈ (TG)e

として左不変のベクトル場 Vx が決まり、単位元を通る積分曲線が

c : R → G : λ ∈ R → c(λ) ∈ G

となる 1パラメタ変換の部分群 cx(λ) = exp(λx)で表すことができた。

多様体M 上で点 P = zを通る曲線への作用を

Ψ : (cx(λ), z) → z
′
= Ψ(exp(λx), z) ≡ Ψx(λ; z) (9.8)

とすると点 P = zでの接ベクトルがM 上の任意の関数 f のこの曲線に沿った方向微分

vx[f(x)] =
d

dλ
f (Ψx(λ; z)) |λ=0 =

d

dλ
Ψx(λ; z)|λ=0

∂f(z)

∂zµ
(9.9)

を考えると

(vx)P =
d

dλ
Ψµ

x(λ; z)|λ=0
∂

∂zµ

点 P がM 上をくまなく移動することでベクトル場 vx が構成される。逆に

dzµ

dλ
= vx[z

µ] (µ = 1, 2, · · · , 2n)

の解として積分曲線が得られる。ベクトル場 vx が定める 1パラメタ変換が Ψx(λ; z)となる。

そこでこの 1助変数局所座標群の中で正準変換となる条件を考えよう。
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変換を成分表示すると

dΨα
x(λ; z)

dλ
= vx[Ψ

α
x(λ; z)] (α = 1, 2, · · · , 2n)

この両辺を zβ(β = 1, · · · 2n)で微分し、

d

dλ

(
∂Ψα

x

∂zβ

)
=
∂vx [Ψ

α
x ]

∂Ψγ
x

∂Ψγ
x

∂zβ
(9.10)

となる。ただし、

vx[z
α] = vµx (z)∂µz

α = vαx (z)

であるから vx [Ψ
α
x ]は vx = vµx∂µ の z = Ψx での α成分を表す。

もう少し簡単にするために変換行列を

M̂ = (Mα
β ) =

(
∂Ψα

x

∂zβ

)
とし、さらに

V̂ =
(
V α
γ

)
=

(
∂vx [Ψ

α
x ]

∂Ψγ
x

)
(9.11)

として式 9.10は次のようになる。

d

dλ
Mα

β = V α
γ M

γ
β

d

dλ

t

M̂ = tM̂ tV̂

となるので

d

dλ

(
tM̂ Ω̂M̂

)
= tM̂

(
tV̂ Ω̂ + Ω̂V̂

)
M̂ (9.12)

となる。もし、式 9.8が正準変換であれば前節からシンプレクティック条件を満たすから

d

dλ

(
tM̂ Ω̂M̂

)
=

d

dλ
Ω̂ = 0

であり

detM̂ ̸= 0

であるから −Ω̂ =t Ω̂だから
tV̂ Ω̂ + Ω̂V̂ = −t

(
Ω̂V̂
)
+
(
Ω̂V̂
)
= 0

でなくてはならない。成分で表すと

−Ωµρ
∂vx [Ψ

ρ
x]

∂Ψν
x

+Ωνρ
∂vx [Ψ

ρ
x]

∂Ψµ
x

= 0

となるが式 9.8から λが任意だから任意の zについて

∂

∂zν
(Ωµρvx[z

ρ]) =
∂

∂zµ
(Ωνρvx[z

ρ])

が成り立つことである。これは 1形式
f = Ωµρvx[z

ρ]dzµ (9.13)

とおいたとき

df = 0
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が成り立つことになる。よってポアンカレの補題から

f = dFx = ∂µFxdz
µ

となる Fx(z)が存在することになり式 9.13より

Ωµρvx[z
ρ] = ∂µFx

Ωµρv
ρ
x(z) =

∂Fx(z)

∂zµ

が成り立つことになる。よってベクトル場が次のように決まる。

vx = vρx(z)
∂

∂zρ
= Ωρµ ∂Fx(z)

∂zµ
∂

∂zρ
(9.14)

=
∂Fx

∂pi

∂

∂qi
− ∂Fx

∂qi
∂

∂pi

これは式 5.12であり、このベクトル場がハミルトニアン・ベクトル場になる。
逆にベクトル場がハミルトニアン・ベクトル場であれば式 9.11から

V α
γ =

∂vx [Ψ
α
x ]

∂Ψγ
x

, (vx)P =
d

dλ
Ψµ

x(λ; z)|λ=0
∂

∂zµ

であったので

V α
β = ΩαρOβρ Oβρ = Oρβ :=

∂2Fx(z
′
)

∂z′β∂z′ρ
|z′=Ψx(λ;z)

と表現できる。これを用いて

(
tV̂ Ω̂ + Ω̂V̂

)
αβ

= V ρ
αΩρβ +ΩαρV

ρ
β

= ΩρβΩ
ρνOαν +ΩαρΩ

ρνOβν

= Oαβ +Oβα

= 0

となる。よって式 9.12より

d

dλ

(
tM̂ Ω̂M̂

)
= 0

を得る。よって tM̂ Ω̂M̂ が λに依存しない。これから

lim
λ→0

M̂ = Î ,
[
tM̂ Ω̂M̂

]
λ=0

= Ω̂

であるから変換行列 M̂ はつねにシンプレクティック条件 tM̂ Ω̂M̂ = 0を満たしている。

つまり 1助変数変換がハミルトニアン・ベクトル場により生成されていれば正準変換である。
よって 1助変数正準変換は

dzρ

dλ
= Ωρµ ∂F (z)

∂zµ
(ρ = 1, 2, · · · , 2n)

の解である。これは無限小変換

qi(ϵ) = qi(0) + ϵ
∂F (q, p)

∂pi
|(q,p)=(q(0),p(0))
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pj(ϵ) = pj(0)− ϵ
∂F (q, p)

∂pi
|(q,p)=(q(0),p(0))

が成り立つことでもある。しかし、

ΨF :M →M : z(0) → z(λ; z(0))

が F を生成関数とする 1パラメタにより連続発展されればよい。これらの全体 {ΨF |λ ∈ R}を 1助変数変
換群という。これは F により生成されるハミルトニアン・フローである。この内、時間発展がハミルトニアン

そのものが生成関数になる。

9.2 モーメント関数

ここで空間 (回転、移動)を考える。配位空間をN として、点変換を引き起こすあるリー群 Gを考える。

1パラメタ変換を用いて

Φ : (exp(λx), q) → q
′
= Φ(exp(λx), q) ≡ Φx(λ; q)

を考える。この変換により、N上に点 Qを通るなめらかな曲線が描かれる。点 Qでの接ベクトルとして式
9.11から基底も表現し、次のように定義する。

(ux)Q =
d

dλ
Φi

x (λ; q) |λ=0
∂

∂qi
:= f ix(q)

∂

∂qi
(9.15)

点 Qが配位空間上で自由に動けばベクトル場

uλ,x = ux = f ix∂i

で表される。ここで 1パラメタ変数 exp (λx)により引き起こされる相空間上の連続変換を

(q, p) → (q
′
, p

′
) = (Φx(λ, q),Πx(λ, p))

を考えるとこの相空間上の点 P = (q, p)での接ベクトルは一般に

(vx)P =
dΦi

x

dλ
|λ=0

∂

∂qi
+
dΠi

x

dλ
|λ=0

∂

∂pi
(9.16)

となる。この変換が正準 1形式 θが不変である要請をすると

θ = p
′

idq
′i = Πxi(λ; q)

∂Φi
x

∂qj
dqj = pjdq

j

である必要があるから

Πxi(0, q) = pj = Πxi(λ; q)
∂Φi

x

∂qj

でなくてはならない。この式を λで微分した後に λ = 0とする λが微小であれば

Φi
x = qi + λf ix(q) +O(λ2)

∂Φi
x

∂qj
= δij + λ

∂f ix(q)

∂qj
+O(λ2)

となるから式 9.15から

0 =

[
dΠxi

dλ

∂Φi
x

∂qj
+Πxi

d

dλ

∂Φi
x

∂qj

]
λ=0

=
dΠxi

dλ
|λ=0 + pi

∂f ix
∂qj
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したがって接ベクトルは dΠxi

dλ |λ=0 が決まり式 9.16から

(vx)P = f ix(q)
∂

∂qi
− pk

∂f ix(q)

∂qj
∂

∂pi

となる。

そこでモーメント関数 Fx

Fx(q, p) :=< θ|ux >= pif
i
x(q)

を定義するとベクトル場 vx は

vx = f ix(q)
∂

∂qi
− pk

∂f ix(q)

∂qj
∂

∂pi

=
∂Fx

∂pi

∂

∂qi
− ∂Fx

∂qi

∂

∂pi

となり、モーメント関数 Fx が生成関数である。

変換群の配位空間 Nへの作用は相空間Mに引き上げられ、
配位空間の１助変数変換が１助変数正準変換として引き上げられる。

配位空間の回転や移動などの対称変換は相空間ではモーメント関数により生成されるハミルトニアン・ベク

トル場が与える。

これらの古典的な抽象は次のポアソン括弧と括弧積の対応で量子力学に応用される。

9.3 ポアソンの括弧

位相空間における力学量 f(q, p)の運動方程式は式 8.29から

df

dt
=
∂f

∂qi
q̇i +

∂f

∂pi
ṗi (9.17)

=
∂f

∂qi
∂H

∂pi
− ∂f

∂pi

∂H

∂qi
(9.18)

となる。ここで次をポアソン括弧として定義する。

∂f

∂qi
∂H

∂pi
− ∂f

∂pi

∂H

∂qi
≡ {f,H}p

このポアソン括弧は反対称行列 Ωを用いて次のように簡単に多次元化できる。

{f, g}p =
(

∂f
∂qi

∂f
∂pi

)
Ω

(
∂g
∂qi

∂g
∂pi

)

Ω =

(
0 I

−I 0

)
(9.19)

ポアソン括弧で正準方程式も簡単に次のように表現できる。

q̇i = {qi,H}p
ṗi = {pi,H}p

また次の関係式も成り立つ。
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{qi, qj}p = {pi, pj}p = 0

{qi, pj}p = δij (9.20)

これは交換積との対応は

[q̂i, p̂j ]ψ(q) = q̂ip̂jψ(q)− p̂j q̂iψ(q)

= qi

(
h

i

∂

∂qj
ψ(q)

)
− h

i

∂

∂qj
(qiψ(q))

= qi
h

i

∂

∂qj
ψ(q)− h

i

(
∂qi
∂qj

ψ(q) + qi
∂

∂qj
ψ(q)

)
= iℏδijψ(q) (9.21)

となるので

[q̂i, p̂j ] = iℏ {q̂i, p̂j}p

が成り立つ。

また、ai を実数とし、ユニタリ演算子

Û(a) = exp

(
1

iℏ

n∑
i=1

aip̂i

)
(9.22)

として次の演算を考えよう。

Û(a)−1q̂iÛ(a)

一般に演算子 Â, B̂ について

eÂB̂e−Â = B̂ +
[
Â, B̂

]
+

1

2!

[
Â
[
Â, B̂

]]
+ · · · (9.23)

が成り立つので

Â = − 1

iℏ

n∑
i=1

aip̂i, B̂ = qi

とおくと式 iのみが値を持ち式 9.21から [
Â, B̂

]
= ai

となるので無限に和が続いた式 9.23は最初に 2項で切れる。よって

Û(a)−1q̂iÛ(a) = q̂i + ai

である。これは空間的な平行移動を表すが、無限和を有限でカットすることから得られることは興味深い。

エルミートであれば可換である。これは同時に対角可できることでもある。

同時固有状態のうちの 1つを |ψ0 >とし、同時固有値を q
(0)
i とする。

q̂i|ψ0 >= q
(0)
i |ψ0 >, (i = 1, 2, 3 · · ·n)

あらたに q
′

i(i = 1, 2, 3 · · ·n)の n個の変数により決まるケットベクトルを次のように定義する。

|q
′
>= Û(q

′
− q(0))|ψ0 >

すると次のように q
′

i が同時固有値になる。

q̂i|q
′
>= q̂Û(q

′
− q(0))|ψ0 >= q

′

i|q
′
>
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よって次のように状態ベクトルを変化させる

Û(a)|q
′
>= Û(a)Û(q

′
− q(0))|ψ0 >= Û(a+ q

′
− q(0))|ψ0 >= |a+ q

′
>

つまり、Û は状態ベクトルを微小変化させるものとみなせる。式 9.22からベクトル |a+ q
′
>は次のような

状態ベクトルの線形和となる。

Û(a)|q
′
>= |a+ q

′
>=

(
1 +

n∑
n=1

ai
∂

∂q′

)
|q

′
>

これから ai = ϵi とし微小量として 1次の項だけ取り出すと扱うと固有方程式

Û(a)|q
′
>≓

(
1 +

1

iℏ

n∑
n=1

ϵip̂i

)
|q

′
>=

(
1 +

n∑
n=1

ϵi
∂

∂q′

)
|q

′
>

これは

p̂i|q
′
>= iℏ

∂

∂q′ |q
′
> (9.24)

であり、運動量の演算子を決めることになる。さらに位置状態と運動量状態のベクトルを変換する演算子も

みつけてみる。

運動量演算子から微分演算子が出るので

|p
′
> (2πℏ)−n/2

∫
dnq′ exp

(
i

ℏ

n∑
n=1

p
′

iq
′

i

)
|q

′
>

とおくと部分積分を用いて式 9.24より

p̂i|p
′

> = (2πℏ)−n/2
∫
dnq′ exp

(
i

ℏ

n∑
n=1

p
′

iq
′

i

)
iℏ

∂

∂q
′
i

|q
′
>

= (2πℏ)−n/2

{
iℏ exp

(
i

ℏ

n∑
n=1

p
′

iq
′

i

)
−
∫
dnq′

(
iℏ

∂

∂q
′
i

exp

(
i

ℏ

n∑
n=1

p
′

iq
′

i

))}
|q

′
>

= (2πℏ)−n/2
∫
dnq′

(
−iℏ ∂

∂q
′
i

exp

(
i

ℏ
∑

p
′

iq
′

i

))
|q

′
>

= p
′

i|p
′
>

となる。結局次の関数が運動量状態と位置状態のベクトルを相互に変換する。

ϕpq = (2πℏ)−n/2
∫
dnq′ exp

(
i

ℏ

n∑
n=1

p
′

iq
′

i

)
よって逆変換の場合は

ϕqp = (2πℏ)−n/2
∫
dnp′ exp

(
− i

ℏ

n∑
n=1

p
′

iq
′

i

)
である。

これから状態ベクトルはフーリエ変換のように積 p
′

iq
′

i を足し合わせ、もう一度 n積分する。

さらに次のヤコビ恒等式も成立する。

{f, {g, hp}}p + {g, {h, f}p}p + {h, {f, g}p}p ≡ 0

また、反対称性、分配則、を満たし、これとヤコビの恒等式を満足する場合は Lee環の条件を満たすという。
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{f, g}p = −{g, f}p

さらに次の性質を満たす。

{F, g}p =
∂F

∂fk
{fk, g}p

また任意の関数の入る場所空白にして次のように微分演算子Xf とみなすことができる。

{f, } =
∂f

∂qi
∂

∂pi
− ∂f

∂pi

∂

∂qi
≡ Xf (9.25)

よって運動方程式はこの演算子を左から作用させて

XfH =
∂f

∂qi
∂H

∂pi
− ∂f

∂pi

∂H

∂qi
(9.26)

と書くことができる。この演算子は次の交換子積の条件を満たしている。

[Xf , Xg] ≡ XfXg −XgXf = X{f,g} (9.27)

9.4 斜交積

要素 z = (q, p)を持つ、相空間M 上の任意の２個のベクトル場を次のように置く。

u = uµ∂µ = ui∂i + ui∂
i

v = vµ∂µ = vi∂i + vi∂
i

とすると斜交積として式 5.5から

< Ω|u, v >= uµΩµνv
ν = uiv

i − uivi (9.28)

と定義できた。相空間上で uは双対成分を持ったので斜交積はスカラー値となる。

u, vがハミルトニアン・ベクトル場であれば

uf = Ωνµ ∂f

∂zµ
∂

∂zν

ug = Ωνµ ∂g

∂zµ
∂

∂zν

となれば式 9.14からこれらのベクトル場から生成される 1パラメタ変数変換は正準変換になった。
この場合の f, gのポアソン括弧が次のように斜交積として定義できる。

{f, g} :=< Ω|vg, uf >

これは z = (q, p)として
1

2
Ωµνdz

µ ∧ dzν = dpi ∧ dqi

とした時、
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{f, g} = < Ω|vg, uf >

=

(
Ωµσ ∂g

∂zσ

)
Ωµν

(
Ωνρ ∂f

∂zσ

)
=

∂f

∂zρ
Ωρσ ∂g

∂zσ

=
∂f

∂qi
∂g

∂pi
− ∂f

∂pi

∂g

∂qi

となり式 9.25が導かれる。特に f = zα, g = zβ とすれば変換行列が

{zα, zβ}z = Ωαβ

と求まる。これは式 9.20と共に基本ポアソン括弧 (fundamental_Poisson_brackets)という。
この基本ポアソン括弧の不変性は変換が正準変換であるための必要十分条件になる。

9.5 ラグランジュの括弧

次にラグランジュの括弧を次で定義する。

{f, g}L ≡ ∂qi

∂f

∂pi
∂g

− ∂qi

∂g

∂pi
∂f

(9.29)

ポアソンの括弧と同じように次の関係が成り立つ。

{qi, qj}L = {pi, pj}L = 0 (9.30)

{qi, pj}L = δij (9.31)

{f, g}L = −{g, f}L (9.32)

ポアソン括弧と同様にして行列 S を用いて次のように簡単に多次元化できる。

{f, g}L =
(

∂qi

∂f
∂pi

∂f

)
S

(
∂qi

∂g
∂pi

∂g

)
(9.33)

S =

(
0 I

−I 0

)
(9.34)

よってこの２つの関係は互いに逆行列に似た次の関係があることがわかる。

Σj{qi, pj}p{qj , pk}L = −δik (9.35)

Σj{pi, qj}p{qj , pk}L = −δik (9.36)

これは p, qを１つの記号で次のように扱うと

(z1, z2 · · · zN , zN+1 · · · z2N ) = (q1, q2 · · · qN , pN+1 · · · p2N ) (9.37)

次のようにまとめて表現できる。

112



2N∑
m=1

{zl, zm}p{zm, zn}L = −δln (9.38)

次のような正準変換において

(qi, pj) → (Qi, Pj) (9.39)

(Qi, Pj)のハミルトン関数はK で表すと正準方程式は

Q̇i =
∂K

∂Pi
, Ṗi = − ∂K

∂Qi
(9.40)

式 4.49から

δJ [q, p] =
[
piδq

i
]t2
t1
+

∫ t2

t1

dt

(
−ṗiδqi + q̇iδpi −

∂H

∂qi
δqi − ∂H

∂pi
δpi
)

(9.41)

式 4.48から

δJ [q, p] =

∫ t2

t1

dt
(
piq̇

i −H
)
= 0 (9.42)

が成り立つ。よって

δJ [q, p] =
[
PiδQ

i
]t2
t1
+

∫ t2

t1

dt

(
−ṖiδQ

i + Q̇iδPi −
∂K

∂Qi
δQi − ∂K

∂P i
δP i

)
(9.43)

ところが異なる位相空間において時空間も変化すると考えると式 8.11が成り立つのでラグラジアンは不定性
を持ち

δJ [Q,P ] =

∫ t2

t1

dt

(
PiQ̇

i −K +
dW

dt

)
= 0 (9.44)

となる。

9.6 ポアソン括弧と正準方程式

Gから生成されるハミルトニアン・ベクトル場 vG の 1形式を dF =< Ω|◦, vF >

とすると関数 F,Gのポアソン括弧 9.28から

{F,G} =< Ω|vg, vF >=< dF |vG >

のように 1形式と接ベクトルの内積表現になる。これは前部のリー微分 Lを用いて

{F,G} = vG[F ] = LvG(F )

と表すことができる。これはベクトル場 vG の積分に沿った関数 Fの変化率とみることができる。

dF

ds
=

∂F

∂s
+
∂F

∂zµ
dzµ

ds

=
∂F

∂s
+ vG[F ]

=
∂F

∂s
+ {F,G}
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相空間上で式 9.17からポアソン括弧で正準方程式を表すと

dzµ

dt
= Ωµν ∂H

∂zν
= vH [zµ], (µ = 1, 2, 3 · · · 2n)

= {zµ,H}

のようにハミルトニアンとポアソン括弧の組をつくればよい。この式は量子力学への移行を簡単にする。

9.7 指数写像

ポアソン括弧の表現の有用なところをもう少し見てみよう。

Gから生成されるハミルトニアン・ベクトル場 vG から導かれる点の運動が正準方程式

dzµ

dt
= vG[z

µ] = {zµ, G(z)}z, (µ = 1, 2, 3 · · · 2n) (9.45)

の解になる。この時前節の 1パラメタ変数変換として s = 0, z(0) = 0を始点として

ΨG : z(0) → ΨG(s, z(0))

が正準方程式の解になる。そこで次のように原点でテーラー展開をすると

zµ(s) = zµ(0) + s
dzµ(s)

ds
|s=0 +

s2

2!

d2zµ(s)

ds2
|s=0 + · · ·

ところが式 9.45より
dzµ(s)

ds
|s=0 = vG [zµ(0)] = {zµ(0), G0}z(0)

であるから相空間上の曲線は次のようにポアソン括弧の入れ子構造で表現できる。

ΨG(s, z(0)) = zµ(s) = zµ(0) + s {zµ(0), G0}+
s2

2!
{{zµ(0), G0}, G0}+ · · ·

これは観測者の視点が全体を見る立場に移行しており、指数関数を用いれば

ΨG(s, z(0)) =

(
1 + svG0

+
s2

2!
v2G0

+ · · ·
)
[zµ(0)]

= exp (svG0) [z
µ(0)]

と表すことができる。

これから次のようにハミルトニアン・フローを指数写像で表すことができる。

zµ(0) → zµ(s) = exp(svG0
) [zµ(0)]

zµ(s) → zµ(σ + s) = exp(σvG0) [z
µ(0)]

9.8 古典場での時間変化

具体的に古典場での時間変化を例にしてみよう。一様な重量場でハミルトニアンを

H =
p2

2m
+mgq
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とすると H自身によるハミルトニアン・ベクトル場は

vH =
∂H(z)

∂zσ
Ωρσ ∂

∂zρ

=
∂H

∂p

∂

∂q
− ∂H

∂q

∂

∂p

=
p

m

∂

∂q
−mg

∂

∂p
(9.46)

となり、q, pの接ベクトルを基底にしている。したがって時間発展は正準方程式

q̇ = vH(q) =
p

m

ṗ = vH(p) = −mg (9.47)

を得る。しかし

vH · vH =

(
p

m

∂

∂q
−mg

∂

∂p

)
·
(
p

m

∂

∂q
−mg

∂

∂p

)
=

p

m

∂

∂q

(
p

m

∂

∂q
−mg

∂

∂p

)
−mg

∂

∂p

(
p

m

∂

∂q
−mg

∂

∂p

)
= −g ∂

∂q

が 0にならず残るので
v2H(q) = −g

である。これから指数関数は実際に有限に展開され位置は次のようになる。

q(t) = exp (tvH0
) [q0] =

(
1 + tvH0

+
t2

2!
v2H0

)
[q0]

= q0 +
p0
m
t− g

2
t2

とよく知られた 2次関数になる。式 9.47から相空間において正準方程式を

żµ = Ωµν∂νH

とまとめることができる。反対称の行列 Ωµν が重要な働きをしている。つまりハミルトニアンによるハミル

トニアン・ベクトル場は

vH = (Ωµν∂νH) ∂µ = żµ∂µ = d/dt

と表される。これは時間微分の中身を表している。

この時の指数写像はパラメタを τ として相空間上の任意の関数 F ({q}, {p})に対して

exp (τvH)F ({q}, {p}) =
{
1 + τ d

dt +
τ2

2!

(
d
dt

)2
+ · · ·

}
F ({q}, {p})

= F {z (τ + t)}

となる。つまりハミルトニアンそのもののベクトル場は指数写像として無限級数に展開される。

一方運動量は次のように tの 1次で実質展開は止まる。

p(t) = exp (tvH0) [p0] = (1 + tvH0) [p0]

= p0 −mgt
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これもよく知られた力積の式である。

初等的な方法に比べて運動量、位置の基底成分のやりとりがここでは明瞭になる。

ハミルトニアン・ベクトル場は共役な運動量と位置により相空間をなすが、指数写像としては極めてラフで

荒い像である。これは次の量子力学への大きさな示唆である。

9.9 古典場での空間変化

次に相空間上で正準運動量成分 piによる 1パラメタ変換群のつくるハミルトニアン・ベクトル場を考える。

vpi =
∂pi
∂zσ

Ωρσ ∂

∂zρ

=
∂pi
∂pj

∂

∂qj

=
∂

∂qi

となるので正準方程式は

dzµ

dλ
= vpi

(zµ)

=

vpi
(qj) = δij

vpi
(pj) = 0

したがって位置は次のようになる

qj = exp (λvpi0) [q
j
0]

= qj0 + δji λ

となる。これは i番目の座標の qi を λだけ進めることになる。

この時の指数写像はパラメタを λとして相空間上の任意の関数 F ({q}, {p})に対して

exp (λvpi
)F ({q}, {p}) = F

(
{q1, q2, · · · qi + λ+ · · · ,+qn}, {p}

)
となる。

一方運動量は

pj = exp (λvpi0
) [pj0]

= pj0

となり、初期値から変化はしない。

よって vpi
のつくるハミルトニアン・ベクトル場は運動量に関しては一定値をとるように位置を進めていく

ことになる。pi をR3 の運動量成分 px とすればｘ方向への平行移動を表す。また、pi を角運動量の第 3成分
M3 とすれば qi は第 3軸回りの回転角である。これをポアソン括弧を用いて表すと
相空間上で任意の関数 f(q, p)の座標 qi を δλだけ変化させると

δf =
∂f

∂qi
δλ = vpi

[f ]δλ = {f, pi}δλ

となることから次の関係が導ける。

{f, pi} =
∂f

∂qi

116



例えば

{f, px} =
∂f

∂x

{f,Mz} =
∂f

∂ϕ

{pi, pj} = 0

{pi,Mj} = ϵkijpk

{Mi,Mj} = ϵkijMk

これらは運動量成分や角運動量成分がポアソン括弧を積とするリー代数を構成し、正準方程式の解を z = z(s)

と表示すると

z(s) → z(σ + s)

F (z(s)) → F (z(σ + s))

の変換は次のリー変換になる。(Lie transformation)

F (z(σ + s)) = F (exp (σvG) [z(s)]) = exp (σvG)F (z(s))

9.10 調和振動子

ハミルトニアン・ベクトル場が線形写像であれば線形微分方程式が得られる。これを調和振動子を例にして

みていこう。

H =
p2

2m
+ γωpq +

m

2
ω2q2

でハミルトニアンを定義できる調和振動子を考える。これから得られるハミルトニアン・ベクトル場は

vH =
∂H(z)

∂zσ
Ωρσ ∂

∂zρ
=
(
γωq +

p

m

) ∂

∂q
−
(
γωp+mω2q2

) ∂
∂p

となるのでこれを微分作用素とみなせば

vH [q] = γωq +
p

m

vH [p] = −
(
γωp+mω2q2

)
なので行列表現すると

v̂H =

(
γω 1/m

−mω2 −γω

)

z =

(
q

p

)
とすれば正準方程式は

dz

dt
= v̂Hz
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となる。これは Ω = ω
√
1− r2 として

v̂2H0 =

(
γω 1/m

−mω2 −γω

)(
γω 1/m

−mω2 −γω

)

=

(
(γω)

2 − ω2 0

0 (γω)
2 − ω2

)

=

(
−Ω2 0

0 −Ω2

)
= −Ω2Î

さらに

v̂3H0 = −Ω2v̂H0

v̂4H0 = Ω4Î

v̂5H0 = Ω4v̂H0

· · ·

となるのであたかも Ωが虚数単位のようにふるまい

exp (tv̂H0) = Î + tv̂H0 +
t2

2!
v̂2H0 +

t3

3!
v̂3H0 + · · ·

=

{
1− (Ωt)

2

2!
+

(Ωt)
4

4!
− (Ωt)

6

6!

}
Î +

{
Ωt− (Ωt)

3

3!
+

(Ωt)
5

5!
− (Ωt)

7

7!

}
v̂H0

Ω

= cos (Ωt) Î +
1

Ω
sin (Ωt) v̂H0

となる。よって解は

z(t) =

(
q(t)

p(t)

)

= exp (tv̂H0)

(
q(0)

p(0)

)

=

(
cos (Ωt) + γω sin (Ωt) /Ω sin (Ωt) /mΩ

−mω2 sin (Ωt) /Ω cos (Ωt)− γω sin (Ωt) /Ω

)(
q(0)

p(0)

)

となる。これは変換行列を

M̂ = exp (tv̂H0)

とすると

det M̂ = det{exp (tv̂H0)} = exp{tTr (v̂H0) = 1

をみたし、体積変化がないリュビルの定理を表している。
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9.11 ポアソンの定理

2つの関数 F,Gが

{F,G} = 0

であれば Fと Gはポアソン可換 (Poisson commutable)であるという。
特に Gを系のハミルトニアン H、パラメタ sを時間 tとみなし、関数 Fを f(z(t), t)とすると式 9.20から

df

dt
=
∂f

∂t
+ {f,H}

とかける。よって fが陽に tに依存せず、Hがポアソン可換であれば fが一定になる。これを方向微分とリー
微分を用いて

vH [f ] = LvH (f) = 0 → f = Const

と表すことができる。これは fが系の運動に沿って保存される第一積分になることでもある。
例えば次のような関係が成り立てば

∂H

∂qi
=
∂H

∂f

∂f

∂qi
,
∂H

∂pi
=
∂H

∂f

∂f

∂pi

ポアソン括弧は

{f,H} =

k∑
i

(
∂f

∂qi
∂H

∂pi
− ∂f

∂pi

∂H

∂qi

)

=

k∑
i

(
∂f

∂qi
∂H

∂f

∂f

∂pi
− ∂f

∂pi

∂H

∂f

∂f

∂qi

)
= 0

この時、f は第一積分になる。例えば中心力場の質点の運動は

H =
1

2m

{
p2r +

1

r2

(
p2θ +

p2ϕ

sin2 θ

)}
+ U (|r|)

の場合の第一積分は

M2 = p2θ +
p2ϕ

sin2 θ

である。一般化すると F (z), G(z)がともに sに陽に依存しないならば Gにより生成されるハミルトニアン
フローに沿った Fの変化率は

dF

ds
= vG[F ] = {F,G}, LvG(F ) = {F,G}

となる。ここで G = F とすると vF [F ] = 0であり、Fにより生成されるハミルトニアンフローでは F自身
が保存される。これをポアソンの定理という。従ってハミルトニアンHが tの陽な関数でなければH自身が第
一積分になる。時間の平行移動がハミルトニアンで、空間の平行移動が運動量で生成され、どちらも第一積分

になる。この直観的なイメージを２次元で考えると次のようになる。

相空間上の関数を F (q, p)に対して次のような勾配ベクトル場を考える。

∇F (q, p) =

(
∂F
∂q
∂F
∂p

)

これは F (q, p) = Constという Fの等高線を表す曲線 cに直交している。しかし前節でも登場した変換行列

Ω̂′ =

(
0 1

−1 0

)
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は２次元平面の −90 °の回転である。よってこれを作用させたハミルトニアンベクトル場は

vF = Ω̂′∇F (q, p) =

(
∂F
∂p

−∂F
∂q

)

は∇F (q, p)を−90 °の回転を与えるので F (q, p) = Constに沿ったものであり、一般にハミルトニアンベク

トル場は超曲面 F (q, p) = Constに接していることがわかる。

図 9.2: 勾配ベクトル場左とハミルトニアンベクトル場右

これから次の定理が成り立つ。

Gとポアソン可換な物理量 Fは Gにより生成されるハミルトニアンフローで保存量となる。

{F,G} = 0 → vG[F ] = dF/ds = 0 (9.48)

これは vGの積分曲線は F = Const, G = Constの 2つの領域の交わりによって決まる相空間の中にあるこ
とになる。互いにポアソン可換な第一成分が相空間の不変集合をさだめている。

9.12 ネーターの定理

式 9.48から Fが保存量になることから次のような反対称な関係が導ける。

vF [H] = {H,F} = −vH [F ]

よって

vF [H] = 0 ⇐⇒ vH [F ] = 0

例えばある軸のまわりの回転でハミルトニアンが保存されることはその回転の生成関数である角運動量のそ

の軸成分が保存される。これは前部でのネーターの定理の相空間上への応用とみなせる。

ある変換群 G = {g}の相空間Mへの作用を

Ψ : G×M →M : z → Ψ(g, z)

と表現する。このGの単位元の接空間の基底を {xl}とする。この時各 xk によって 1パラメタ sの変換群に
より、相空間上でファイバーで見たように次のように各上げする。

z → z
′
= Ψ(exp(sxk), z) , (k = 1, 2, · · · , l)

これを変換とみなして正準変換になるためには対応するベクトル場がハミルトニアン・ベクトル場として

vFk
=

d

ds
Ψµ (exp(sxk), z) |s=0

∂

∂zµ
= Ωµν ∂Fk

∂zν
∂

∂zµ

のように接ベクトルで表されている。式 9.19の反対称の行列 Ωµν が運動量と位置の関係を都合よく割り振

る役割をはたしていて、平面での −90 °の回転で入れ替わる関係を保ちながら常に連続性を保つ。この時

接ベクトル vF [H]はハミルトニアンフローに沿った Hの変化率である。

vFk
[H] =

d

ds
H (Ψµ (exp(sxk), z)) |s=0 = {H,Fk}
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よって Hが一定であればこの接ベクトルは一定になる。一般的な正準変換を

z → z
′
= Ψ(z)

として、その逆変換を

z
′
→ z = ψ(z

′
)

とすればハミルトニアンは時間を陽に含まないならば

H(z) → K(z
′
) = H

(
ψ(z

′
)
)

特にK(z
′
) = H(z

′
)すなわち、

H(Ψ(z)) = H(z)

であればハミルトニアンは変換 z → z
′
= Ψ(z)で不変であるという。この時 g ∈ Gに対して

H (Ψ(g, z)) = H(z)

従って、

H (Ψµ (exp(sxk), z)) = H(z)

である。この時のハミルトニアンは G不変 (G-invariant)であるという。
G不変であれば F1, F2, · · · , Fl が第一積分になり

vF [H] = 0, vH [F ] = 0

が満たされる。従って古典力学の観測可能な量は相空間上の実関数 Fであり、相空間上でハミルトニアン・
ベクトル場を構成する。指数写像 exp(svF )を生成し、正準変換を引き起こす。

量子力学との対応を考えると観測可能量は無限次元のヒルベルト空間上の自己共役な演算子 F̂ がユニタリ

変換

Ψ = exp
(
iλF̂ /ℏ

)
を引き起こす。運動方程式は古典場が

dF

dt
= {F,H}

で表されたのに対し、
dF̂

dt
=
[
F̂ , Ĥ

]
/iℏ

というハイゼンベルグの運動方程式になる。

9.13 固有値問題

相空間上に g, hという連続な関数を用意する。

f → g = {H, f}

という関数上の変換を考える。この時、次の固有方程式が成り立つとする。

{H, f} = λf

今、固有関数 fα, fβ に固有値 λα,λβ が対応するとする。

この時、次のような関数を考える

F = (fα)
κ
(fβ)

ρ
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するとポアソン括弧はライプニッツ則をみたすので

{H,F} = {H, (fα)κ} (fβ)ρ + (fα)
κ {H, (fβ)ρ}

= κ(fα)
(κ−1) {H, fα} (fβ)ρ + (fα)

κ {H, fβ} ρ(fα)(ρ−1)

= κλα (fα)
κ
(fβ)

ρ
+ ρλβ (fα)

κ
(fβ)

ρ

= (κλα + ρλβ)F

となる。それゆえ
κ

ρ
= −λβ

λα

のように固有値の比とすると

{H,F} = 0

となる。よって F = (fα)
κ
(fβ)

ρ を第一積分とすることができる。

ポアソンの定理があるのである第一積分のいくつかの {F1, F2 · · · }がわかっていればポアソンの定理により
{F1, F2}を作れば新しい第一積分ができる。この操作を繰り返し、{F1, F2 · · · } = F は、ベクトル空間をなし、
ポアソンの括弧に関し閉じた群をつくる。これは構造定数を cγαβ として

{Fα, Fβ} = cγαβFγ = F

と表され、リー代数をなすことがわかる。

10 角運動量の再考

古典論に登場する角運動量は運動量保存則と独立して成立した。しかし、基底をつくる角度 θは無次元であ

り、モーメントは次元だけとればエネルギーと同じである。これからもベクトル空間は単純ではなく何等かの

構造を持っていると考えられる。これが量子力学に拡張されるとさらに回転が量子化され、あらゆる方向から

見ても物理学が同じようにするための方策はスピンという古典論では考えられない概念を必要とした。このあ

たりの歴史的な背景は朝永氏の「スピンはめぐる」に詳しい。さらにこの回転の考え方は量子ビットの基本的

な表現に対応していく。J.J桜井氏の「現代の量子力学」では量子力学の導入に無限小回転を基礎として展開
され多くの示唆を与えている。また、シューウインガー氏の「シューウインガー量子力学」では観測の効果を

量子力学の原点に取り入れ、回転との関係を示している。これらの優れた教科書を中心に著者の独断を混ぜて

角運動量の考えを深めていきたい。

10.1 交換関係

基本的な物質について並進運動と回転は基本的な自由度である。熱力学的にはこれらの自由度にエネルギー

が分配される。角運動量は量子化されてていく中で単なる回転のイメージから位相空間へと飛躍していく。

まず、古典的に角運動量の量子化を復習する。次で角運動量 lを定義する。

l ≡ r× p

　

これはベクトル量であるので空間的に角運動量は次の交換関係で示される。

[li, lj ] = ilk (10.1)

ただし、i, j, k = 1, 2, 3で巡回群をつくる。つまり、各成分が互いに交換することなく虚数単位側に残りの成

分が現れる。これは複素空間での回転を表していて角運動量の特徴である。
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角運動量は 3次元で定義されるので
l2 = l2x + l2y + l2z

であるが、これはスカラーであるので保存される。

[li, l
2] = 0

よって同時対角可ができる。ここでN 粒子系を考え、添え字が多いので次のように表現する。

全角運動量を Lとすると　　

L =

N∑
n=1

l(n)

よって式 10.1は次のようになる。

[Lx, Ly] =
∑
n′

∑
n

[l(n)x , l(n
′
)

y ] =
∑
n

[l(n)x , l(n)y ] = i
∑
n

l(n)z = iLz

一つ有用なベクトル公式を紹介して練習問題とする。Jを角運動量として a,bをベクトルとすると

[(a · J) , (b · J)] = i ((a× b) · J)

が成り立つ。

10.2 有限回転と無限小回転

2次元の回転は可換であるが 3次元ではそうでない。これは実際に机の上で板のような直方体を回転させて
みるとよくわかる。まず、この回転の様子を表現しよう。同じ直方体の板から出発し、矢印の軸で回転 π/2だ

け回転させる。z軸の回転を Rz(π/2)、x軸の回転を Rz(π/2)とおく、赤色の矢印のようにはじめに Rz(π/2)

をする場合と、青色の矢印のようにはじめに Rx(π/2)とするのとでは下図の一番手前の結果が異なる。

図 10.1: z軸、x軸の回転の順番を変えると結果が異なる。

これを数式で表現する。3次元のベクトルを考え、この回転 Rによって移る様子を

V′ = RV

とおく、この時直交条件として

RRT = RTR = 1

とすれば、ベクトルの大きさは保たれ√
V ′2
x + V ′2

y + V ′2
z =

√
V 2
x + V 2

y + Vz2

が成り立つ。このような回転群は第 2部で学んだ SO(3)に属する。具体的に Rz(ϕ)は

123



z軸の負方向からみた反時計回りの回転を ϕと選んだ時、

Rz(ϕ) =

 cosϕ − sinϕ 0

sinϕ cosϕ 0

0 0 1


となるので微小角 ϵでは各軸回りの微小回転が次のようになる。

Rx(ϵ) =

 1 0 0

0 1− ϵ2

2 −ϵ
0 ϵ 1− ϵ2

2

 , Ry(ϵ) =

 1− ϵ2

2 −ϵ 0

0 1 0

−ϵ 0 1− ϵ2

2

 , Rz(ϵ) =

 1− ϵ2

2 −ϵ 0

ϵ 1− ϵ2

2 0

0 0 1


これから実際の交換積をつくると

Rx(ϵ)Ry(ϵ)−Ry(ϵ)Rx(ϵ) =

 0 −ϵ2 0

ϵ2 0 0

0 0 0

 = Rz(ϵ
2)− 1 = Rz(ϵ

2)−Rall(0) (10.2)

となり。図の手前の 2つの直方体の差が現れる。
これは量子力学の角運動量の交換関係に対応する。量子力学に拡張するため、回転の演算子を U(R)として

|α⟩R = U(R) |α⟩

とするが逆回転が元に戻るため UU† = 1を満たす U はユニタリー行列である。

この時一般的な無限小変換が Gをエルミート行列 (G = G∗)として

Uϵ = 1− ϵG (10.3)

と表すことができた。無限小移動では次の置き換え

G→ px
ℏ
, ϵ→ dx

；

であるし、無限小時間推進は

G→ H

ℏ
, ϵ→ dt

である。従って回転では k軸回りの dϕの微小回転を

G→ Jk
ℏ
, ϵ→ dϕ

となるように角運動量を演算子 Jk を定義する。注意すべきは古典的に J = x× pという定義はあえて用い

ない。かわりに式 10.3から n軸まわりの無限小回転演算子を次のようにおく。

D(n̂, dϕ) = 1− i
J · n̂
ℏ

dϕ (10.4)

これから有限回転 ϕはこの演算子をかけていけばいい。つまり、ϕ/N を微小変化 dϕと置き換えて

Dz(ϕ) = lim

[
1− i

(
Jz
ℏ

)(
ϕ

N

)]N
= exp

(
−iJzϕ

ℏ

)
= 1− iJzϕ

ℏ
− J2

zϕ
2

2ℏ2
+ · · ·
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となる。展開したものを使い x, y軸で次のように交換関係を求めてみる。

[Dx(ϕ), Dy(ϕ)] =

(
1− iJxϕ

ℏ
− J2

xϕ
2

2ℏ2
+ · · ·

)(
1− iJyϕ

ℏ
−
J2
yϕ

2

2ℏ2
+ · · ·

)

−

(
1− iJyϕ

ℏ
−
J2
yϕ

2

2ℏ2
+ · · ·

)(
1− iJxϕ

ℏ
− J2

xϕ
2

2ℏ2
+ · · ·

)
= 1− 1− i (Jx + Jy − Jx − Jy)ϕ

ℏ
− [Jx, Jy]ϕ

2

ℏ2
+ · · ·

よって 1次まででは交換するが 2次までの近似では次のようになる。

[Dx(ϕ), Dy(ϕ)] = − [Jx, Jy]ϕ
2

ℏ2
(10.5)

そこで

[Jx, Jy] = iℏJz

とおけば式 10.2に対応して

[Dx(ϕ), Dy(ϕ)] = − iJzϕ
2

ℏ
(10.6)

が成り立つ。　さらに一般化すれば

[Ji, Jj ] = iℏϵijkJk (10.7)

である。ここには量子論の特徴である ℏが入っている。しかし、この非可換な関係が式 10.2のように実 3次
元の回転が対応している。最初に見たように Jk が k-軸回りの回転を表している。
そして、異なる軸回りの回転は交換しないのである。

10.3 スピン

式 10.7を満足する演算子として 2つの ±の状態を組み合わせた次のような演算子をつくることができる。

Sx =
ℏ
2
{|+⟩ ⟨−|+ |−⟩ ⟨+|}

Sy =
iℏ
2
{− |+⟩ ⟨−|+ |−⟩ ⟨+|}

Sz =
ℏ
2
{|+⟩ ⟨+| − |−⟩ ⟨−|}

よくみればこれはパウリ行列であらわすことができる。Pauli行列 σを用いて

σ0 =

(
1 0

0 1

)
, σ1 =

(
0 1

1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0

0 −1

)

Sk =
ℏ
2
σk (10.8)

この演算子を用いて z軸回りの ϕの回転を考えると回転後の状態には添え字 R をつけることにして、

|α⟩R = Dz(ϕ) |α⟩

Dz(ϕ) = exp

(
−iSzϕ

ℏ

)
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となる。この回転を具体的に見ると

R ⟨α|Sx |α⟩R = ⟨α|D†
z(ϕ)SxDz(ϕ) |α⟩

となるので ±の状態に戻して計算すると

Sz =
ℏ
2

(
1 0

0 −1

)

exp

(
iSzϕ

ℏ

)
Sz =

ℏ
2

(
eiϕ/2 0

0 −eiϕ/2

)
(10.9)

となるから

exp

(
iSzϕ

ℏ

)
Sx exp

(
−iSzϕ

ℏ

)
=

ℏ
2
exp

(
iSzϕ

ℏ

)
{|+⟩ ⟨−|+ |−⟩ ⟨+|} exp

(
−iSzϕ

ℏ

)
=

ℏ
2

(
eiϕ/2 |+⟩ ⟨−| eiϕ/2 + e−iϕ/2 |−⟩ ⟨+| e−iϕ/2

)
=

ℏ
2
[{|+⟩ ⟨−|+ |−⟩ ⟨+|}] cosϕ

+ i [{|+⟩ ⟨−| − |−⟩ ⟨+|}] sinϕ

= Sx cosϕ− Sy sinϕ

が得られ y軸回転が出現する。

同じ計算を交換関係を用いて示すとベーカー・ハウスドルフの補助定理から Gがエルミートであれば

exp (iGϕ)A exp (−iGϕ) = A+ iθ [G,A] +

(
i2θ2

2!

)
[G, [G,A]] + · · ·+

(
inθn

n!

)
[G, [G, · · · [G,A] · · · ]] + · · ·

が成り立つ、よって

exp

(
iSzϕ

ℏ

)
Sx exp

(
−iSzϕ

ℏ

)
= Sx +

(
iϕ

ℏ

)
[Sz, Sx] +

(
1

2!

)(
iϕ

ℏ

)2

[Sz, [Sz, Sx]]

+

(
1

3!

)(
iϕ

ℏ

)3

[Sz, [Sz, [Sz, Sx]]] + · · ·

となるが各項に

[Sz, Sx] = iℏSy

[Sz, [Sz, Sx]] = ℏ2Sx

[Sz, [Sz, [Sz, Sx]]] = iℏ3Sy

を代入すると結局 x, y成分が残り

exp

(
iSzϕ

ℏ

)
Sx exp

(
−iSzϕ

ℏ

)
= Sx cosϕ− Sy sinϕ (10.10)

が得られ、同じ結果になる。興味深いことに 3次元回転X,Y, Z のうちの 2つの回転の組み合わせを入れ子
上にして繰り返すと固定した軸以外の 2軸の回転のみが現れる。
スピン 1/2 の系では各成分が回転後の状態でどういった期待値をとるか次で計算してみよう。

z軸回りの ϕの回転を考えれば

R ⟨α|Sx|α⟩R = ⟨Sx⟩ cosϕ− ⟨Sy⟩ sinϕ
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R ⟨α|Sy|α⟩R = ⟨Sy⟩ cosϕ+ ⟨Sx⟩ sinϕ

R ⟨α|Sz|α⟩R = ⟨Sz⟩ (10.11)

となるので古典的な回転のようにふるまうことがわかる。従って一般的な期待値は 3× 3の直交行列 Rkl を

用いて

⟨Sk⟩ =
∑
l

Rkl ⟨Sl⟩

と書ける。

ところが複素数として位相が量子力学的な状態にはかけることができる。そこで一般的な状態ベクトル

|α⟩ = |+⟩ ⟨+|α⟩+ |−⟩ ⟨−|α⟩ (10.12)

これに回転演算子を作用させると式 10.9より

exp

(
−iSzϕ

ℏ

)
|α⟩ = e−iϕ/2 |+⟩ ⟨+|α⟩+ eiϕ/2 |−⟩ ⟨−|α⟩ (10.13)

ここで指数に ϕ/2が出てくることから古典的には考えられないことが起きる。つまり z軸回りの 2πの回転

を考えると

|α⟩Rz(2π)
= − |α⟩

であり、元に戻すには 4πの回転が必要になる。

10.3.1 スピン歳差運動

この回転の相違がどう観測かかわるかをみるためにスピンの歳差運動を考える。

z軸回りの回転のハミルトニアンを次のようにおく。ωはボーア振動子として

H = −
(

e

mec

)
S ·B = ωSz

ω ≡ |e|B
mec

この時の時間発展 (t = 0 → t = t)は次のユニタリ演算子

U(t, 0) = exp

(
−iHt
ℏ

)
= exp

(
−iSzωt

ℏ

)
で表される。これはちょうど式 10.9を ϕ = ωtと置き換えたものである。

これにより式 10.11が次のような時間発展で置き換えることができる。

⟨|Sx|⟩t = ⟨Sx⟩t=0 cosωt− ⟨Sy⟩t=0 sinωt

⟨|Sy|⟩t = ⟨Sy⟩t=0 cosωt+ ⟨Sx⟩t=0 sinωt

⟨|Sz|⟩t = ⟨Sz⟩t=0 (10.14)

従ってスピンは t = 2π/ωの 1周期だけ時間経過すれば元にもどる。ところが状態ケットの時間変化をみる
と式 10.13から
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|α, t = 0⟩ = e−iωt/2 |+⟩ ⟨+|α⟩+ eiωt/2 |−⟩ ⟨−|α⟩

であるのではじめの状態に戻るまでは t = 4π/ωまで待つ必要ががある。つまり状態ケットの周期 TK はス

ピン歳差運動の周期 TS の 2倍である。すなわち

TS =
2π

ω

TK =
4π

ω

である。

この相違は量子力学独特のものである。これは実際に中性子干渉実験により確認された。

次の図のようにエネルギーの揃った熱中性子線を 2つの経路 Aと Bに分ける。この内 Bの経路には途中に
磁場Bをかけた領域がある。この領域を通る時間を T とすると状態ケットは

ϕB = e±iωT/2

の位相変化を受ける。ただし、熱中性子線の角振動数は構造定数 gn として

ω =
gneB

mpc
(10.15)

から求められる。

図 10.2: 磁場Bの領域が Bの経路にはある。中性子線は干渉模様を作る

この位相差によりスクリーンでの干渉がおこり強度ははじめに位相差 δがあるとすると

cos

(
∓ωT
2

+ δ

)
を示す。実験では B ̸= 0の領域を通る時間 T を固定し、磁場 B の強さを変化させ、歳差運動の角振動数 ω

を変化させる。この時の干渉模様の強度 I はBの関数である周期関数になると予想される。

そこでこの曲線の丁度 1波長分のBの変化量を∆B とおくと式 10.15から

∆B =
mpc

egn
∆ω (10.16)

ここで

mpc = ℏk = ℏ/λ

でおきかえ、B ̸= 0の領域を通る経路を lとして

∆ω = 2π∆f = 2nπ
c

l

を式 10.16に代入すると

∆B = n
2πℏc
egnλl

(10.17)
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となる。ここで nは状態ケットがスピンの回転周期の何倍になっているかを表す整数である。

もし、これまでの考察のように量子力学の予言が正しければ n = 2であり、古典的には n = 1

である。これまでの実験では全て n = 2が正しいことを示している。すなわち

TK = 2TS (10.18)

10.3.2 パウリ行列

前節でみた 2成分の物理量はスピノル (spinor)として定式化できる。これを次に ψで表すことにする。

|+⟩ =

(
1

0

)
= ψ+

|−⟩ =

(
0

1

)
= ψ−

⟨+| =
(

1 , 0
)
= ψ†

+

⟨−| =
(

0 , 1
)
= ψ†

−

数学的に複素共役と転置をとる操作が物理的に ±のスピンの状態の違いを表すわけである。
さらに 10.12から

|α⟩ = |+⟩ ⟨+|α⟩+ |−⟩ ⟨−|α⟩

= =

(
⟨+|α⟩
⟨−|α⟩

)

⟨α| = ⟨α|+⟩ ⟨+|+ ⟨α|−⟩ ⟨−|

=
(

⟨α|+⟩ , ⟨α|−⟩
)

第 2部のテンソルで見たように ⟨±|と |±⟩は双対な基底ベクトルのようにふるまう。
スピノル ψは次のように複素数の係数 c± を用いて

ψ =

(
⟨+|α⟩
⟨−|α⟩

)
≡

(
c+

c−

)
= c+ψ+ + c−ψ−

ψ† =
(

⟨α|+⟩ , ⟨α|−⟩
)
≡
(
c∗+ c∗−

)
= c∗+ψ

†
+ + c∗−ψ

†
− (10.19)

と表すことができる。古典物理では登場しない複素数が重要な働きをすることがわかるだろう。

しかし、こうした複素数への拡張は式 10.18のように周期が整数倍になる条件が関わることが重要になる。
演算子がいくつか定義できたのでこれから観測されるスピンの期待値が次のように計算できる。

⟨α |Sk|α⟩ ≡
∑

a′=+,−

∑
a”=+,−

⟨α|a′⟩ ⟨a′ |Sk| a′′⟩ ⟨a′′|α⟩ (10.20)

ここにも古典論と量子輪の決定的な相違がある。量子論がある物理量の観測は確率的な計算と同じ方法をた

どる。あらゆる観測可能な状態をあらかじめセットし、その足し合わせで目的の期待値を得るわけである。こ

れに対し、古典論では目的の観測量以外の他の状態を知る必要はない。スピンのように 2つの異なる状態があ
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るわけではなく、はじめから 1つの状態でしかないわけなので確率の入る要素がない。しかし、量子論では異
なる状態があり、実際にこれらは古典的なヤングの実験のように干渉する。

⟨α|a′⟩は波動関数 ψ(a′)として振る舞うのである。この関係にはさらに物理として必要な力学が存在する。

式 10.20は式 10.8のパウリ行列を用いて次のようにもかける。

⟨α |Sk|α⟩ =
ℏ
2
ψ†σkψ (10.21)

前部の数学準備のパウリ行列でみたようにパウリ行列は一般に

2σiσj = {σi, σj}+ [σi, σj ], i, j = 1, 2, 3

を満たす。そこで a, bを 3次元ベクトルとすると

σ · a =
∑
k

akσk =

(
+a3 a1 − ia3

a1 + ia2 −a3

)

となるので

(σ · a) (σ · b) =
∑
j

ajσj
∑
k

bkσk

=
∑
i,j

(
1

2
{σj , σk}+

1

2
[σj , σjk]

)
ajbk

=
∑
i,j

(δjk + iϵjklσl) ajbk

よって次の重要な関係が成り立つ

(σ · a) (σ · b) = a · b+ iσ · (a× b)

これは仮に σを基底に見れば a, bを成分にもつものの積が実方向にスカラー、虚方向に外積成分を持つこと

を示す。これが式 10.18を満たすように構成されることが物理的な意味を持つものになる。
また、次の有用な関係が成り立つ

σ†
k = σk

detσk = −1 (10.22)

Tr (σk) = 0

これから σk は向きを変える。また、aが実数であれば

(σ · a)2 = |a|2

であるので大きさをとると、実ベクトルとの区別が見えない。また、次のように単位ベクトル nとの間に関

係がある。

(σ · n)m
1 m : even

σ · n m : add

これからオイラーの公式の拡張として

exp

(
−iσ · nϕ

2

)
= 1 cos

(
ϕ

2

)
− iσ · n sin

(
ϕ

2

)

=

 cos
(

ϕ
2

)
− inz sin

(
ϕ
2

)
(−inx − ny) sin

(
ϕ
2

)
(−inx + ny) sin

(
ϕ
2

)
cos
(

ϕ
2

)
+ inz sin

(
ϕ
2

)  (10.23)
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が得られる。似たような回転演算子が登場したが exp (−iS · nϕ/ℏ)は状態 |α⟩に作用し、2 × 2の行列なので

exp (−iσ · nϕ/ℏ)はスピノル ψに作用する。ここで回転の操作に対し、ベクトル的に振る舞うのはパウリ行列

σではないことに注意する。式 10.21のようにはさまれたものがベクトルとして振る舞う、つまり

ψ†σkψ →
∑
l

Rklψ
†σlψ

であり、実際に

exp

(
iσ3ϕ

2

)
σ1 exp

(
−iσ3ϕ

2

)
= σ1 cosϕ− σ2 sinϕ

= R31 exp

(
iσ3ϕ

2

)
σ1 exp

(
−iσ3ϕ

2

)
+ R32 exp

(
iσ3ϕ

2

)
σ2 exp

(
−iσ3ϕ

2

)
+ R33 exp

(
iσ3ϕ

2

)
σ3 exp

(
−iσ3ϕ

2

)
となる。

さて、ここで前節のシュテルン・ゲルラッハの実験で任意の方向 n(nx, ny, nz)に観測器を置く場合を考えよ

う。nの向きを下図のようにとる。

図 10.3: 任意の回転はまず α, β の角度で軸ベクトルを決め、ϕだけ回転させる。

この時の回転演算子は ϕ = 2πに対して次のように反転し、元にはもどらない。

exp

(
−iσ · n2π

2

)
= −1

これが実際に何を示すかを見るために次の固有方程式を考える。

(σ · n)ψ = ψ

スピンの状態に書き換えれば

S · n |S · n; +⟩ = ℏ
2
|S · n; +⟩

を満たす固有状態ベクトルを求めることを考える。そのために上図においてはじめに

(
1

0

)
の上向きスピ

ノルを考える。これを y軸の周りに β、z軸の周りに αだけ回転させれば nの向きになる。この操作は

exp
(
−iσ3

α

2

)
exp

(
−iσ2

β

2

)(
1

0

)
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とかける。式 10.10から

ψ =
[
cos
(α
2

)
− iσ3 sin

(α
2

)] [
cos

(
β

2

)
− iσ2 sin

(
β

2

)](
1

0

)

=

(
cos
(
α
2

)
− i sin

(
α
2

)
0

0 cos
(
α
2

)
+ i sin

(
α
2

) )
 cos

(
β
2

)
− sin

(
α
2

)
sin
(

β
2

)
cos
(

β
2

) ( 1

0

)
(10.24)

=

(
cos
(
α
2

)
e−iα/2

sin
(
α
2

)
e+iα/2

)

であることがわかる。この結果は一般的に成り立つ重要な内容を持つので次節で取り上げる。

10.4 SU(2)回転

前節でみたように一般の回転を表すのには軸の傾きを表すべき、α, β と回転角 ϕが必要である。

これは一般的な直交行列 Rを用いても表すことができるはずである。3次元空間ではこの行列は 3× 3の 9
成分を持つことになるが直交性の条件から

RRT = RTR = 1

がるのでこれから 6個の独立した方程式が得られ、独立成分は 3個である。これらは前部でも述べた O(3)

の群をつくる。

ところが前節では回転の表現に 2成分のスピノルを用いた。これは式 10.23の 2× 2の行列になる。

U ≡

 cos
(

ϕ
2

)
− inz sin

(
ϕ
2

)
(−inx − ny) sin

(
ϕ
2

)
(−inx + ny) sin

(
ϕ
2

)
cos
(

ϕ
2

)
+ inz sin

(
ϕ
2

)  (10.25)

これから式 10.19のように
ψ = c+ψ+ + c−ψ−

と表すことができたが、ψがユニタリであるためにはこの複素数の係数 c± は次のような性質を持つ。

|c+|2 + |c−|2 = 1

これは U がユニモジュラー (Unitaryでありmoduler)であることを表す。一般に

U =

(
a b

−b∗ a∗

)

であり、次のようにユニタリーになる。

U(a, b)†U(a, b) =

(
a∗ −b
b∗ a

)(
a b

−b∗ a∗

)
= 1

Matrixという形になったせいで複素共役だけではなく、転置という操作ががないと単位元がつくれない。つ
まり、式 10.22のようなひねりがないといけないことになる。式 10.25は具体的に次のように対応する。

Re[a] = cos
ϕ

2
, Im[a] = −nz sin

ϕ

2

Re[b] = −ny sin
ϕ

2
, Im[b] = −nx sin

ϕ

2

これらはユニモジュラー性を満たしている。
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これらは複素空間での回転とみなすことができる。2つの複素数 a,bはケーリー・クラインのパラメタと呼
ばれている。これは量子力学以前のジャイロスコープの運動を記述する際に既に使われていたものである。

この演算子の積をつくると複素数を持つことで興味ある性質が出てくる。

U(a1, b1)U(a1, b1) = U(a1a2 − b1b
∗
2, a1b2 + a∗2b1)

すなわち積もユニモジュラー性を満たす。

|a1a2 − b1b
∗
2|2 + |a1b2 + a∗2b1|2 = 1

また、U の逆行列は次のようになる。

U−1(a, b) = U(a∗,−b)

これは前節でみた群の中の U(2)の部分群である群 SU(2)とみなすことができる。

先の回転がO(3)であったことから U(2)とO(3)は同型であるが 1対 1の対応ではなく、1対 2の対応になっ
ている。U(a, b)と U(−a,−b)は O(3)では 1つの 3× 3の行列になるが SU(2)では区別される。

しかし、この 2つが局所的には同型であることが重要になる。逆に局所性を定義するのにもこの 2つの群の
対応が重要になることを後に見る。

10.5 オイラー回転

先の剛体の回転は古典的にオイラーの回転と呼ばれる t次の 3段階の方法でも記述できる。空間にある軸
x,y,zに対して、剛体と共に回転する軸を x’y’z’と呼ぶことにしよう。これは回転の度に変化するので次の回転
では x”,y”,z”軸になるとする。

1. z軸まわりに角度 αだけ z軸の正方向から見て反時計回りに回転させる。

2. 次に剛体に付随した y’軸まわりに角度 β だけ回す。

3. 最後に z’軸回りに γ だけ回転させる。

図 10.4: オイラーの回転

この回転を次のように表すことにする。

R(α, β, γ) ≡ Rz′(γ)Ry′(β)Rz(α)

この回転では y′ 軸回りの回転と y軸回りの回転は次のような関係がある。

Ry′(β) = Rz(α)Ry(β)R
−1
z (α) (10.26)

つまり、剛体に固定したプライムの座標軸は空間に固定したプライムのない軸回りの回転の合成で表すこと

ができる。この場合、剛体の y′ 軸をまず z軸回りに z軸の正方向から見て時計回りに回転させて y′ 軸を元の
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y 軸にもどす
(
R−1

z (α)
)
。次に y 軸まわりに β だけ回転させる (Ry(β))。最後に剛体の y 軸を空間の z 軸回り

に αだけ回転させ、y′軸方向に戻す (Rz(α))。プライムのない空間固定の 3回の回転の合成がプライムのある
剛体に固定したプライムのある 1つの回転を表す。
全く同様に軸を変えて y′ 軸回りの β 回転を考えれば次も成り立つ。

Rz′(γ) = Ry′(β)Rz(γ)R
−1
y′ (β) (10.27)

従って式 10.26,10.27から同軸回りの回転は交換することを利用すると

R(α, β, γ) = Rz′(γ)Ry′(β)Rz(α) = Ry′(β)Rz(γ)R
−1
y′ (β)Ry′(β)Rz(α)

= Ry′(β)Rz(γ)Rz(α)

= Rz(α)Ry(β)R
−1
z (α)Rz(γ)Rz(α)

= Rz(α)Ry(β)R
−1
z (α)Rz(α)Rz(γ)

= Rz(α)Ry(β)Rz(γ)

となり、全てプライムのない回転で表すことができる。

これをそのまま式 10.46の回転の演算子で書き直す。
Pauli行列 σを用いて

σ0 =

(
1 0

0 1

)
, σ1 =

(
0 1

1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0

0 −1

)
次のように表す。

D(α, β, γ) = Dz(α)Dy(β)Dz(γ)

= exp

(
−i1

2
σ3α

)
exp

(
−i1

2
σ2β

)
exp

(
−i1

2
σ3γ

)
=

(
e−iα/2

eiα/2

)(
cos (β/2) − sin (β/2)

sin (β/2) cos (β/2)

)(
e−iγ/2

eiγ/2

)
(10.28)

=

(
e−i(α+γ)/2 cos (β/2) −e−i(α−γ)/2 sin (β/2)

ei(α−γ)/2 sin (β/2) ei(α+γ)/2 cos (β/2)

)

これはユニモジュラー行列になっている。

注意すべきは第 2の回転 exp
(
−i 12σ2β

)
は σ2 が純虚数なので実数の回転角を持つ。

他の軸を選ぶとこうなならない。j = 1/2の既約表現として行列要素を書き出すと

D
j=1/2
m′m (α, β, γ) =

⟨
j = 1

2 ,m
′| exp

(
−i 12σ3α

)
exp

(
−i 12σ2β

)
exp

(
−i 12σ3γ

)
|j = 1

2 ,m
⟩

10.6 昇降演算子

　角運動量が量子場の世界で飛び飛びになることは重要な基礎物理現象である。

この節で見るように、空間的な x,y方向の角運動量の複素化から昇降演算子演算子が定義できて、無限に稠
密広がっているはずの z方向を整数に制限するのである。この興味ある関係は並進と回転という独立した自由
度に極めて普遍的な関係をつくる。まず、基礎的な角運動量でこの関係をみていこう。

角運動量は Jx, Jy, Jz がエルミートであったのでその線形結合もまたエルミートである。
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式 10.1を満たす演算子から次のエルミートではない演算子を次のように定義できる。

J+ = Jx + iJy

J− = Jx − iJy (10.29)

これからもう一つの Jz との交換関係は

[Jz, J+] = ℏJ+ (10.30)

[Jz, J−] = −ℏJ− (10.31)

[J+, J−] = 2ℏJz (10.32)

これから J2 との交換関係も次のように求まる。[
J2, J+

]
=
[
J2, J−

]
=
[
J2, Jz

]
= 0

また、

J2 = J2
x + J2

y + J2
z

=
1

2
(J+J− + J−J+) + J2

z

=
1

2
{J+, J−}+ J2

z (10.33)

さらにこれから

{J+, J−} = 2
(
J2 − J2

z

)
となるので式 10.32に代入し、

J+J− = 2Jz + J−J+ = 2Jz − J+J− + 2
(
J2 − J2

z

)
J+J− = J2 − Jz(Jz − 1) (10.34)

同様にして

J−J+ = J2 − Jz(Jz + 1) (10.35)

を得ることができる。後に角運動量 J は我々にとっては常識的ではないが J+, J−, Jz

の基底の組は式 10.30,10.31を満たすように直線状の反転である。交換関係の式が Jx, Jy, Jz の取り方より本

質的であることを後に見る。J+, J−を昇降演算子という。この名称は式 10.33をよくみると J+J− + J−J+の

期待値は常に 0か正でなくてはならない。また式 10.30,10.31から

J+Jz = JzJ+ + Jz = Jz(J+ + 1)

J−Jz = JzJ− − Jz = Jz(J− − 1) (10.36)

J+ は J2 の固有値は変化させないで Jz の固有値を 1つ増し、J− は J2 の固有値は変化させないで Jz の固

有値を 1つ減らしていることから来ている。
これから J2 の固有値は物理的に意味を持ったものになるだろう。そこで次に固有値を求めてみる。

ここからは固有値で j,m等を使うので演算子には ˆ記号を付け区別する。

Ĵ2 が角運動量の各成分と交換する。さらに昇降演算子 Ĵ+, Ĵ− も

[Ĵ2, Ĵ±] = 0
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を満たす。これは昇降演算子が Ĵ2 の固有値に影響を与えないことでもある。まず jz の固有方程式を

Ĵz |ϕ⟩ = j |ϕ⟩

とおく。さらに Ĵ2 の固有値が今最大の状態であるとして、この状態に Ĵ+ を作用させても 0であるから

Ĵ+ |ϕ⟩ = 0

を満たす。式 10.35から
Ĵ2 = Ĵz(Ĵz + 1) + Ĵ−Ĵ+ (10.37)

となるから状態 |ϕ >に作用させると

Ĵ2|ϕ > = Ĵz(Ĵz + 1) |ϕ⟩+ Ĵ−Ĵ+ |ϕ⟩

= j(j + 1) |ϕ⟩

であることが得られる。さて我々ははじめ、固有値 j については実数であることしか仮定していない。

しかし、昇降演算子はこの固有値を ±1するので、これから得られるものは整数ということになる。

さらに興味あることに Ĵ2 の固有値は常に j(j + 1)すなわち、連続した 2整数の積である。
ある数の 2乗ではない。この連続性をつくることが角運動量演算子の重要なポイントである。
また、逆にこの整数の性質から Ĵ− を順に作用させていくと Ĵz の固有値は j, j − 1, j − 2, · · · のように 1ず
つ小さくなる。しかし、Ĵz の固有値の 2乗は Ĵ2 の固有値を越えられない。よってある正の整数 kが存在し、

次の関係が成り立つ。 (
Ĵ−

)k−1

|ϕ⟩ ̸= 0

(
Ĵ−

)k
|ϕ⟩ = 0

この様子を j を決めて規格化された状態ベクトルで表し、全て書き出すと

|j, j >, |j, j − 1 >, · · · , |j, j − k + 1 >

となる。これは

Ĵ−|j, j − k + 1 >= 0 (10.38)

であり全部で k個ある。式 10.37から

Ĵ2 = Ĵz(Ĵz − 1) + Ĵ+Ĵ−

として状態 |j, j − k + 1 >に作用させると

Ĵ2|j, j − k + 1 >=
(
Ĵz(Ĵz − 1) + Ĵ+Ĵ−

)
|j, j − k + 1 >

固有方程式に書き換えると式 10.38を使えば

j(j + 1) = (j − k + 1)(j − k + 1− 1)

= (j − k + 1)(j − k)

k > 0としてこれを解くと

j2 + j = j2 − kj + j − kj + k2 − k

k(k − 2j − 1) = 0
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k = 2j + 1 (10.39)

となることから Ĵz の固有値は −j から +j までの 2j + 1個あることがわかる。

そこで以後 Ĵz の固有値をm(m = j, j − 1, · · · ,−j)で表し、

Ĵz|j,m >= mℏ|j,m >

Ĵ−|j,m >= cm|j,m− 1 > (10.40)

として両辺のノルムをとれば係数 cm が次のように求まる。式 10.34から

< j,m|Ĵ+Ĵ−|j,m >= c2m

< j,m|Ĵ2 − Ĵz(Ĵz − 1)|j,m >= c2m

よって

j(j + 1)−m(m− 1) = c2m

cm =
√
j(j + 1)−m(m− 1) (10.41)

となることがわかる。

これと式 10.40からm→ m+ 1とすると

Ĵ−|j,m+ 1 >= cm+1|j,m >

よって

|j,m >=
1

cm+1
Ĵ−|j,m+ 1 >

両辺に Ĵ+ を作用させると

Ĵ+|j,m >=
1

cm+1
Ĵ+Ĵ−|j,m+ 1 >

式 10.34からm+ 1の状態に作用するから

Ĵ+|j,m > =
1

cm+1

{
Ĵ2 − Ĵz(Ĵz − 1)

}
|j,m+ 1 >

=
1

cm+1
{j(j + 1)−m(m+ 1)} |j,m+ 1 >

よって式 10.41から昇降演算子の固有方程式が次のようにまとまる。

Ĵ+|j,m >= ℏ
√
j(j + 1)−m(m+ 1)|j,m+ 1 >

Ĵ−|j,m >= ℏ
√
j(j + 1)−m(m− 1)|j,m− 1 >

さらに Ĵ2, Ĵz の固有方程式もまとめると

Ĵ2|j,m >= j(j + 1)ℏ2|j,m >

Ĵz|j,m >= mℏ|j,m > m : −j,−j + 1, · · · 0, · · · j − 1, j
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となる。これから |j,m >は 2j + 1次元の部分空間を張る。特に Ĵz が特別な向きであるわけではない。

空間のどの状態ベクトルをもってきてもその状態ベクトルに Ĵ を作用させても同じ部分空間に収まるはずで

ある。

また、Ĵ はエルミートであったので、部分空間の直交補空間についても同じように閉じている。

これはある基底を選べば、Ĵx, Ĵy, Ĵz は同時に対角可ができるということである。

また、この 2j+1次元の空間は Ĵ に対して既約であるのでさらに 2つのブロックに分けた対角可はできない。
これから Ĵ± の行列要素が次のように求まる。⟨

j
′
,m

′
∣∣∣ Ĵ± |j,m⟩ = ℏ

√
(j + 1)−m (m± 1)δj′jδm′m±1

= ℏ
√
(j ∓m) (j ±m+ 1)δj′jδm′m±1 (10.42)

10.7 角運動量の合成

一般に 3次元空間で次のような角運動量の合成を考えよう

J = J1 + J2 (10.43)

この時の交換関係は次のようになる。異なる角運動量は交換するが、各方向については外積関係を満たす。

[J1i, J1j ] = i
∑
k

ϵijkJ1k

[J2i, J2j ] = i
∑
k

ϵijkJ2k

[J1i, J2j ] = 0

2つの粒子が結合している場合は前節の結果から演算子記号ˆを省略して jz の固有値をmとすると

J2
i |jimi⟩ = ji(ji + 1) |jimi⟩ , (i = 1, 2)

Jiz |jimi⟩ = mi |jimi⟩ , (i = 1, 2)

となった。また、J2 と可換な演算子が[
J2, Jz

]
=
[
J2,J2

1

]
=
[
J2,J2

2

]
= 0

となるが J2は各 Jiz とは交換しない。したがって Jiz の固有値miより、合成した場合の量子数をとる方が

便利である。

そこで積の波動関数 |j1m1, j2m2⟩を考えて

|jm⟩ =
∑

m1m2

⟨j1m1, j2m2| jm⟩ |j1m1, j2m2⟩ (10.44)

と変換される。この時の変換係数 ⟨j1m1, j2m2| jm⟩をクレブシュ-ゴルダン係数 (Clebsch-Gordan_coeffcient)
という。

式 10.44はユニタリーだから次のように和をとると∑
m1m2

⟨j1m1, j2m2| jm⟩ ⟨j1m1, j2m2| j
′
m

′
⟩ = δjj′ δmm′

∑
jm

⟨j1m1, j2m2| jm⟩
⟨
j1m

′

1, j2m
′

2

∣∣∣ jm⟩ = δm1m
′
1
δm2m

′
2
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これを利用し、逆変換すると式 10.44に左から ⟨j1m1, j2m2| jm⟩を作用させ、jmで和をとると∑
jm

⟨j1m1, j2m2| jm⟩ |jm⟩ =
∑
jm

⟨j1m1, j2m2| jm⟩
∑

m1m2

⟨
j1m1, j2m2

∣∣∣j1m′

1, j2m
′

2

⟩
⟨j1m

′

1, j2m
′

2

∣∣∣ jm⟩ |j1m1, j2m2⟩

= δm1m
′
1
δm2m

′
2

∑
⟨j1m1, j2m2

∣∣∣j1m′

1, j2m
′

2

⟩
|j1m1, j2m2⟩

よって左右入れ替えて

|j1m1, j2m2⟩ =
∑
jm

⟨j1m1, j2m2| jm⟩ |jm⟩ (10.45)

となる。波動関数 ψを用いて次のように書き直すこともできる。

ψj1m1
ψj2m2

=
∑
jm

⟨j1m1, j2m2| jm⟩ψjm

mについて和をとるが、全角運動量が

J = J1 · I2 + I1 · J2

とかけ、積の波動関数は I が単位行列のように振る舞うことに留意すると

Jzψj1m1ψj2m2 = (J1zψJ1m1) (Iψj2m2) + (Iψj1m1) (J2zψj2m2)

= m1ψj1m1
ψj2m2

+m2ψj1m1
ψj2m2

= (m1 +m2)ψj1m1
ψj2m2

となるので次のように m1 +m2 = mが成り立たないと 0であり、角運動量の z軸方向への射影は保存さ
れる。

⟨j1m1j2m2|jm⟩ = 0,m1 +m2 ̸= 0

従って式 10.45はm = m1 +m2 となる以外の係数は 0になる。これは式 10.45
が SU(2)の 2つの規約表現

{ψj1m1} m1 = −j1,−j1 + 1, · · · j1 − 1, j1

{ψj2m2
} m2 = −j2,−j2 + 1, · · · j2 − 1, j2

の 2j1 + 1, 2j2 + 1個のの表現の直積が規約表現 2j1 + 1個の直和になっているとこがおもしろい。

{ψjm} m = −j,−j + 1, · · · j − 1, j

例えば j1 = 1の 2j1 + 1 = 3表現と j2 = 5/2の 2j2 + 1 = 6表現の直積は群論では

j =
3

2
,
5

2
,
7

2

であり、2j + 1はそれぞれ 4表現、6表現、8表現の直和になる。

3⊗ 6 = 4⊕ 6⊕ 8

とかける。
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10.8 ウィグナー関数 [87]

　昇降演算子を定義したので次に前節で登場した回転の演算子の行列要素を j,mで具体的に書き下すことが

できるようになる。

Dj
m,m′(R) =

⟨
j,m

′
∣∣∣ exp(−iJ · n̂ϕ

ℏ

)
|j,m⟩ (10.46)

この関数は量子力学の回転について先駆的な研究をおこなった E.P.Wignerにちなんでウィグナー関数と呼
ばれる。これを見ると異なる j を持つ要素は全て値を持たない。

これは式 10.5からウィグナー関数が J2 と交換するのでD(R) |j,m⟩をつくると

J2D(R) |j,m⟩ = D(R)J2 |j,m⟩

= j(j + 1)ℏ2 [D(R) |j,m⟩]

となり固有値に変化はない。つまり、回転の操作で j を変えることができないことを意味する。

回転軸が保存される理由がここにある。さらに式 10.39からm,m′ の取りうる範囲が決められる。

よってこれからこの回転行列は (2j + 1)× (2j + 1)の正方行列になることがわかる。

さらにこの行列は回転が既約表現であることから、より小さな正方行列に分けることができない。

図 10.5: [87]より：既約表現の行列はより小さな行列に分けることができない

また、反回転が逆行列を表すから

Dm′m(R−1) = D∗
mm′(R)

が成り立つ。つまり逆行列は反回転であるので回転軸方向 nを変えない。

これはユニタリー行列であることを表している。回転軸を変えない連続回転は∑
m′

Dj
m′′m′(R1)D

j
m′m(R2) = Dj

m′′m(R1R2)

と表される。

この簡単な回転の抽象が量子力学的な状態に作用すると状態 |j,m⟩にある時、この演算子によって状態
∣∣∣j,m′

⟩
に見出す確率振幅として

D(R) |j,m⟩ =
∑
m′

∣∣∣j,m′
⟩⟨

j,m
′
∣∣∣D(R) |j,m⟩

=
∑
m′

∣∣∣j,m′
⟩
Dj

m′m(R)

のように行列要素が対応するわけである。

ここで古典的な前節のオイラー回転は式??から

D
j=1/2
m′m (α, β, γ) =

= ⟨j = 1
2 ,m

′| exp
(
−i 12J3α

)
exp

(
−i 12J2β

)
exp

(
−i 12J3γ

)
|j = 1

2 ,m⟩ (10.47)

= e−i(m′α+mγ) ⟨j,m′| exp
(

−iJyβ
ℏ

)
|j,m⟩ (10.48)
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であった。ここで y軸回りの回転を表す次の演算子を定義する。

djm′m(β) ≡
⟨
j,m

′
∣∣∣ exp(−iJyβ

ℏ

)
|j,m⟩

すると、j = 1/2の場合は 2j + 1 = 2, 2× 2の行列であり、

Jy =
ℏ
2
σ2 =

(
0 −i
i 0

)

として式 10.28から

dj=1/2 =

 cos
(

β
2

)
− sin

(
β
2

)
sin
(

β
2

)
cos
(

β
2

) 
となり、平面の β/2の回転を表す。

次に j = 1の場合を考える。この時は 2j + 1 = 3, 3× 3 の行列になる。式 10.29から

Jy =
J+ − J−

2i

となる。mについての成分は対角行列は 0になるから −j ≤ m ≤ j として式 10.42から

mi = 1, 0,−1

m′
j = mi + 1,mi,mi − 1

となるから (i, j)成分表示すると

Jj=1
y =

ℏ
2i

(√
(1−m)(1 +m+ 1)−

√
(1 +m)(1−m+ 1)

)

=
ℏ
2

 0 −
√
2i 2√

2i 0 −
√
2i

−2
√
2i 0


となるが δm′,m±1 が式 10.42にあるために (1, 3), (3, 1)成分も 0になる必要がある。すなわち

Jj=1
y =

ℏ
2

 0 −
√
2i 0√

2i 0 −
√
2i

0
√
2i 0


でなくてはならない。つまり

Tr[Jy] = Tr[J t
y] = 0

が成り立つ。

次に実際に回転演算子 exp (−iJyβ/ℏ)は j = 1の場合は単純にオイラーの公式を利用して実成分と、虚成分

にわけることができない。j = 1/2であれば (
Jy
ℏ

)2

=

(
Jy
ℏ

)
であり、j = 1であれば次が成り立つ。 (

Jy
ℏ

)3

=

(
Jy
ℏ

)
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テイラー展開するこ 4次までとった結果を示す。

exp

(
−iJyβ

ℏ

)
= 1 +

(
−iJyβ

ℏ

)
+

1

2!

(
−iJyβ

ℏ

)2

+
1

3!

(
−iJyβ

ℏ

)3

+ · · ·

= ℏ
2


β4

48 − β2

4 + 1 · · · β3

6
√
2
− β√

2
· · · β2

4 − β4

48 · · ·
β√
2
− β3

6
√
2
· · · β4

24 − β2

2 + 1 · · · β3

6
√
2
− β√

2
· · ·

β2

4 − β4

48 · · · β√
2
− β3

6
√
2
· · · β4

48 − β2

4 + 1 · · ·


j = 1であれば

exp

(
−iJyβ

ℏ

)
→ 1−

(
Jy
ℏ

)
(1− cosβ)− i

(
Jy
ℏ

)
sinβ

を用いて、次の表現に一致する。

exp

(
−iJyβ

ℏ

)
=

ℏ
2


1
2 (1 + cosβ) − 1√

2
sinβ 1

2 (1− cosβ)
1√
2
sinβ cosβ − 1√

2
sinβ

1
2 (1− cosβ) 1√

2
sinβ 1

2 (1 + cosβ)


さらに一般化することは次節で考える。

10.9 軌道角運動量

無限小の回転演算子から角運動量を考えてきたが、古典的な粒子の角運動量は

L = r× p (10.49)

という外積で表すことができた。これは先の角運動量の交換関係

[Li, Lj ] = iϵijkℏLk (10.50)

を次のように満たすことがわかる。

[Lx, Ly] = [ypz − zpy, zpx − xpz]

= [ypz, zpx] + [zpy, xpz]

= ypx [pz, z] + pyx [z, pz]

= iℏ (xpy − ypx)

= iℏLz

前節の式 10.4からこの場合の無限小回転は

1− i
δϕ

ℏ
Lz = 1− i

δϕ

ℏ
(xpy − ypx)

となるから任意の位置ケットに作用させ、z軸まわりの回転をあらわすか試してみよう。
まず、運動量演算子は平行移動を与えたので

[
1− i

px
ℏ
δϕ
]
|x⟩ = |x′ − δϕ⟩

のように状態ベクトルを変化させたから

[
1− i

δϕ

ℏ
(xpy − ypx)

]
|x′, y′, z′⟩ =

[
1− i

py
ℏ

(δϕx′) + i
px
ℏ

(δϕy′)
]
|x′, y′, z′⟩

= |x′ − y′δϕ, y′ + x′δϕ, z⟩
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とかけるので、これは z軸回りの回転を表す。スピン 0の任意の状態ベクトルを ⟨x′, y′, z′|α⟩
とすると z軸まわりの回転は⟨

x′, y′, z′|
[
1− i

δϕ

ℏ
Lz

]
|α
⟩

= ⟨x′ + y′δϕ, y′ − x′δϕ, z|α⟩

である。ここで極座標に基底を変えると z軸回りの δϕ の回転だから

⟨x′, y′, z′|α⟩ → ⟨r, θ, ϕ|α⟩

⟨
r, θ, ϕ|

[
1− i

δϕ

ℏ
Lz

]
|α
⟩

= ⟨r, θ, ϕ− δϕ|α⟩

= ⟨r, θ, ϕ|α⟩ − δϕ
∂

∂ϕ
⟨r, θ, ϕ|α⟩

これから Lz が次の演算子のようにふるまっていることがわかる。

⟨x′|Lz|α⟩ = −iℏ ∂

∂ϕ
⟨x′|α⟩

次に x軸回りの δϕx の回転を考える。先の結果から

⟨x′, y′, z|
[
1− i

δϕx
ℏ
Lx

]
|α⟩ = ⟨x′, y′ + z′δϕx, z

′ − y′δϕx|α⟩

となる。球座標を使うと

r2 = x2 + y2 + z2

x = r sin θ cosϕ

y = r sin θ sinϕ

z = r cos θ

として
∂r

∂x
=
x

r
= sin θ cosϕ

∂r

∂y
=
y

r
= sin θ sinϕ

∂r

∂z
=
z

r
= cosϕ

となる。さらに次が成り立つ

tanϕ =
y

x

tan2 θ =
x2 + y2

z2

が成り立つのでこれを x,y,zでさらに微分すると

∂θ

∂x
=

1

tan θ sec2 θ

x

z2
=

1

r
cos θ cosϕ

∂θ

∂y
=

1

tan θ sec2 θ

y

z2
=

1

r
cos θ sinϕ
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∂θ

∂z
=

1

tan θ sec2 θ

x2 + y2

z3
= −1

r
sin θ

∂ϕ

∂x
= − 1

sec2 ϕ

y

x2
= −1

r

sinϕ

sin θ

∂ϕ

∂y
=

1

sec2 ϕ

1

x
=

1

r

cosϕ

sin θ

∂ϕ

∂z
= 0

が成り立つから

Lx = iℏ
(
y
∂

∂z
− z

∂

∂y

)
= iℏ r sin θ sinϕ

(
−1

r
sin θ

∂

∂θ

)
−iℏ r cos θ

(
1

r
cos θ sinϕ

∂

∂θ
+

1

r

cosϕ

sin θ

∂

∂ϕ

)
= iℏ

(
− sinϕ

∂

∂θ
− cot θ cosϕ

∂

∂ϕ

)
となるので

⟨x′|Lx |α⟩ = −iℏ
(
− sinϕ

∂

∂θ
− cot θ cosϕ

∂

∂ϕ

)
⟨x′|α⟩

が成り立つ。Ly についても同様に

⟨x′|Ly |α⟩ = −iℏ
(
− cosϕ

∂

∂θ
− cot θ sinϕ

∂

∂ϕ

)
⟨x′|α⟩

が成り立つ。∂/∂θ, ∂/∂ϕを基底として見ると係数 cot θ cosϕがつくる曲面は次のよう cot θ のせいで極端な

振る舞いをする。

図 10.6: cot θ cosϕ の曲面
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図 10.7: (cot θ sinϕ, cot θ cosϕ)のつくる曲面 θ = π,ϕ=π まで

図 10.8: (cot θ sinϕ, cot θ cosϕ)のつくる曲面 θ = π,ϕ=2π まで

図 10.9: (cot θ sinϕ, cot θ cosϕ)のつくる曲面 θ = π + 0.001,ϕ=2π まで

θが πを超える前までは螺旋を描くように曲面は発展するが、πを超えると連続性が見えなくなる。

さらにこれらから昇降演算子の行列要素も求めることができて

⟨x′|L± |α⟩ = −iℏe±iϕ

(
±i ∂
∂θ

− cot θ
∂

∂ϕ

)
⟨x′|α⟩

さらに興味あるのは L2 の演算子である。この固有値は保存則と関係した。前節から

L2 = L2
z +

1

2
(L+L− + L−L+)

だから

⟨x′|L2 |α⟩ = −ℏ2
(

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2
+

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

))
⟨x′|α⟩

が得られる。

これは第 1部で紹介したラプラス方程式の角度部分 Y (θ, ϕ)である。

従って球面調和関数を解に持つ。
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また、式 10.49、10.50から
L2 = L2

x + L2
y + L2

z

L = r× p

また、交換関係

[xi, pj ] = iℏδij

を用いると L2 は次のように成分表示し、整理すると次のように xp単位で分割できる。

L2 =
∑
ijlmk

ϵijkxipjϵlmkxlpm

=
∑
ijlm

(δilδjm − δimδjl)xipjxlpm

=
∑
ijlm

δilδjmxi (xlpj − iℏδji) pm − δimδjlxipj (pmxl + iℏδlm)

= x2p2 − iℏx · p−
∑
ijlm

δimδjl [xipm (xlpj − iℏδji) + iℏδimxjpj ]

= x2p2−(x · p)2 + iℏx · p

また、x · pは演算子として次のように前に出して作用する。

⟨x′|x · p|α⟩ = x
′
· (−iℏ∇′ ⟨x′|α⟩)

= −iℏr ∂
∂r

⟨x′|α⟩

同様に ⟨
x′| (x · p)2 |α

⟩
= −ℏ2r

∂

∂r

(
r
∂

∂r
⟨x′|α⟩

)
= −ℏ2

(
r2
∂2

∂r2
⟨x′|α⟩+ r

∂

∂r
⟨x′|α⟩

)
となるから L2 の値が求めることができて

⟨
x′|L2|α

⟩
= r2

⟨
x′|p2|α

⟩
+ ℏ2

(
r2
∂2

∂r2
⟨x′|α⟩+ 2r

∂

∂r
⟨x′|α⟩

)
となる。これは運動エネルギーとの関係を明らかにしていて 2mr2 で割り、変形すると

1

2m

⟨
x′|p2|α

⟩
=

(
ℏ2

2m

)
∇′2 ⟨x′|α⟩

= −
(

ℏ2

2m

)(
∂2

∂r2
⟨x′|α⟩+ 2

r

∂

∂r
⟨x′|α⟩ − 1

ℏ2r2
⟨
x′|L2|α

⟩)
となる。これは運動エネルギーの演算子がはじめの 2項で動径部分、最後の項がラプラシアンの角度部分を
表している。

11 正準化

11.1 場の基本量

　前節で紹介した作用原理は古典的には作用積分からラグランジュの方程式によりニュートンの運動方程式

を導いたように現代物理学においても場の量を定義し、そのラグラジアン密度からラグランジュ方程式を用い

146



てクラインゴルドンの方程式やディラックの方程式を得ることになるし、質量の生成の関与する Higgs機構に
も使われる。ここには時間と空間を対等にあつかう一般相対性原理が自然に取り込まれる。しかし古典的な作

用がラグラジアン Lを

Lcl = T − V (11.1)

で決めたのに対して量子論に適したラグラジアンは場の量の共変性から作られる。例えばスカラー関数 ϕに

対してラグラジアン密度は場の量 ϕとその変化量 ∂µϕの関数として

L =
1

2

{
(∂µϕ)†(∂µϕ)−

(mc
ℏ

)2
ϕ†ϕ

}
(11.2)

のようにラグラジアン密度をおく。それぞれの作用を Scl, S とすると

Scl =

∫
Lcldt

ラグラジアンは

L =

∫
V

d3xL(∂µϕ(x), ϕ)

作用は

S =

∫
Ω

d4xL(∂µϕ(x), ϕ) =
∫
T

dtL(∂µϕ(x), ϕ)

となる。空間的な積分をした Lは古典的な Lcl と近似てきるはずである。ラグラジアン密度は次元でみる

とエネルギーを空間体積で割ったものになるから
(
mc
ℏ
)2
の次元が (1/長さ)

2 である。これから |ϕ|2 の次元は
(エネルギー/長さ)であることになる。

またラグラジアン密度 Lが 0になるような場合は

∂µϕ = −imc
ℏ
ϕ

から

ϕ = Ae−imc
ℏ xµ

となる。

11.2 正準 1形式

はじめにボソンを考える。このボソンの場を ϕr(x)で表す。

座標 xに加え、添え字 rがベクトル場やテンソル場などの情報を表す、内部指数とみなせる。

そしてラグラジアン Lはこの ϕr(x)の時空間の微分を含むスカラー関数である。

微分は変化をどれだけ詳細にみるかだが、ここでは高々2階までの時空間に関する微分であるとする。(より
高階を含むと非物理的な負のノルムを持つモードが出てくる)
時空領域を Σとして空間領域を V とすると

Σ = V × [tf , ti]

で表す。

この時空場に場 ϕr(x)は配位 ϕr(x, ti), ϕr(x, tf )をつなぐ軌道が作用原理によって極地をとる場として古典

的な軌道が決まらなければならない。

作用 J はこの拡大された時空上で次のように表される。
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J =

∫
∑ d4xL(φr, ∂φr) (11.3)

ラグラジアン Lを次のように変分し

δL =
∂L

∂φr
δφr +

∂L

∂(∂µφr)
δ(∂µφr) (11.4)

δJ=0となる条件を得るために前回の作用積分で用いた方法から上式を次のように変形する。

δL =

(
∂L

∂φr
− ∂

∂xµ
∂L

∂(∂µφr)

)
δφr +

∂

∂xµ

(
∂L

∂(∂µφr)
δφr

)
(11.5)

第 2項の積分は端点が固定され空間体積の表面で 0になる次の条件が成り立てば 0になる。

δφr(ti) = δφr(ti) = 0 (11.6)

[
∂L

∂(∂µφr)
δφr

]
∂V

= 0 (11.7)

つまりこの条件が成立すれば運動方程式は決定され、粒子は古典軌道を描くことになる。

第 2部でも考えたように端点を固定しない場合について考察しよう。
まず式 11.5の第 2項の積分を空間成分 kと分けて次のようにおく。

Φ(x) =

∫
dµx

∂L

∂(∂µφr)
δφr =

∫
t

∫
V

d3xdt

(
∂L

∂(∂kφr)
+

∂L

∂(∂0φr)

)
δφr (11.8)

時間積分について [ti, tf ] = ϵとすると

Φ(x) = ϵ

∫
V

d3x

(
∂L

∂(∂kφr)
+

∂L

∂(∂0φr)

)
δφr (11.9)

とおけるが括弧内の第 1項はガウスの定理から表面積分に置き換わり 0になるとすると

Φ(x) = ϵ

∫
V

d3x
∂L

∂K∂φr
δφr = ϵ

∫
∂v

d2x
∂L

∂φr
δφr = 0 (11.10)

そこで弟 2項については次のように共役な運動量 πr を用いて改めて定義できる。ただし ϵ ̸= 0とする。

Φ(x)/ϵ = Θ(t) =

∫
V

d3x
∂L

∂(∂0φr)
δφr =

∫
V

d3xπrδφr (11.11)

πr(x, t) =
∂L

∂(∂0φr)
(11.12)

この Θは 1次の微分形式だから正準 1形式と呼ばれる。
πr は φr に共役な運動量で古典的な軌道は {πr, φ}で代表されることになる。
ここで一般的に拡張しよう。式 11.11を相空間の座標 ξi(x)に拡張する。

一般化すると正準 1形式の作用を変分し、その表面項が

Θ =

∫
V

d3xAi(ξ, x)δξ
i (11.13)

として定義できる。ただし、Ai は ξに依存し、iは相空間の成分を表す。スカラー場の場合

ξi = (πr, φr) (11.14)

Ai = (πr, 0) (11.15)
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つまり、Ai は 1成分のみである。さらにこれから異なる空間 (x,x’)において次の式を定義する。
これは正準 2形式で数学的にはシンプレクティク構造という。

Ωij(x, x
′) =

δ

δξi(x)
Aj(x

′)− δ

δξj(x′)
Ai(x) (11.16)

= ∂IAJ − ∂JAI = −Ωji(x
′, x) (11.17)

ただし添え字は次のように要約する。

I = (i, x) J = (j, x′) ∂I =
δ

δξi(x)
(11.18)

さらに Ωは曲率の時に見た、次のビアンキ恒等式を満たす。

∂IΩJK + ∂JΩKI + ∂KΩIJ = 0 (11.19)

11.3 母関数

Ωの変化を考えると１つは相空間の座標 ξiの変化に依存するためで、もう１つは座標系の変化によるもので

ある。

この座標と内部空間の変化を場の理論では考慮する必要がある。よって ΩIJ は座標変換では共変な 2階テン
ソルになる。従って両方の変化を考えると

δΩIJ = ∂IαJ − ∂JαI (11.20)

として

δΩij(x, x
′) =

δ

δξi(x)
αj(x

′)− δ

δξj(x′)
αi(x) (11.21)

を得る。ただし Ωの変化量は他の Ωで記述されるとし次のような和で表されるとする。

αI = aKΩKI (11.22)

これは相空間の座標 ξの微小変化において

ξi → ξi + ai(ξi) (11.23)

として、次のように空間を積分した結果である。

αi(x) =

∫
V

d3x′ak(x′)Ωki(x
′, x) (11.24)

以上から式 11.17、式 11.19が変換性を保つためには式 11.22が次のように書かれることが条件になる。

αI = aKΩKI = −∂IG (11.25)

ただし、Gは相空間の変数に依存する。Gのことを正準変換の母関数という。また前回の球面上の積分でみ
たように局所的にGが存在しても大局的に存在できるとは限らない。さらに相空間が自明ではないトポロジー
を持つ場合も δΩ = 0となる一般的な解が存在する。この場合については後節に考える。

前節でみたように全微分項 ∂µF
µ をラグラジアンに加えた場合運動方程式には変化はない。

しかし式 11.11から Θ, AI は次のような変換をうける。
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Θ → Θ+ δ

∫
d3xF 0 (11.26)

AI → AI + ∂I

∫
d3xF 0 (11.27)

となるがこれは式 11.25を満たしていることがわかる。
ここで Ωの逆元は次で定義できる。

(Ω−1)IJΩIJ = δIK

これを用いて、次のように展開できる。∫
V

d3x′(Ω−1)ij(x, x′)Ωij(x, x
′′) = δijδ

(3)(x− x′′)

ΩIJ の可逆性は物理的に重要である。可逆ではない場合、ラグラジアンは特異 (singular)であるという。
その 1例がゲージ対称性である。
次部で扱うゲージ理論はゲージ固定という手法で余分な自由度を除外することができる。

Ωが逆行列を持てば式 11.22から係数が次のように決められる。

aI = (Ω−1)IJ∂IG (11.28)

式 11.23のもとでの汎関数微分演算子を次のようにおく。

Va = aI∂I

この変換の交換関係は次のようになる。

[Va, Vb] = (aJ∂Jb
I − bJ∂Ja

I)∂I (11.29)

さらに次のように相空間の母関数 F (π, φ), G(π, φ)をもってくると 11.28と同様に

aI = (Ω−1)IJ∂IG

bI = (Ω−1)IJ∂IF (11.30)

が成り立つとすると、

aJ∂Jb
I − bJ∂Ja

I =
[
(Ω−1)JL∂J(Ω

−1)IK − (Ω−1)JK∂J(Ω
−1)IL

]
∂LF∂KG

+ (Ω−1)JL(Ω−1)IK [∂LF∂J∂KG− ∂J∂KF∂LG]

となるが式 11.19より

(Ω−1)JL∂J(Ω
−1)IK − (Ω−1)JK∂J(Ω

−1)IL = (Ω−1)IM (Ω−1)JL(Ω−1)NK × [∂NΩMJ + ∂JΩNM ]

= −(Ω−1)IM (Ω−1)JL(Ω−1)NK∂MΩJN

= (Ω−1)IM∂M (Ω−1)KL

となる。これを代入して

aJ∂Jb
I − bJ∂Ja

I = (Ω−1)IM∂M
[
(Ω−1)KL∂KG∂LF

]
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a, bは無限小変換を表していたいた。そこで a↔ F, b↔ Gとしてポアソン括弧 {}を用いて

{F,G} = (Ω−1)IJ∂IF∂JG

=

∫ ∫
d3xd3x′(Ω−1)ij(x, x′)

δF

δξi(x)

δG

δξj(x′)

で定義すると位相空間の座標変分のポアソン括弧は

{
ξi(x), ξｊ(x′)

}
= (Ω−1)IJ (11.31)

を表すことになる

式 11.14、11.15から Aがスカラーならば

Ωij(x, x
′) =

δπr(x
′)

δπr(x)
− δπr(x)

δπr(x
′)

=
δπr(x

′)

δπr(x)
− δπr(x)

δπr(x
′)

がとなる。また

δπr(x)

δπr(x
′)

=
δφr(x)

δφr(x
′)

= δ3(x− x′) (11.32)

{πr(x), πr(x′)} = {φr(x), φr(x
′)} = 0 (11.33)

が成り立つ。さらに

{φr(x), πr(x
′)} =

∫
d3x′′

(
δφr(x)

δφr(x
′′)

δπr(x
′)

δπr(x
′′)

− δπr(x)

δφr(x
′′)

δφr(x
′)

δπr(x
′′)

)
(11.34)

は右辺の括弧内第 2項は 0になるから第 1項のみが残り結局

{φr(x), πr(x
′)} =

∫
d3x′′ (δ3(x− x′′)δ3(x′ − x′′)

)
(11.35)

= δ3(x− x′) (11.36)

となり積分が実行できる。よって式 11.31から (Ω−1)ij は

(Ω−1)ij = {φr(x), πr(x
′)} == δ3(x− x′)

となるのでポアソン括弧は

{F,G} =

∫
V

d3x

(
δF

δφr(x)

δG

δπr(x
′)

− δF

δπr(x)

δG

δφr(x
′)

)
(11.37)

とかける。次のポアソン括弧をとると

{
ξI , G

}
=

∫ ∫
d3xd3x′(Ω−1)ij(x, x′)

δG

δξj(x′)
= δξI = aI

である。ξi = (πr, φr)の場合、

{πr, G} = δξI = − δG

δφr
(11.38)
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{φr, G} = δξI =
δG

δπr
(11.39)

のように成分の位置で符号がかわり、正準変換をあらわす。従って一般に母関数Gで生成される正準変換の
もとで関数 Fの変化は次のようになる。

δF = aI∂IF = (Ω−1)IJ∂IF∂JG = {F,G}

ハミルトニアン密度が

H = ϕ̇π − L (11.40)

H(ϕ,∇ϕ, π,∇π) (11.41)

次のように微分を定義すると

δH

δϕ
≡ ∂H

∂ϕ
−∇ · ∂H

∂∇ϕ
(11.42)

δH

δπ
≡ ∂H
∂π

−∇ · ∂H
∂∇π

(11.43)

正準方程式は次のように表される。

ϕ̇ =
δH

δπ
(11.44)

π̇ = −δH
δϕ

(11.45)

これから変数の変換が正準変換であればその変化量は変数と変換の母関数とのポアソン括弧できまる。具体

的に次のような変化の場合母関数が求まる。

11.3.1 φr の変化

φr → φr + ai(x) (11.46)

G =

∫
V

d3xarπr

11.3.2 πr の変化

πr → πr + ai(x) (11.47)

G = −
∫
V

d3xarφr
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11.3.3 空間並進

xi → xi + ai (11.48)

この時

δφr = ai∂iφr

δπr = ai∂iπr (11.49)

であるから

G =

∫
V

d3xai (πr∂iφr + φr∂iπr) = ai
∫
V

d3x∂i (φrπr)

となるが次のように系の運動量を定義すれば

Pi =

∫
V

d3x∂i (φrπr) (11.50)

G = aiPI (11.51)

ポアソン括弧は 11.49があると

{xi, G} = ai
∫
V

d3x

(
δxi

δφr(x)

δPI

ai∂iπr
− δxi

δπr(x)

δPI

ai∂iφr

)
= ai

∫
V

d3x

(
δxi

δφr(x)
δφr +

δxi

δπr(x)
δπr

)
= ai

となり空間変化が現れる。

11.3.4 時間並進

時間推進の母関数はハミルトニアン Hそのものであった。これを確かめてみよう。
次の変化に対して

t→ t+ a (11.52)

この時、作用積分を

S =

∫
d3xdt(πr∂0φr)−

∫
Hdt

として変分原理から

∂0φr =
∂H

∂πr

∂0πr = − ∂H

∂φr
(11.53)

となった。ただし
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G = H =

∫
V

d3x(πr∂0φr − L) (11.54)

であった。ポアソン括弧は 11.53があると

{t, G} =

∫
V

d3x

(
δt

δφr(x)

δG

δπr(x
′)

− δt

δπr(x)

δG

δφr(x
′)

)
=

∫
V

d3x

(
δt

δφr(x)
∂0φr +

δt

δπr(x)
∂0πr

)
= δt

となり時間変化が現れる。

前節で扱ったエネルギー運動量テンソル Tµν を用いる。ただしスピンの寄与からくる Bαµµ を加えた。

Tµν = ∂µϕr
∂L

∂(∂νϕr)
− ηµνL+ ∂αBαµν

これにより母関数 P は時間、空間推進をまとめて次のようにかける。

Pµ = (H,Pi) =

∫
V

d3xTµ0

11.3.5 ローレンツ変換

ローレンツ変換は δxµ = ωµνxν で表された。

この時、の母関数は

Mµν =

∫
V

d3x (xµTν0 − xνTµ0)

となる。

11.4 無限小変換の母関数

11.4.1 無限小回転

例えば無限小回転に対しては

δxi = ϵijkxjekθ (11.55)

なのでスカラー場 ϕの回転に対する Lie微分は

δLϕ(x) =
1

2
ϵijk(xi∂j − xj∂i)ϕ(x)ekθ (11.56)

ベクトル場 Aに対しては

δLAl(x) = ϵljkekθAj − ϵijkxjekθ∂iAl (11.57)

= i(Tk)ljθAjek +
1

2
ϵijk(xi∂j − xj∂i)Alekθ (11.58)

ただし T は Hermite行列で次のように定義される

(Ti)jk = −ϵijk (11.59)

154



T1 =

 0 0 0

0 0 −i
0 i 0

 (11.60)

T2 =

 0 0 i

0 0 0

−i 0 0

 (11.61)

T3 =

 0 −i 0

i 0 0

0 0 0

 (11.62)

11.4.2 Poisson括弧と無限小変換

さらに無限小変換の母関数 Gを用いて

δLπ(x) ≡ π′(x)− π(x) = ϵ
δG

δϕ
(11.63)

を満たす。ただしG(t)はある密度関数 Γ(ϕ, ∂iϕ,π,∂iπ)を用いると次のような空間積分で表すことができる。

G(t) =

∫
d3xΓ (11.64)

これから例えば次ように汎関数微分が定義できる。

δG

δϕ
≡ ∂Γ(x)

∂ϕ
− ∂i

∂Γ(x)

∂∂iϕ
(11.65)

をらに式 11.37での Poissonの括弧をも用いれば

δLϕ(x) = −ϵ {ϕ(x), G(t)} (11.66)

δLπ(x) = ϵ {π(x), G(t)} (11.67)

無限小変化として次のように時間のみを選択すると

δxi = 0 (11.68)

δt = ϵ (11.69)

δLϕ(x) = −ϵ {ϕ(x), G(t)} = −ϵ∂tϕ (11.70)

δLπ(x) = −ϵ {π(x), G(t)} = −ϵ∂tϕ (11.71)

だから正準方程式から

G(t) = H (11.72)

となりハミルトニアンに一致する。またH そのものの Lie微分は

δLH = −ϵ {H,G(t)} = −ϵdG
dt

(11.73)

よって変換がハミルトニアンを変化させない場合は母関数は保存されることになる。
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11.4.3 無限小変換の母関数

ここでは前回の正準変換の関係を一般化し、母関数について考察する。場の量 ϕとその正準運動量 πが時間

の関数であるとき次の関数を考える。

δG

δϕ

δϕ

δt
+
δG

δπ

δπ

δt
(11.74)

δは関数の変化だから、

δt = ϵατα(t) (11.75)

δϕ

δt
=
dϕ

dt
(11.76)

これが次のように時間の全微分でかけるとする

微小時間推進に対して未来、と過去側の和を次のようにとる。

ϵ

{
δG

δϕ

(
ϕ̇(x)− δH

δπ

)
+
δG

δπ

(
π̇(x) +

δH

δϕ

)}
(11.77)

δLπ(x)

{
ϕ̇(x)− δH

δπ

}
−
{
π̇(x) +

δH

δϕ

}
δLϕ(x) = ϵ

{
∂Γ(x)

∂t
+∇ · Σ(x)− q(x)

}
(11.78)

この変換の母関数は Gとおけて式 11.64が成り立つ

G(t) =

∫
d3xΓ (11.79)

これは右辺の第 1項について Γ(ϕ, ∂iϕ, π, ∂iπ)の時間微分が積の形になり

ϵ
∂Γ(x)

∂t
= ϵ

{
∂Γ(x)

∂ϕ
ϕ̇(x) +

∂Γ(x)

∂∇ϕ
∇ϕ̇(x)

}
(11.80)

+ ϵ

{
∂Γ(x)

∂π
π̇(x) +

∂Γ(x)

∂∇π
∇π̇(x)

}
(11.81)

に書き換えると式 11.65から関数の変化分からの項とまとめることができて次のようにまとめることがで
きる。

ϵ
∂Γ(x)

∂t
= ϵ

{
δG(t)

δϕ
ϕ̇(x) +

(
∇∂Γ(x)

∂∇ϕ

)
ϕ̇(x) +

∂Γ(x)

∂∇ϕ
∇ϕ̇(x)

}
(11.82)

+ ϵ

{
δG(t)

δπ
π̇(x) +

(
∇∂Γ(x)

∂∇π

)
π̇(x) +

∂Γ(x)

∂∇π
∇π̇(x)

}
(11.83)

= ϵ

{
δG(t)

δϕ
ϕ̇(x) +

δG(t)

δπ
π̇(x) +∇

(
∂Γ(x)

∂∇ϕ
ϕ̇(x)

)
+∇

(
∂Γ(x)

∂∇π
π̇(x)

)}
(11.84)

よって空間積分では後ろの２項について落とすことができるようになる。

一方で ϕ̇(x)と π̇(x)が独立であればこれを式 11.78に戻して ϕ̇(x)と π̇(x)

δLϕ(x) = −ϵδG(t)
δπ

= −ϵ {ϕ(x), G(t)} (11.85)

δLπ(x) = ϵ
δG(t)

δϕ
= −ϵ {π(x), G(t)} (11.86)

という Lie微分と Poissonの関係式が再び得られる。
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また、場の量を位相空間として Φ(ϕ, π)のように書ければ

∂Γ(x)

∂t
=
δG(t)

δΦ
Φ̇(x) +∇

(
∂Γ(x)

∂∇Φ
Φ̇(x)

)
(11.87)

ただし、作用積分でもそうであったようにここでの Γ,Σは不定性が残る。次のような変化を与えても式 11.78
は不変である。

Γ′ = Γ +∇χ (11.88)

Σ′ = Σ− ∂tχ (11.89)

さらに q(x)には正準変数の時間微分の項は含んでいてはならない。つまり母関数の段階で空間と時間につい

ては分けられている。

これらの任意性は式 11.64のように積分してしまえば見えなくなる。これは位相情報の粗視化である。
式 11.78の微小空間変化と微小時間変化を考えてみよう。ここでは i, j(1, 2, 3)は空間成分 tは空間成分とし

て用いる。

まず微小空間変化については

δt = 0 (11.90)

δxi = ϵi (11.91)

だから式 11.78について定義式から

δLϕ(x) = −ϵi∂iϕ (11.92)

δLπ(x) = −ϵi∂iπ (11.93)

δH

δϕ
=
∂H

∂ϕ
−∇ ∂H

∂i∇ϕ
(11.94)

δH

δπ
=
∂H

∂π
−∇ ∂H

∂i∇π
(11.95)

ϕ̇ =
δH

δπ
(11.96)

π̇ = −δH
δϕ

(11.97)

となるので式 11.78は

−ϵi∂iπ
{
ϕ̇(x)−

(
∂H
∂π

−∇ ∂H
∂j∇π

)}
−
{
π̇(x) +

(
∂H
∂ϕ

−∇ ∂H
∂j∇ϕ

)}
ϵi∂iϕ

= −ϵi
{
−∂t(π∂iϕ) + π∂iϕ̇(x) + ϕ̇(x)∂iπ −

(
∂iπ

∂H
∂π

+
∂H
∂ϕ

∂iϕ

)
+

(
∂iπ

(
∇ ∂H
∂i∇π

)
+

(
∇ ∂H
∂i∇ϕ

)
∂iϕ

)}

= −ϵi
{
−∂t(π∂iϕ) + ∂j

(
πϕ̇
)
δij −

(
∂iπ

∂H
∂π

+
∂H
∂ϕ

∂iϕ+
∂H
∂∇π

∇∂iπ +
∂H
∂∇ϕ

∇∂iϕ
)
+∇

(
∂H
∂∇π

∂iπ +
∂H
∂∇ϕ

∂iϕ

)}
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ここで括弧内の第 3項はHの全微分である。よって

= −ϵi
{
−∂t(π∂iϕ) + ∂j

(
πϕ̇−H

)
δij +∇

(
∂iπ

∂H
∂∇π

+
∂H
∂∇ϕ

∂iϕ

)}

= −ϵi
{
−∂t(π∂iϕ) + ∂j

((
πϕ̇−H

)
δij + ∂iπ

∂H
∂∂jπ

+
∂H
∂∂jϕ

∂iϕ

)}
を得る。これから次のようにエネルギー運動量テンソルの成分 Tij を決めることができる。

T0i = −Γ(x) = −π(x)∂iϕ(x) (11.98)

Tij = −Σi(x) = δij(π(x)ϕ̇(x)−H(x)) +

(
∂iπ

∂H
∂∂iπ

+
∂H
∂∂iϕ

∂jϕ

)
よって空間推進の母関数は

Pi ≡ −
∫
d3xΓ(x) =

∫
d3xT0i (11.99)

ととると Poisson括弧を用いて

− ∂iϕ(x) = {ϕ(x), Pi} (11.100)

− ∂iπ(x) = {π(x), Pi} (11.101)

と表すことができる。次に無限小時間推進については

δt = ϵ (11.102)

δxi = 0 (11.103)

δLϕ(x) = −ϵ∂tϕ (11.104)

δLπ(x) = −ϵ∂tπ (11.105)

となるから式 11.78は

− ϵ∂tπ

{
ϕ̇(x)−

(
∂H
∂π

−∇ ∂H
∂j∇π

)}
−
{
π̇(x) +

(
∂H
∂ϕ

−∇ ∂H
∂j∇ϕ

)}
ϵ∂tϕ (11.106)

= ϵ

{
π̇

(
∂H
∂π

−∇ ∂H
∂j∇π

)
+

(
∂H
∂ϕ

−∇ ∂H
∂j∇ϕ

)
ϕ̇

}
(11.107)

= ϵ

{
∂H
∂t

−∇
(
π̇
∂H
∂j∇π

+
∂H
∂j∇ϕ

ϕ̇

)}
(11.108)

これから

T00 = Γ(x) = H(x) (11.109)

Ti0 = Σi(x) = −
(
π̇
∂H
∂∂iπ

+
∂H
∂∂iϕ

ϕ̇

)
(11.110)
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したがって時間推進の母関数は

H =

∫
d3xH =

∫
d3xT00 (11.111)

である。

これらの母関数は互いに動的に関わり合う必要がある。

T0i = −Γ(x) = −π(x)∂iϕ(x) (11.112)

Tij = −Σi(x) = δij(π(x)ϕ̇(x)−H(x)) +

(
∂iπ

∂H
∂∂iπ

+
∂H
∂∂iϕ

∂jϕ

)
(11.113)

そこで時空推進の母関数は 4元の添え字 µ, ν に戻して

Tµν = ∂νπ
∂H
∂∂µπ

+
∂H
∂∂µϕ

∂νϕ+ (11.114)

ここで Σについては

ϵ(Σ′ − Σ) = δxH(x) (11.115)

11.5 量子化

量子力学の場合状態とはヒルベルト空間Hのベクトル (半直線)によって表現される。
関数は ψα(x) = ⟨x|α⟩というスカラー積で表される。
観測量はH上の線形エルミート演算子であらわされる必要がある。
通常の演算子は常にエルミートであるとは限らない。

前節からヒルベルト空間の無限小ユニタリ変換は Gを変換の演算子とし

{F,G} =
δF

δφr(x)

δG

δπr(x
′)

− δF

δπr(x)

δG

δφr(x
′)

に対応して、

iδF = [F,G] = FG−GF (11.116)

で表される。たとえば正準変換の母関数を交換積に使うと

[ϕr(x, t), ϕs(x
′, t)] = [πr(x, t), πs(x

′, t)] = 0

[ϕr(x, t), πs(x
′, t)] = iδrsδ

(3)(x− x
′
)

であり、これは正準交換関係である。プランク定数は出てこない。

一般には演算子のヘッダを用いて拡大された位相空間においては δが出るとは限らず、

[
ξi(x, t), ξj(x′, t)

]
= i
(
Ω−1

)ij
(x, x

′
)

となる。従って、古典的な正準変換は無限小のユニタリー変換を受けていることがわかる。

これは観測そのものがヒルベルト空間上のユニタリー変換となることを表している。

ユニタリ変換を簡単に eiG とおくとユニタリの条件

UU † = U†U
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は

F
′
= eiGFe−iG

が成り立てばいい。この時の状態ベクトルの変換は

|α′⟩ = eiG |α⟩

のように結ばれる。式 11.116からハミルトニアンとの関係を作れば

i
∂F

∂t
= [F,H]

である。

11.6 時間

ここで一般的なストークスの定理はMを境界のある多様体として次で表される∫
M

dω =

∫
∂M

ω (11.117)

これから式 11.11の一般化を考えると

ξ1 = ∂0φr (11.118)

ξ2 = ∂kφr (11.119)

とおく。ここで x0 が無限遠からみた時間を表すことから保存則をみたがむしろ時間の方向性が次のような

ωの向きと一致すると考えたほうが自然である。

空間での直交したベクトルを ξ1, ξ2 とすると

ω = ξ1 ∧ ξ2 (11.120)

はベクトルを ξ1, ξ2 が作る平面に直交している。この 1形式として

dω = dξ1 ∧ ξ2 − ξ1 ∧ dξ2 (11.121)

ここで次の 1形式を考えよう。

I = L · dξ (11.122)

接ベクトルの基底は微分演算子であった。ベクトル場があるところに関数をもってくれば自然にこのベクト

ル場により微分が次のように定義できる。X =
∑n

i=1Xi
∂

∂xi
として

X(f)(x) =
d

dt
f(x+ tX(x))|t=0

=

n∑
i=1

Xi
∂f

∂xi

1行目において各空間に共通の変化量 tがあたかも成分のようにかかっているので 2行目では tが消えるか
のように見える。

さらに 2行目は外微分 df にX を代入した df(X)に等しい、従って
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df(X) =

n∑
i=1

Xi
∂f

∂xi
= X(f)(x) (11.123)

である。一般化すると n次元接ベクトル v

v(a1, · · · an) ∈ TpR
n (11.124)

これと可微分写像 ϕ

ϕ = (ϕ1, · · ·ϕm) : Rn → Rm (11.125)

を用意すると点 pを始点として v方向に写像 ϕを微分したものとして

v(ϕ) =

m∑
i=1

ai
∂ϕ

∂xi
(p) = dϕ(v) ∈ Tϕ(p)R

m (11.126)

と表すことができる。これは Rn 上の曲線が

c(0) = p

d

dt
c(t)|t=0 = v ∈ TpR

n (11.127)

を満たすことになる。これは次の節で見るように局所 1パラメタ変換群をつくる。局所となるのは

c : [−ε, ε] → Rn (11.128)

でパラメタ tには制限がかかり、ある部分を見ていることに限定する必要があるからである。
ϕ ◦ cとしたものは Rm 上の曲線に変換される。この時 t = 0での接ベクトルは求めることができて

d

dt
(ϕ ◦ c) |t=0 =

m∑
i

∂ϕ

∂xi
(c(0))

d

dt
ci(t)|t=0 (11.129)

=
{
(dϕ1)p (v), · · · (dϕm)p (v)

}
(11.130)

= dϕ(v) (11.131)

はじめ Lは ξと同じ成分を持つものとする。I の変化は

dI = d(L1dξ1 + L2dξ2) =

(
∂L2

∂ξ1
− ∂L1

∂ξ2

)
dξ1 ∧ dξ2 (11.132)

となるから

ω = ξ1 ∧ ξ2 = L · dξ = Ldt (11.133)

とすると前部のストークスの定理式から ∫
D

dω =

∫
∂D

ω

から V × [t]の時空間で積分すると∫
V×[t]

dI =

∫
V×[t]

(
∂L2

∂ξ1
− ∂L1

∂ξ2

)
dξ1 ∧ dξ2 =

∫
V

Ldξ (11.134)

となる。

161



11.6.1 時間の連続性

先にみたように局所的な条件で

c(0) = p

d

dt
c(t)|t=0 = v ∈ TpR

n

が決まる。これはパラメタ tが連続性を周期 T のもとで構成されていくことをここでは考察する。

U 上にベクトル場X をつくりX の局所 1パラメタ変換群 Φを例えば簡単に次のようにおく

Φ(x, t) = x+ t (11.135)

xについては開区間 (0, 1)をとるとすると Φもまたこの区間にあるためには tの定義域が次のように限ら

れる。

− 1 < t < 1 (11.136)

もちろんこれは Φに与えられた式により変化するが原点の付近である。そこで

V = (a, b) ∈ U (11.137)

に対して正の微小量 ε ∈ Rを

ε = min{a, 1− b} (11.138)

ととれば Φの定義域として

V × (−ε, ε) (11.139)

をとることができる。このように局所 1パラメタ変換群 Φは U の部分集合 V から出発する必要がある。
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