
概 要

基礎数学を複素数を中心に第 1部で学んできた。ここでは現代的な課題を追及する準備として再び数学的
内容を中心に学ぶ。空間を把握していくために行列、群、曲面の基本について学び、多様体とという重要な概
念の基本を学習する。物理現象が連続していくためファーバーや接続をはじめリーマン多様体は現実の物理現
象の舞台になる。多様体上での微分形式は複雑になる物理の概念に統一的なイメージを構成する手助けにな
る。第 5部では本部のリーマン多様体から計量を導入して相対性理論へと接続していく。本部は未完成部分が
多く、今後加筆修正する予定である。参考文献を見て学習に役立ててほしい。

1 群

1.1 群

定義 1. 群
群 (group)であるとは Gが次の条件を満たす場合をいう。[9]

• 集合 Gの任意の元 a, bに対し、積 abが定義され、abも Gの元である。

• 集合 Gの任意の元 a, b, cに対し、結合律 a(bc) = (ab)cが成り立つ。

• 集合 Gには単位元が存在し、全ての元 a ∈ Gに対し、ae = ea = aが成り立つ。

• 集合 Gには逆元が存在し、任意の a ∈ Gに対し、aa−1 = a−1a = eが成り立つ。

また群にふくまれる元の数を位数 (order)という。

定義 2. 部分群
H が Gの部分群 (subgroup)であるとは Gが次の条件を満たす場合をいう。

• h1, h2 ∈ H → h1h2 ∈ H

• h ∈ H → h−1 ∈ H

2つの群 G,G′ があり g ∈ G, g′ ∈ G′ の間に 1対 1の対応があり、

g1g2 = g ∈ G↔ g′1g
′
2 = g′ ∈ G′ (1.1)

が成り立てば同型であるという。また Gと G′ の対応において全ての要素の行き先が決まっていれば全射

あり、

かつ 1対 1の対応があれば全単射である。

定義 3. 準同型写像
Gと G′ への写像 f が全射であり

f(gi)f(gj) = f(gigj) : gi, gj ∈ G (1.2)

を満たす時、f を準同型写像 (homomorphism)という。
この時次のように表現する。

G ∼ G′ (1.3)
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特に f が全単射であれば同型写像 (isomorphism)という。
また群 Gから G自身への準同型写像を bb(automorphism)という。
次の図のように Gと G′ への準同型写像 f によって G′ の単位元 e′ に写像されるようなRの元の集合 Kを
写像 f の核 (kernel)という。

図 1.1: 単位元への写像 核

ForGの元 aに対して

gag−1 ∈ G (1.4)

となる元 aを共役類 (conjugacy_class)という。共役類には推移則が成り立つ、すなわち

b = gag−1, c = hbh−1 (1.5)

であれば

c = hbh−1 = hgag−1h−1 = hga (hg)
−1 (1.6)

となるので a, bと b, cが共役なら cと aも共役になる。元 bが aの共役類に属していれば bの共役類は aの共

役類と一致し、逆に元 bが aの共役類に属さなければ 2つの共役類は完全に分離していて共通の元を持たない。
また

b = gag−1, c = gbg−1 (1.7)

であれば

bc = gag−1gbg−1 = gabg−1 (1.8)

となり積も同じ部分群に属する。そこで

gHg−1 = H (1.9)

となる部分群H を正規部分群、または Gの不変部分群 (inuariant_subgroup)という。
不変部分群は部分群でありながら類の和になっている。

1.1.1 群の作用例 [50]

　ここでいくつかの群の作用例をみていこう。

例１：置換群

　単純な 1, 2, 3, 4の点列をとると、この順序で 4!の要素を持つ群をつくれる。

この時図のような置換を考えるとこれは前節の群の条件を満たす。

g =

(
1 2 3 4

2 3 1 4

)
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図 1.2: [50]より

例 2：位数群
図のように 2πを n等分することを考えるとこれも群の条件を満たす。これは order n群という。

図 1.3: [50]より

例 3：連続群
これまでは不連続な要素であったが、次のような θも次のように区間を限定すれば 1対 1に対応し、群の条
件を満たす。

0 ≤ θ ≤ 2π

図 1.4: [50]より

例 4：距離
次の図のような直線上に原点を決め、そこからの距離を定義すれば次の区間

−∞ < a <∞

の範囲で 1対 1に対応し、aは群の条件を満たす。

図 1.5: [50]より
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例 5：実数と複素数
0を含む実数、複素数は群になり、積の恒等演算子は 1で、和の恒等演算子は 0である。
例 6：行列
行列式が 0ではない n × nの正方行列は行列の積が GL(n, r)と呼ばれる一般線型群になる。もし、行列式

が 1であれば特殊線型群をなし、SL(n, r)で表す。また、ユニタリ行列 U(n)も同様に群をなす。

1.1.2 可換群

　群の条件に

gi ◦ gj = gj ◦ gi, ∀gi, gj ∈ G

が成り立てば可喚群 (abelian group)という。
写像で表すと

f : X → Y

g : Y → Z

において合成写像

g ◦ f : X → Z (1.10)

が定義できる。次の写像の合成図式においてどの集合間の写像も合成の仕方に依存しない時、その図式は可

換であるという。

X f
−→

Y

↓j ↘k ↓g
W h−→ Z

(1.11)

この時、

g ◦ f = j ◦ h = k (1.12)

が成り立つ。

1.1.3 基底 [50]

　群だけではなく、ベクトル場や代数においいては基底が重要でそれぞれで表現が異なる。そこで基底がそ

れぞれの場合にどう表現されるかを見ていこう。

1.群の場合　次のように群を表す。
gk = gi1gi2 · · · gis

これらが積について群をなしていると、生成子 (generators)と呼ばれる群演算子をつくることができる。例
えば前節で見た置換演算子が簡単な例で P4 は 4! = 24の要素を持つが、基底となるのは P12, P23, P34 の 3つ
である。
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図 1.6: [50] より

　

2.場の場合
　例えば 4元数 (λ0 = 1, λ1, λ2, λ3)を用いて

q = q01 + q1λ1 + q2λ2 + q3λ3

で表すことができる。

2.　ベクトル場の場合
　次のような、列ベクトル (N × 1行列)を単位ベクトルとして基底をとる。

e1 =


1

0
...
0

 , e2 =


0

1
...
0

 , · · · en =


0

0
...
1


3.　代数の場合
　例えば次のような演算子 □を用いて

ei□ej =
∑

Ckijek

と表すことができ、Ckij は構造定数である。

例えば任意のベクトルが

A =
∑

αiei

B =
∑

βjej

とすると □は双線型で

A□B =
(∑

αiei

)
□
(∑

βjej

)
=

∑
i

∑
j

αiβjCkijek

で表すことができる。

5



1.1.4 環

環Rとは群の性質を満たし、加法についえ可換群でありさらに乗法について次の演算が成り立つものをいう。

• 環Rの任意の元 a, b, cに対し、結合律 a(bc) = (ab)cが成り立つ。

• 環Rの任意の元 a, b, cに対し、左分配律 a(b+ c) = (ab) + (ac)が成り立つ。

• 環Rの任意の元 a, b, cに対し、右分配律 (b+ c)a = (ba) + (ca)が成り立つ。

さらに次を満たせばユニタリ環という。

• a 1 = 1 a

環Rとは群の部分集合 I が加法について閉じていて

x ∈ R, y ∈ I → xy, yx ∈ I (1.13)

である時、I を両側イデアルという。イデアル I が与えられると環Rに次の関係で

x− y ∈ I (1.14)

同値関係を定義できる。これにより同値類がつくられ重要な剰余環

R/I (1.15)

が定義できる。

環の例としては有理数全体の集合 Q複素数全体の集合 C、さらに正の整数 nを法として整数の集合 Z/nZ

も環をなす。

環準同型とは環における乗法と加法に対して可換な写像 f である。

• f(a+ b) = f(a) + f(b)

• f(ab) = f(a)f(b)

• f(1) = 1

準同型の核はイデアルになり次の準同型定理が成り立つ

• R/Ker f と img f とは互いに同型である。

可換環であり加群としての構造と両立する積の構造をもてば多元環という。多元環と準同型であるためには

• f(ax+ by) = af(a) + bf(y)

• f(xy) = f(x)f(y)

Gが群であり G上の自己準同型 f,gに対し

f(x)g(y) = g(y)f(x) (1.16)

がどんな x, y ∈ Gに対して成り立つなら fと gは加法可能であるといい、

(f + g)(x) := f(x)g(x) x ∈ G (1.17)

とおける。さらに Gが可換群であれば G上の自己準同型の全体を End(G)と書き、End(G)で加法が定義

され、これが環になる。

これを Gの自己準同型環という。
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1.1.5 体 (filed)

集合 Fがを満たすとき、Fを体 (field)という。

• 体 Fの任意の元 a, b, cに対し、和の結合律 a+ (b+ c) = (a+ b) + cが成り立つ。

• 体 Fの任意の元 a, b, cに対し、和の交換律 a+ b = b+ aが成り立つ。

• ForFの任意の元 a, b, cに対し、積の結合律 a(bc) = (ab)cが成り立つ。

• 体 Fの任意の元 a, bに対し、積の交換律 ab = baが成り立つ。

• 体 Fの任意の元 a, b, cに対し、分配律 (a+ b)c = ac+ bcが成り立つ。

• 体 Fの任意の aに対し、零元の存在 0 + a = aが成り立つ 0 ∈ Fがただ１つ存在する。

• 体 Fの任意の aに対し、単位の存在 1a = aが成り立つ 1 ∈ Fがただ１つ存在する。

• 体 Fの任意の aに対し、逆元の存在 aa′ = 1が成り立つ a′ ∈ Fがただ１つ存在する。

• 体 Fの任意の aに対し、負元の存在 a+ a′ = 0が成り立つ a′ ∈ Fがただ１つ存在する。

1.1.6 加群

定義 4. 部分群
　 xを群 Gの元として n ∈ Zに対して nxは n > 0の時、

n︷ ︸︸ ︷
x+ · · ·+ x

を表し、n = 0ならば

0x = 0

である。Gの r個の元 x1 · · ·xr について

n1x1 + · · ·nrxr (ni ∈ Z, 1 ≤ i ≤ r)

は Gの部分群になる。これをH で表すと

H は生成元 x1 · · ·xr で生成される Gの部分群であるという。

有限個の xi から生成されれば有限生成という。

定義 5. 自由加群
特に

n1x1 + · · ·nrxr = 0

が成り立つのが

n1 = · · · = nr = 0

であれば 1次独立という。個数 rの 1次独立な元から成り立てば階数 rの自由加群（アーベル群）という。
特に次のように表されれば階数 rの自由加群である。

r︷ ︸︸ ︷
Z⊕ · · · ⊕ Z
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1.1.7 巡回群

定義 6. 巡回群
　 Gが 1つの元 xで生成されると

G = {0,±x,±2x, · · · }

とかけて、この Gを巡回群という。任意の n ∈ Z− {0}に対して

nx ̸= 0

ならば、無限巡回群になる。

Gが巡回群で

f : Z→ G; f(m) = mx

となる f を準同型写像とする。（f は全射だが、単射であるとは限らない）

このとき Gは次の商群と同相になる。

G ≃ Z/ ker f (1.18)

N をNx = 0であるような最小の自然数とし

ker f = {0,±N,±2N, · · · } = NZ

となるので、

G ≃ Z
NZ
≃ ZN

と表される。従って Gが無限巡回群であれば

ker f = {0}

であり、

G ≃ Z

となる。また、有限巡回群であれば

G ≃ ZN

になる。

有限生成のアーベル群を Gとすると Gの r個の生成元の中から

H ≃ k1Z⊕ · · · ⊕ kpZ

とかければ Gの階数を rとして

G ≃
r︷ ︸︸ ︷

Z⊕ · · · ⊕ Z⊕Zk1 ⊕ · · · ⊕ Zkp

と表すことができる。この証明はm = r + pとして写像 f を

f :

m︷ ︸︸ ︷
Z⊕ · · · ⊕ Z→ G

として全射準同型

f(n1 · · ·nm) = n1x1 + · · ·nmxm

と表すことができるとする。式 1.18から
m︷ ︸︸ ︷

Z⊕ · · · ⊕ Z
ker f

≃ G
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であり、ker f は
m︷ ︸︸ ︷

Z⊕ · · · ⊕ Z

の部分群なので生成元をうまく選べば

ker f ≃ k1Z⊕ · · · ⊕ kpZ

とできる。よって

G ≃
m︷ ︸︸ ︷

Z⊕ · · · ⊕ Z / ker f

≃
m︷ ︸︸ ︷

Z⊕ · · · ⊕ Z /k1Z⊕ · · · ⊕ kpZ

≃
m−p︷ ︸︸ ︷

Z⊕ · · · ⊕ Z⊕Zk1 ⊕ · · · ⊕ Zkp

となる。

1.1.8 ねじれ加群

定義 7. ねじれ元
MをRの加群として 0M をM の零元として、M の元 xが自由元であるとは r ∈ Rに対して

rx = 0M → r = 0R

が成り立つことをいう。これは xがR上で 1次独立であることと同じである。
元 xがねじれ元であるとは

rx = 0M → r ̸= 0R

が成り立つ場合である。

例えば自明であるのは xが零元 0M の場合である。

1.1.9 剰余類

定義 8. 剰余類
群Gの部分群Hのある元 g ∈ Gを右から掛けて得られる集合Hgを群GのHによる右剰余類 (right coset)、
また同様に左から掛けて得られる集合 gH を左剰余類 (right coset)という。

剰余類が異なれば共通の元を持たない例えば g1 ̸= g2として、右剰余類Hg1,Hg2に共通な元 hg1, h
′g2があ

るとすると

hg1 = h′g2 h, h′ ∈ H (1.19)

が成り立つことになるがこれは

g1 = h−1h′g2 h−1, h′ ∈ H (1.20)

とすることができるので g1 ̸= g2 としていることに反する。

これから剰余類を使うと次の図のように Gを分割することができる。
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図 1.7: Gの左剰余類による分割

G = H ∪Hg1 ∪Hg2 ∪ · · · g1 ̸= g2 ̸= g3 · · · (1.21)

これは右剰余類を用いても同様である。しかし不変部分群であれば

gHg−1 = H (1.22)

が成り立つので gH = Hgであり両者は区別できない。また、群が積については閉じていたので不変部分群

であれば

(hgi) (h
′gj) = hgih

′gj

= hh′gigj

= h′′gigj h, h′, h′′ ∈ H

となるので次が成り立つ。

定義 9. 商群

(Hgi)(Hgj) = Hgigj (1.23)

とすることができる。同じ剰余類はまとめてしまうことができるのでこのような群を剰余類群 (residue class group)
または商群 (quotient group)ともいい次のように表す。

G/H (1.24)

この剰余類群の単位元は不変部分群H である。一般に群 Gから剰余類 G/H の上への写像を

f : G→ G/H; f(gi) = Hgi (1.25)

とすると式 1.23より

f(gi)f(gj) = f(gigj) (1.26)

が成り立つので f は準同型写像であるといえる。よって Gと G/H は準同型である。

この時、不変部分群 Hは写像 f の核になっている。次の準同型定理が成り立つ。

定義 10. 準同型定理
Gと G′ が準同型であれば準同型写像 f : G→ G′ の核をH とするとH は Gの不変部分群である。

そこで剰余類群G/H からG′の上への写像 f̄ : G/H → G′を f̄(Hgi) = f(gi)と定義すれば f̄ は同型写像で

ある。

従って G/H ∼ G′ である。
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1.2 変換群

定義 11. 一般線形変換群
n次元正則行列は行列式が 0ではなく、逆行列を持つ。また行列の積

(AB)ik =
∑
j

AijBjk (1.27)

に関して閉じていてこのような集合も群を成し、これを一般線形変換群 GL(n,C)という。

群 Gと群 V があり、行列 Gが存在するとき、

定義 12. 表現
群 Gから群 V (y)の中への準同型写像Dを行列 Gの表現という。

n行 n列の正則行列D(gi)が与えられていて群の元に

gigj = gk (1.28)

に対応して

D(gi)D(gj) = D(gk) (1.29)

D(g−1) = D(g)−1 (1.30)

D(1) = 1 (1.31)

が成り立っている場合Dを群 Gの表現という。

また行列のサイズ nを表現の次元という。

また、

定義 13. 忠実な表現
1次変換Dの作用するベクトル空間を表現空間といい、D(gk)を表現行列という。

群 Gとの対応は 1対 1とは限らないが 1対 1であれば忠実な表現という。

群 Gに 2つの表現がるとき、

定義 14. 同値変換

群 Gの 2つの表現D,D′ が正則行列 V によって

D′(g) = V −1D(g)V (1.32)

で結ばれていればD′ とDは同値であるといい。この変換を同値変換という。

さらに

定義 15. 可約、既約
この同値変換によってD′ を次のようにブロック対角化できれば

D′(g) =

(
D1(g) 0

0 D2(g)

)
(1.33)

表現Dは可約 (reducible)という。可約ではない表現は既約 (irreducible)という。
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定理 1. Schurの定理
群Gの表現Dが既約であるために必要十分な条件は全てのD(g) (g ∈ G)と可換な 1次変換Aが a1 (a ∈ C)
に限られることである。

これは Schur’s Lennmaである。

Proof. 証明
次のように簡単に証明する。

1は単位行列、aを固有値として

B = A− a1 (1.34)

とすると

det(B) = det(a− a) = 0

である。この時全ての g ∈ Gに対し、

BD(g) = D(g)B

をみたすので B は同型写像であるか B = 0である。しかし、det(B) = 0なので同型写像ではない。

よって式 1.34から

A = a1 (1.35)

逆に十分条件は表現Dが既約ではないときは全てのD(g)と可換であって A = a1でないものがあることを

いえばよい。

Dが可約である時は既約な不変部分空間 V の和で表すことができて任意のベクトル xは次のように表すこ

とができる。

x = x1 + x2 + · · ·+ xn xi ∈ V (1.36)

そこで V 上の 1次変換を

Ax = a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn (1.37)

とするとこのAは全てのD(g)と可換であるがA = a1ではない。従って Schur’s Lennmaが証明できた。

これは既約な表現であるということと固有ベクトルの可換性が密接に関係していることを示している。

1.2.1 陰関数定理

定理 2. 陰関数定理
　関数 F (x, y)は点 p(a, b)のある近傍 U ⊂ R2 で連続微分可能であり、

F (a, b) = 0

∂F

∂y
= Fy(a, b) ̸= 0

の時、十分小さい aの近傍 (a− δ < x < a+ δ)にいて

F (x, f(x)) = 0

を満たす連続な陰関数 f(x)が唯一存在し、

f ′(x) = −Fx(x, f(x))
Fy(x, f(x))

を満たす。
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Proof. これは

F (x, f(x)) = 0

を xで微分すれば y = f(x)とおいて

Fx(x, f(x)) + Fy(x, f(x))f
′(x) = 0

から簡単に得られる。

つまり、陰関数とを零点を満たす時の x, yの関係である。

図 1.8: コーンの切り口の角度によっては双曲線、楕円、放物線などの陰関数が得られる。

1.2.2 ユニタリ変換

複素ベクトル空間において内積 (u, v) を一定に保つような 1 次変換を考えるとこれをユニタリ変換 (uni-
tary transformation)という。変換行列を U とするとベクトルの成分は

u′i =

n∑
j=1

Uijuj

v′i =

n∑
j=1

Uijvj

とおける。内積が保存される時

(u′i, v
′
i) =

n∑
j,k

(∑
i

Uij · Uik

)
uj · vk = (u, v) (1.38)

が成り立つ必要がある。よって

∑
i

Uij · Uik = δjk (1.39)

が成り立つ。
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定義 16. ユニタリ群
そこで U の転置複素共役な行列をエルミート共役 (Helmite conjyugate)な行列を U† とすると

(
U†)

ji
= U∗

ij (1.40)

となるので式 1.39が成り立つためには

U†U = UU† = 1 (1.41)

である必要があるため、

U† = U−1 (1.42)

という関係が成り立つ。

つまりユニタリな行列はエルミート共役が逆行列になっている時であり、この時この行列をユニタリ行列

(unitary matrix)という。
この変換によって内積は変化しない。

ユニタリ行列の積も内積を保ち、単位元、逆元も存在するのでこの行列の集合が群をつくる。

これを n次元ユニタリ群 (unitary group)といい U(n)で表す。

たユニタリ変換 U の行列式は ϕを実数として

detU = eiϕ (1.43)

と書ける。

さらに、次の場合は今後重要になる。

定義 17. 特殊ユニタリ群
この群の中で行列式が 1のものは特殊ユニタリ群 (spcial unitary group)といい SU(n)で表す。

特殊ユニタリ群は一般には非可換で

U1U2 ̸= U2U1 (1.44)

となる。SU(n)はエルミート行列 Ta, (a = 1, 2, · · ·N2 − 1)として

U = exp

iN2−1∑
a=1

θa(x)Ta

 ≡ exp(iθ) (1.45)

とかける。

Ta はN ×N リー代数を満たす。行列式が 1になるので次元は 1つ減る。

定義 18. 特殊直交群
複素空間を実空間にしぼると内積の不変性は式 1.39から転置のみ関係

OTO = OOT = 1 (1.46)

となる。この行列 Oを直交行列 (orthogonal matrix)といい。
この行列も群をつくり、直交群 (orthogonal group)といい O(n)で表す。

また特に行列式が 1となる場合は回転を表し、特殊直交群 (special orthogonal group)SO(n)という。

さらに、特殊ユニタリ群の中で

定義 19. 随伴表現
SU(N)の表現行列の内その次元が n = N のものを基本表現、次元が n = N2 − 1のものを随伴表現という。
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1.2.3 量子力学

対称性を保つ変換は一般に群をつくる。これは量子力学の中でも見ることができる。

シュレディンガー方程式は

Hϕ = Eϕ (1.47)

で与えられるような場合を考える。

この物理系が uだけ平行移動する場合は一般に

ϕ′(r) = ϕ(r− u) (1.48)

であるから平行移動の演算子を U とすると

U(u)ϕ(r) = ϕ(r− u) (1.49)

が成り立つことになる。そこで ϕ(r− u)をテーラー展開すると x方向の変位のみ考えれば

ϕ(r− u) =

(
1− u ∂

∂x
+
u2

2!

∂2

∂x2
− · · ·

)
ϕ(r)

= exp

(
−u ∂

∂x

)
ϕ(r)

となるので一般には

ϕ(r− u) = exp (−u · ∇)ϕ(r) (1.50)

である。量子力学では

p = −iℏ∇ (1.51)

であることから演算子 U が

U(u) = exp(−iu · p/ℏ) (1.52)

で与えられこれはユニタリ演算子である。よって

U(u)t = U(u)−1 (1.53)

である。よって平行移動後も同じシュレディンガー方程式を満たすとすると式 1.47より
左から U(u)を作用させて

U(u)Hϕ(r) = U(u)Eϕ(r)

U(u)HU(u)−1ϕ′(r) = Eϕ′(r)

となるので次が成り立つ必要がある。

U(u)HU(u)−1 = H (1.54)

式 1.52から式 1.55の交換関係は次と同等である。次と同等である。

[U(u),H] = 0 (1.55)

つまり交換積が 0になることには次の図のような関係がある。
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図 1.9: [U(u),H] = 0を満たす関係

次に微小回転 δθについても同じように示すことができる。微小回転の演算子として U を定義しなおせば

先と同じようにテーラー展開を施して

U(δθ)ϕ(r) = ϕ′(r)

= ϕ(r− δθ × r)

=

{
1− (δθ × r) · ∇+

1

2!
((δθ × r) · ∇)2 − 1

3!
((δθ × r) · ∇)3 + · · ·

}
ϕ(r)

となるが一般に

(δθ × r) · ∇ = δθ · (r×∇) (1.56)

が成り立つので

yeginalign∗U(δθ) = exp(− i
ℏδθ · L)L = −iℏr×∇align∗

よって空間回転の不変性は

[L,H] = 0 (1.57)

となり、よく知られた角運動量保存則である。

一般に波動関数 ϕに対してユニタリ変換 U がH と可換であれば U の固有値は保存される。

物理系は U のもとで不変であり、この変換が群をなすのである。例えばH と可換な変換の集合を

G = {U, V,W, · · · } (1.58)

のように無数におくと

(UV )H (UV )
−1

= UV HV −1U−1 = H (1.59)

が成り立つので積 UV も同じ群 Gの要素である。平行移動全体の群は並進群、回転運動全体の群は回転群

と呼ばれる。

このような連続的な変換に対し、不連続な変換の例として空間反転 P と時間反転 T がある。どちらも 2回
繰り返すと元にもどることから

P 2 = 1

T 2 = 1

を満たす。例えばシュレディンガー方程式 1.47は ϕ∗(r,−t)についても同じように成り立つので

Tϕ(r, t) = ϕ′(r, t) = ϕ∗(r,−t) (1.60)

のように時間反転と共に複素共役をとる演算子である。このような演算子は反ユニタリ演算子 (antiunitary)
とよばれる。
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2 位相空間

現代では数学的な空間は位相空間をさす。多様体は任意の場所に局所座標系をつくれるような空間とみな

せる。

この空間についてここで学んでおく。重要な役割を開集合が果たす。

これは空間を分けようと考えた時に、閉集合でわけようとすると、どうしも共有部分が出てくる事情がある。

閉集合は後に見るように開集合の補集合として定義する。

これは興味あることに境界のない様々な開集合を無限に足し合わせると境界が見えてくることでもある。

我々の外には境界が明瞭としてあるが、内を見ると悶々とするのはこのせいだろうか。

2.1 位相空間

極限をとるという操作が開集合に対しては無限に続けられる。まず、連続性の定義から次の ϵδ 法を見てお

こう。

2.1.1 イプシロン-デルタ法 [32]

f は n次元 R空間から Rへの関数とし、ここで次の意味を考えてみる。

lim
x→x0

f(x) = y

これは連続性の定義でもある。

f(x)x ∈ Rは連続であるとは、微小な ε > 0についてある δ > 0を選んで全ての yについて

|y − x| < δ

とおければ

|f(x)− f(y)| < ε

が成り立つことであった。そこで次の図のように εの誤差をもって x− δ, x+ δの定義で f(x)が定義される

とき、

εをどこまでも小さくとることができるなら連続である。こえは開集合となじみやすい。

図 2.1: 連続性

例えば次のような f 軸上に飛びのある関数を用意する。

f(x) =

−x+ 1 (x ≤ 0)

−x+ 1
2 (x > 0)
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図 2.2: x = 0で飛びのある関数

この関数の引数に通常の変数に変えて変数の領域を入れることを考えよう。

例えば f 軸上の (5, 17)の開集合に対応する x軸上の開集合は f が単調増加なので

f−1{(5, 17)} = (−16,−4)

と対応している。しかし、f = 1周辺の f 軸上の集合を値域として ϵ, δ法を用いると x = 0で特別なことが

起きる。

ϵ > 0とすると f = 1周辺の開集合 (1− ϵ, 1 + ϵ)の値域は f の逆関数によって

次の定義域に写される。

f−1{(1− ϵ, 1 + ϵ)} = (−ϵ, 0]

のように定義域は −ϵは含まないが 0は含まれる集合になる。つまり、開集合が開集合に写らない。

2.1.2 境界と内部

次のようにX 上の位相空間 T を

T = (a, b)× (c, d)

とおく。開区間 U ∈ X と閉区間 Ū を次のようにおく。

U = (a, b), Ū = [a, b]

図 2.3: 境界と内部

この時、X − U は閉区間になる。また、X − Ū は次のようになる。

(−∞, a) ∪ (b,∞)
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また、U が部分開集合 Oα の和で構成されてるとき

U0 = ∪αOα

として U0 は境界を含まない内部である。よってもし、U が開集合であれば U0 = U である。

ここで境界集合を次で定義する

b(U) = Ū − U0

例えば U0 = (a, b), Ū = [a, b]であれば

Ū − U0 = {a, b}

のように点要素が出てくる。これから空集合を ϕとして

U ∩ b(U) = ϕ⇔ U isOpen

b(U) ⊂ U ⇔ U isClosed

となることがわかる。

2.1.3 同一視

はじめに同一視という方法を幾何的に見る。次の図のように可縮な折り紙を記号の向きに沿って張り合わせ

ることを考えよう。

次の左図のように aa, bbを矢印を合わせて貼り付ける。すると球面 S2 ができる。

ところが右図のように張り合わせるとメビウスの帯ができる。これらはどれも aと a、bと bを同一視して

いるわけである。

しかし張り合わせかたによってねじったり、ねじらなかったりできるわけであるがこれが第 2部で学んだ接
続という概念の必要性になる。

図 2.4: 左 S2 右はメビウスの帯で表裏がない

ねじりが加わることで表裏がなくなる例を次のクラインの壺でも見ておこう。

図 2.5: 左 T 2 右はクラインの壺で表裏がない

さらに物理ではよく登場する射影空間を見てみよう。原点を通る線分群の端点を同一視して得られることを

見たがここでも球面を作成する時にひねりを加えるとできる。次の図が射影平面RP 2 を作る過程である。

19



図 2.6: 射影平面RP 2

この射影面を見ると切り込みがあるように見える。これを自己交差と呼ぶ。この自己交差は第 1部で学んだ
リーマン葉と関係している。下の図は複素数を zとした

√
zのリーマン葉を表している。

この空間上では図の右のように点 pから出発すると θ = 2πの回転で点 rに行く。
この点は図では点 Pの近傍に見えるが途中の q点の方が pには近い。元の p点に戻ろうとすると θ = 4πの

回転が必要である。

図 2.7:
√
zのリーマン葉

このように近い、遠いは距離を定義しないと論議にならない。

しかし、厳密に距離を定義すると自由に引き伸ばしたり、縮めたりができない。

伸長を許す曖昧な距離の定義はできないものか？古来からとりあえず近くのものは囲めるという着想がある。

これを数学的に表現したものが次の位相空間 (topological space)の定義になる。
位相を的確に表現することができないので次の定義でごまかすことにする。

2.1.4 定義

集合X の開部分集合族 θが次の条件を満たせばX と θの組 (X, θ)を位相空間という。

1. ∅, X ∈ θ

2. U1, U2 ∈ θ → U1 ∩ U2 ∈ θ

3. Uλ ∈ θ →
∪
λ∈Λ Uλ ∈ θ

これを文章にすると次のようになる。

1. 全体集合と空集合は開集合である。

2. 開集合の有限個の共通部分も開集合である。

3. 開集合の任意個の和集合も開集合である。

この条件によりX は単なる集合ではなくて開集合族 θが備わったことになる。

つまり、位相空間は集合と、その組み合わせを全て網羅したようなものである。

集合とは異なるので注意がいる。例えば数直線Rに通常と異なる位相 θをいれてみる。

実数 aに対して、

Ua = {x ∈ R|a < x}
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とおくと、これは aより大きな集合全体でRの部分集合である。そこで

θ̃ = {Ua}a∈R ∪ {∅,R} (2.1)

とすれば、これで位相の条件を満たす。よって (R, θ̃)は 1つの位相空間である。
しかし、開区間 (a, b)をとると、たとえ実数R内であっても、実数全体ではないので θ̃に属さない。

さらに、Ua でもないので開区間 (a, b)は開集合ではない。ことになる。

また、(R, θ̃)の空ではない開集合はR自身か Uα になる。これは 2つの空でない開集合は必ず交わる
という性質をもつ。

定義 20. 開集合
開集合族 θは全てではないがX の部分集合を適当に集めたものであるから

U ∈ θ → U ⊂ X

が成り立つのではじめの条件は θの元 U は開集合 (open set)という。

2つ目の条件は開集合の交わりもまた開集合になることを表しているし、3つ目の条件は任意の開集合を合
併しても開集合になることを表す。これに対して閉集合は開集合の補集合として定義される。

さて、ここで重要なのは無限で考えた時の交わりと合併の違いである。

例えば n ∈ Nとして次のような開区間の族を定義する。

Un =

(
0, 1 +

1

n

)
=

{
x ∈ R|0 < x < 1 +

1

n

}
無限大で合併すると

∞∪
n=1

Un = (0, 2) = {x ∈ R|0 < x < 2}

となり開区間であるが、交わりは

∞∩
n=1

Un = (0, 1] = {x ∈ R|0 < x ≤ 1}

となり、無限個では開区間にならない。無限個で境界が生じるのである。

図 2.8: 無限個の場合、図の下のように
∩∞
n=1 Un = (0, 1]が成り立つ

具体的に次のような例を考えよう。集合X{1, 2, 3}の場合を次の図に示す。

図 2.9: 集合{1,2,3}における、開集合の公理を満たす部分集合の族や満たさない族の例。
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上二段の例はそれぞれ開集合の公理を満たしているが、最下段の例は、左側は{2}と{3}の和集合である{2,3}
が入っていないため、右側は{1,2}と{2,3}の共通部分である{2}が入っていないため、どちらも開集合の公理を
満たしていない。

2.1.5 位相の強弱

集合X に O1 と O2 の位相が与えられて、

O1 ⊂ O2

であれば O1 ∈ X であれば、自動的に O2 ∈ X となる。そこで、この時 O1 は O2 より弱い位相という。

つまり、含まれる開集合の数が強さを決める。少なければ弱くなる。

例えば前節のX = {1, 2, 3}と空集合 {∅}のみからなる集合は密着集合と呼ばれ、最弱の位相になる。

2.1.6 部分空間 [118]

図のように (X, θ)を位相空間とし、AをX の任意の部分集合とする。

この時、次のように A自身をひとつの位相空間とみなすことができる。

まず、Aの部分集合族 θA を次のように定める。

θA = {U ∩A|U ∈ θ}

すなわち、X の開集合 U と Aの共通部分 U ∩Aで表される Aの部分集合を全部集めたものが θA である。

図 2.10: [118]より：部分空間

この時 θA を X の位相 θ から導かれた Aの相対位相と呼び、位相空間 (A, θA)を位相空間 (X, θ)の部分空

間という。

この空間から物理現象を表現していくことができる。それは数学的には、微分や積分を定義していくことに

なる。

そこで U はRm 上の開集合として、f を U 上の実数値関数 a(a1, · · · am)で 1点を表す。これは位置ベクト
ルのようなものである。

これからパラメタ tを用意して、偏微分を次のように定義する。

lim
∆t→0

f(a1 · · · , ai + t, · · · am)− f(a1 · · · , am)

t
≡ ∂f(a)

∂xi
(2.2)

これはある、単位ベクトルの係数みたいなものであることに注意する。微分係数はスカラーであれば

df

dx
= lim

∆x→0

f(x+∆x)− f(x)
∆x
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だから偏微分の表現にはある方向が意味されていることがわかる。

単位ベクトル ei = (0, · · · 0, 1, 0, · · · 0)は i成分のみ 0ではないので

tei = ∆xi

として、図のように開集合 U の中に直線を引くことになる。

図 2.11: [118]より：U 内につくる直線

よって

(a1 · · · , ai + t, · · · am) = (a1 · · · , am) + (0, · · · , t, · · · 0)

= a+ tei

とかける。つまり a+ teiはある成分 xiにのみスカラー値 tの変化量を与えるので、この方向のみを見れば

これを x′i とみなせる。

従って関数 f の変化量は

df(xi) = f(x
′

i)− f(xi) = f(a+ tei)− f(a)

となる。しかし、

dxi = x′i − xi = a+ tei − a = tei

は xI 軸方向のベクトルである。てこの大きさが常に |dxi| = tであるから、式 2.2は

lim
t→0

f(a+ tei)− f(a)
t

となり、a+ tei は点 aを通り、ベクトル ei に平行なRm 内の媒介変数表示である。よって

∂f(a)

∂xi
=

d

dt
f(a+ tei)|t=0

とかける。i成分と異なる j 成分においても

dxj = tej

なので

dxj · dxi = 0

であるが

|dxj | = dxi| = t

であり、このパラメタ tが領域 U に対して一様に決められていることになる。

ここでの導関数の定義は r ≥ 1に拡大することができ、高次の導関数を導く。この微分可能な関数を Cr 級

関数という。
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2.1.7 商位相 [118]

位相空間を (X, θ)とし、単なる集合として Y を用意する。X から Y への上への写像

f : X → Y

が与えられているとする。X の位相 θと、この写像 f を用いて、集合 Y の上に新しく位相をつくることを

考える。

そこで Y の部分集合族 θf を

θf =
{
U ⊂ Y |f−1(U) ∈ θ

}
で定義する。よって Y の部分集合族 U が θf に属する必要十分条件は θに逆像 f−1が存在することである。

f−1(U)は開集合になるｌことを以下で示せば θf は位相空間とみなせる。

C を Y の閉集合とすると Y − C が開集合になる。よって

f−1(Y − C)

がX 上の開集合である。この時

f−1(Y − C) = X − f−1 (C)

とかける。よってこれが開集合なら f−1 (C)はX の閉集合でないといけない。

逆に C が Y の閉集合であれば f−1 (C)がX の閉集合になると仮定する。

U が Y の開集合なら Y −U は Y の閉集合になる。そこで C = Y −U として仮定を利用すると f−1(Y −U)

はX の閉集合になる。

よって

f−1(Y − U) = X − f−1(U)

が閉集合だから f−1(U)は開集合になる。

そこで θf をX → Y による θの商位相 (quotient topology)という。
位相空間 (Y, θf )を (X, θ)の商空間という。

2.2 連続と連結

2.2.1 連続写像

U, V をRm,Rn の開集合とする。写像

f : U → V

が点 a ∈ U で連続であるとは U 内の任意の点列 {xn}∞n=1 について

lim
n→∞

xn = a→ lim
n→∞

f(xn) = f(a)

が成り立つことである。
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図 2.12: [118]より：関数の点列の収束

この時 f は連続写像になる。特に V = Rであれば

f : U → R

は実数値連続関数であり、U を f の定義域という。

さらに U, V,W が開集合で

f : U → V, g : V →W

が連続写像であれば合成写像 g ◦ f を

g ◦ f(x) ≡ g(f(x)), (∀x ∈ U)

で定義すれば、合成写像も連続になる。

2つの位相空間 (X, θX), (Y, θY )が定義できると位相空間にも写像

f : X → Y

が定義できる。この時、Y の任意の開集合 U について、その逆像 f−1 が X の開集合になるとき、連続写

像であるという。このようにほとんどの場合逆が存在しないと定義できない。

逆像 f−1(B)は次のように定義できる。

f−1(B) = {p ∈ X|f(p) ∈ B}

つまり、図のように f で写せば Bに入るようなX の点 pの全体からなる集合が f による Bの逆像 f−1(B)

になる。

図 2.13: [118]より：逆像；Bに入らない部分は逆像になれない
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ここで次が連続になるためには

f : (V, θV )→ (W, θW )

U をW の任意の開集合とし、f−1(U)が V の開集合になればよい。そこで任意の点として

a ∈ f−1(U)

をとる。逆像の定義から

f(a) ∈ U

である。ここで U がRn の開集合であることから十分小さな ϵ > 0を選べばN を近傍集合として、

Nϵ (f(a);R
n) ⊂ U

である。

2.2.2 連結

位相空間 X が空でない２つの開集合の非交和に表すことができる時、非連結といい、そうでない時は連結

(connected)である。
これは次のように表すこともできる。

1. 位相空間 Xを交わりを持たない２つの閉集合に分けることはできない。

2. 空集合と X以外に開かつ閉である部分集合は存在しない。

3. 境界を持たない部分集合は空集合と全体集合Xの他にない。

位相空間Xにおいて任意の 2点 a,bを結ぶ道をとることができる時、弧状連結 (path-connected)という。弧
状連結な位相空間は常に連結である。

a,bを結ぶ道 (path)とは

f(0) = a, f(1) = b (2.3)

を満たす単位閉区間 [0, 1]から Xへの連続写像 f のことである。よって

sin

(
1

x

)
は連結であるが弧状連結ではない。Rn,Cn の連結な開部分空間の集合は弧状連結である。

有限集合を位相に入れても連結性と弧状連結は同値である。

さらに強い意味で弧状連結空間の任意の 2つの点を結ぶ道 f として弧 [0, 1]と像 f [0, 1]との間に同相写像が

とれれば弧連結 (arc-connected)という。
位相空間 Xの部分集合の族 β であるとは開集合 Uの各点 xに対して xを中心とする十分小さい円盤を Bx

とすると

{U} =
∪
x∈X

Bx (2.4)

のように Uを表す。このような全て開集合であって Xの任意の開集合Ｕに対して βの適当な部分集合 β′を

とると

U =
∪
β′ (2.5)

を満たせば開基である。
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連結集合からなる開基を局所連結 (locally-connected)という。
弧状連結な部分集合からなる開基は局所弧状連結 (locally-path-connected)である。
Rn,Cn の開部分集合はこの条件を満たす。

n次元ユークリッド空間の部分集合 Uが次の性質を持つ時、Uは yに対し星型であるという。

任意の x ∈ U に対し、線分 lx が

lx = {(1− t)y + tx : (0 ≦ t ≦ 1)} ⊂ U (2.6)

星型であれば

F (x) =

∫
lx

(
∂f

∂x1
dx1 + · · ·+

∂f

∂xn
dxn

)
(2.7)

は全微分

df =
∂f

∂x1
dx1 +

∂f

∂x2
dx2 + · · ·+

∂f

∂xn
dxn (2.8)

を満たす。

2.2.3 ハウスドルフ空間 (Hausdorff space)

物理学の基本として 2つのものを分けられるということはとても基本的である。その基本がハウスドルフ空
間である。

χを位相空間とする。X 上の任意の相違なる 2点 x, yに対して、

U ∩ V = ϕ(空集合)

であるような x の開近傍 U および y の開近傍 V が必ず存在するとき、X はハウスドルフ空間 (Haus-
dorff_space)であるといわれる。以下のような条件がある。

• X における任意のフィルター（または有向点族）の収束先が高々一つである。

• X の任意の一点からなる単集合はその近傍たちの共通分になっている。

• 直積集合X ×X の対角部分集合△ = {(x, x)|x ∈ X}が直積位相に関して閉集合になっている。

実数の集合は、その上に通常定義される位相構造によってハウスドルフ空間になっている。

幾何学などで扱われる位相多様体や距離空間、あるいは解析学などで扱われるノルム空間やその上で弱位相

を考えた空間など様々な空間がハウスドルフ空間になる。

ユークリッド空間やトーラスの表面、球面もハウスドルフ空間になる。

一方で、ハウスドルフ空間にならないのは

• 代数学におけるザリスキ位相を考えた代数多様体や、可換環のスペクトルなどの位相空間はしばしばハ
ウスドルフ空間にならない。

• ハウスドルフ空間の部分空間や直積空間は、ハウスドルフ空間になる。

• しかし、ハウスドルフ空間上で同値関係を考えたときに得られる商空間はハウスドルフになるとは限ら
ない。実際のところ、任意の位相空間はハウスドルフ空間の商として実現できる。

例えば式 2.1の aより大きい実数Rの全体 Uaに空集合とR自身を加えた (R, θ̃)は開集合が必ず交わりを持っ

たからハウスドルフ空間ではない。

ハウスドルフ空間は T1空間であり、その中で一点集合は閉集合になっている。
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さらに、ハウスドルフ空間のコンパクト部分集合は閉集合である。ハウスドルフ空間における 2つの交わら
ないコンパクト部分集合はそれらの近傍によって分離できる。ハウスドルフ空間上で定義された、あるいハウ

スドルフ空間を値域とするような連続写像に関して以下のような性質が知られている。

f : X → Y (2.9)

をハウスドルフ空間への連続写像とするとき、そのグラフ {(x, f(x))|x ∈ X}は直積空間X × Y
式 2.9を写像、X ×X の部分集合

ker(f) = {(x, x′)|f(x) = f(x′)} (2.10)

をその核とするとき、次の性質がある。

• f が連続で Y がハウスドルフならば ker(f)は閉集合

• f が全射開写像で ker(f)が閉集合ならば Y はハウスドルフ

• f が全射連続開写像のとき、Y がハウスドルフであることとKer(f)が閉であることは同値になる

• f, g, X → Y が連続写像で Y がハウスドルフ空間のとき、それらの等化域

eq(f, g) = {x|f(x) = g(x)} (2.11)

X の中で閉じている。とくに、f と gが稠密な集合上一致していたらそれらは全空間上で一致している

ことになる。

式 2.9が全射閉写像でかつ任意の y ∈ Y について f−1(y)がコンパクトであるとする。このときX が閉集合な

らば Y はハウスドルフ空間になる。

式 2.9がが全射開連続写像でX がコンパクトハウスドルフ空間のとき、以下は同値である。

• Y がハウスドルフである

• f が閉である

• ker(f)が閉である

ハウスドルフ空間 (Hausdorff_Space)を多様体上で考える。これは位相空間 X を考え、この位相空間の任

意の要素 x, yについて xの開近傍を U、yの開近傍 V をもってきた場合に

U ∩ V = ∅

図 2.14: U,uの開被覆に x,yは含まれるが zはどちらにも含まれない

となるような U, V が必ずとれればハウスドルフ空間であった。この場合、開被覆であることが重要であり、

境界線がない。

例えば実数の集合はハウスドルフ空間である。また物理で重要な距離空間やノルムの空間はハウスドルフ空

間である。

重要な点は共にハウスドルフ空間である X,Y があってもその商空間 X/Y はハウスドルフ空間になるとは

限らない

28



2.3 計量空間

　位相空間X 内の点 p ∈ X と部分集合 V ⊂ X に対して

p ∈ U ⊂ V

が成り立つような開集合 U が存在すれば V は pの近傍 (neighborhood)という。
　集合X の要素 x, yが”近く”にあるとはどういうことだろうか。

これは点列 (x1, x2, · · · )の収束性が問題になる。位相空間の構造として収束性が第一に重要になる。これを
見ていこう。

複素空間 Cを考える。次の図のように微小半径 ϵで中心 zの円板を考え、点列

z1, z2 · · ·

が zに収束するとし

|zn − z| < ϵ

とする。

図 2.15: 収束する点列 [48]より

この時円板を

Bϵ(z) := {z′ ∈ C| |z − z′| < ϵ}

とするとこの円板は点列をトラップする。これは次のように表現できる。

収束の条件は全ての ∀ϵについて n > n0 となるような n0 が存在し、

zn ∈ Bϵ(z)

を満たす。あるいは最後尾の項

Tn := {zk|k > n}

とし、全ての ∀ϵについて次を満たす n0 が存在する。

Tn0
⊂ Bϵ(z)

が条件となる。このような収束性があれば次の距離が定義できる。

d(x⃗, y⃗) :=
√
(x⃗− y⃗) · (x⃗− y⃗)

これから先の円板も

Bϵ(x⃗) := {y⃗ ∈ Rn|d(x⃗, y⃗) < ϵ}

と書くことができるのでベクトル列 x⃗n → x⃗の収束条件として
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全ての ∀ϵについて n > n0 となるような n0 が存在し、

x⃗n ∈ Bϵ(x⃗)

が成り立つことである。

2.3.1 距離空間

集合 Xと写像 d : X ×X →Rにたして (X, d)が距離空間であるとは次の公理が満たされる場合をいう。

1. d(P,Q) = d(Q,P )

2. d(P,Q) ≥ 0が任意の P,Q ∈ X に対して成り立つ

3. d(P,Q) = 0であるのは P = Qの時で、その時に限る。

4. 任意の P,Q,R ∈ X に対して 3角不等式 d(P,Q) + d(Q,R) ≥ d(P,R)が成り立つ。

　点列の収束からユークリッド平面での距離空間 d(x⃗, y⃗)を決めることができる。

集合X 上の計量を d : X ×X → R,∀x, y, z ∈ X として次の条件を満たすものとする。

d(x, y) = d(y, x)

d(x, y) ≥ 0, = 0, if, and only if, x = y

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y)

2.3.2 コンパクト (compact)

位相空間の部分集合において任意の開被覆が有限部分被覆を持てばコンパクトである。

例えば数直線上の閉区間やユークリッド空間内の有界閉集合はコンパクトである。

また n次元球は通常の位相に対し、コンパクトである。

Oをその開集合系とする位相空間（特に距離空間）

(X,O) (2.12)

の部分集合に対し、

A ⊂
∪
λ∈Λ

Oλ (Oλ ∈ O) (2.13)

となるならば有限個の λn を選び

A ⊂
n∪
k=1

Oλk
(Oλk

∈ O) (2.14)

とすることができれば AはX のコンパクト集合である。

30



2.3.3 積分と体積

U上の n形式を次のようにおく、

ω = fdx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxn (2.15)

この時 n組のベクトルが次のように決まる。区間 Uを次のように微小区間に等分し{
∆x1

∂

∂x1
,∆x2

∂

∂x2
, · · ·∆xn ∂

∂xn

}
(2.16)

ここで {∆xi}は非常に小さい数値とみなせる。そこでこれらの積を

∆x1∆x2 · · ·∆xn =
[
dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxn

](
∆x1

∂

∂x1
,∆x2

∂

∂x2
, · · ·∆xn ∂

∂xn

)
(2.17)

として表すとこの領域の積分が ∫
V

f(x1, · · ·xn)dnx ∼= ω (2.18)

と書ける。

3 写像

3.1 定義

集合X,Y, Z があって、写像 f : X 7→ Y, g : Y 7→ Z がある時、各元 x ∈ X に対して

(g ◦ f)(x) := g(f(x))

を対応させる写像 g ◦ f : X 7→ Z を f, g の合成写像 (composite)という。さらに h : Z 7→ W があれば合成

写像

(h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f) : X 7→W

が成り立つ。特に集合X からX への写像を恒等写像 (idntity mapping)という。次のように idを用いて表

わす。任意の f : X 7→ Y に対して

f ◦ idX = f, idY ◦ f = f

3.1.1 直積・直和

一般に元 a, bがあって組 (a, b)を作る。また、一方で元 c, dから組 (c, d)を作る。この時

(a, b) = (c, d)

であるとは

a = b ∩ b = d

であると決めよう。すると a ̸= bならば (a, b) ̸= (b, a)であるので交換しても等しくならない。

つまり、順序が決められるのでこのような組 (a, b)を順序対 (order pair)という。
２つの集合X,Y が与えられたとき、X の元と Y の元の順序対の全体のなす集合

X × Y := {(x, y)|x ∈ X, y ∈ Y }

をX と Y の直積集合 (direct_product set)という。
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有限集合の直積集合の濃度については

X × Y = X + Y

が成り立つ。

集合X,Y についてX ∩ Y = ∅の時にX と Y は互いに素 (disjoint)という。
この時の合併集合X ∪ Y をX + Y と書き、直和集合 (disjoint union)という。
直和と直積について次の関係が成り立つ

ZX×Y = (ZY )X = (ZX)Y

ZX+Y = ZX + ZY

(Y × Z)X = Y X × ZX

これらの関係から写像を作ることができる。例えば (f, g) ∈ ZX + ZY

が写像 f : X → Z, g : Y → Z から h : X + Y → Z を

h(a) =

f(a) (a ∈ X)

g(a) (a ∈ Y )

と決めることができる。

3.1.2 同値類 [12]

集合X × Y 上の特性関数 RのことをX,Y 上の関係 (relation)という。
例えば 2つの元 x ∈ X, y ∈ Y に対して R(x, y) = 1ならば xは yに関係 Rを持つという。これを

xR y

と書く。R(x, y) = 0ならば関係をもたないといい、

x ̸ R y

のように書く。この Rを関係子という。

集合 X と Y が積や和が定義され、写像 f : X → Y がこの演算を保つなら f は準同型写像といわれる。こ

の時

f(ab) = f(a)f(b) (3.1)

が成り立つ。写像 f が全単射であるなら f を同型写像、またX と Y は同型であるといい

X ≃ Y (3.2)

と書く。集合X における関係 R はX2 の部分集合である。点 (a, b) ∈ X2 が Rの元である時

aR b (3.3)

と表現する。例えば関係>は (a, b) ∈>であれば

a > b (3.4)

1. 反射律 a ∼ a
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2. 対称律 a ∼ bならば b ∼ a

3. 推移律 a ∼ b, b ∼ cならば a ∼ c

式 3.1は別々に積をつくっても個々で積をしても同じだということなのでいいかえると商のイメージを広げて
いることになる。

例えば整数を 2で割るあまりは 0と 1である。2つの整数mと nが同じあまりを持つ時m ∼ nと書き、3つ
の条件が満たされることがわかる。

このように集合X に同値関係が定義されるとこの集合X はこの規則を元に交わりを持たないように分類す

ることができる。

この部分集合を同値類という。同値類 [a]は x ∼ aを満たす全ての元の集合である。

[a] = {x ∈ X |x ∼ a} (3.5)

全ての同値類の集合を商集合とよび

X/ ∼ (3.6)

のように表現する。例えば整数全体の集合を Z とすると代表元は偶数を 0、奇数を 1と選べる。この商集合
を Z/ ∼とおけば位数 2の巡回群 Z2 に同型になる。

3.1.3 台 (supp)

C∞ 級の多様体Mのコンパクトな部分集合K とK を含む開集合 U が与えられた時、

ν :M → R, 0 ≤ ν(x) ≤ 1, ν|K = 1 ∩ sup ν

は U のコンパクト部分集合となるものが存在する。

ただし、C∞ 級の多様体M上の関数 f に対し、f の台 (support) は

sup f = {x ∈M |f(x) ̸= 0}

である。つまり、台の外では常に f(x) = 0である。

3.1.4 準同型定理

　準同型写像 (homomorphism)とは同類である 2つの代数系 (A,R), (B,S), (R = {αλ}λ∈Λ, S = {Bλ}λ∈Λ)

に対して

(f, F ) : (A,R)→ (B,S)(F = {fλ}λ∈Λ)

が台集合の間の写像 f : A→ BであってR,Sの各々に対応する演算 αλ, βλを可換（両立）させる写像 fλを

引きおこすものである。すなわち

f ◦ αλ = βλ ◦ fλ, fλ ((xi)i∈Iλ) := (f (xi))i∈Iλ

となる写像の組 (f, F )を準同型写像という。

Abel群 G1, G2 がある時、写像 f : G1 → G2 が任意の x, y ∈ G1 に対して

f(x+ y) = f(x) + f(y)

を満たす時、f を準同型写像という。さらに f が全単射であれば f は同型写像である。このときG1 ⋍ G2と

表現する。例えば

f(2n) = 0, f(2n+ 1) = 0
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で表される写像

f : Z→ Z2 = {0, 1}

は準同型写像である。実際にm,n ∈ Zの時

f(2m+ 2n) = f (2 (m+ n)) = 0 = 0 + 0 = f(2m) + f(2n)

f(2m+ 1 + 2n+ 1) = f (2 (m+ n+ 1)) = 0 = 1 + 1 = f(2m+ 1) + f(2n+ 1)

であり、

f(2m+ 1 + 2n) = f (2 (m+ n) + 1) = 1 = 1 + 0 = f(2m+ 1) + f(2n)

となる。

これから次の準同型定理が導ける。f : G1 → G2 が準同型写像であれば

G1/ ker f ≃ imgf

これは両辺とも群だから xが属する同値類を [x]のように表し、

ϕ : G1/ ker f → Imgf

を

ϕ([x]) = f(x)

で表すことにする。f は準同型写像なので x′ ∈ [x]に対して

x′ = x+ h

となる h ∈ Kerf が存在し、

f(x′) = f(x+ h) = f(x) + f(h) = f(x)

となる。よって

ϕ ([x] + [y]) = ϕ ([x+ y]) = f(x+ y)

= f(x) + f(y)

= ϕ ([x]) + ϕ ([y])

となるので ϕは準同型写像である。

次に

ϕ([x]) = ϕ([y])

であれば

f(x) = f(y)

でるから

f(x)− f(y) = f(x− y) = 0

とおける。よって

x− y ∈ Kerf

となり、これは

[x] = [y]
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を意味するから ϕは単射である。さらに y ∈ Img f であれば

f(x) = y = ϕ([x])

である元 x ∈ G1 が存在するので ϕは全射でもある。これで ϕの全単射が示されたので ϕ([x]) = f(x)が成

り立つ。

3.2 外延と内包 [36]

平面上の円が次のようにパラメタ tで表示されているとする。x = cos t

y = sin t

これを外延的定義 (extensional definition)という。
一方で同じ円を

x2 + y2 = 1

で定義するのは内包的定義 (comprehension)と呼ばれる。
別の例では

B = {2, 4, 6, 8, 10}

が集合の外延的記述であり、

B = {x|1 ≤ x ≤ 20,mod 2, x ∈ Z}

は内包的記述である。

つまり、集合の元を羅列することで集合全体を表現するのが外延で、集合の満たす条件や性質を記述するの

が内包である。

トポロジーの世界では両者が区別される場合がある。

3.3 完全系列

　線型空間 Vi と線形写像 Ai の系列が次のようにあるとする。

· · · Ai−1−−−−→
Vi Ai−−→Vi+1 Ai+1−−−−→

· · ·

この系列が完全であるためには

KerAi = ImAi−1

が成り立つことである。

3.4 同相と微分同相

一般に集合 X,Yにおいて１対１で上への写像 hがあるとする。

h : X → Y (3.7)

この時、その逆像

h−1Y → X (3.8)

が存在し、共に連続写像であれば同相写像という。また、Xと Yが微分同相であるとはさらに hも h−1 も共

に C∞である場合をいう。従って微分同相のほうが条件は厳しい。連続でも微分できないような曲面はいくら

でも存在する。
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3.5 層

位相空間M 上の可喚群の層 S とは次の性質を満たす３つの組 (S, π,M)である。

• S とM は位相空間で π : S →M は全射局所同相写像である。

• 各 p ∈M に対して、Sp := π−1(p)は可喚群である。Sp を p上の茎という。

• α, β ∈ Spに対し、α+ β ∈ Spおよび、α− β ∈ Spを対応させる２つの写像 S ×π S → S は連続である。

ここで

S ×π S = {(α, β) ∈ S × S|π(α) = π(β)}

であり、S × S から相対位相を入れたものである。(S, π,M)と (S′, π′,M)を同じM の層とする。

f は連続で

f : S → S′, π = π′ ◦ f

を満たし、制限 f |Sp
: Sp → S′

p が準同型であれば f は層準同型であるという。

E →M を可微分多様体上の C∞ 級ベクトル束とする。p ∈M を１つ固定する。pの近傍 U 上の E の C∞

級切断 sと、もう一つの近傍 V 上の C∞ 級切断 tは U ∩ V 上で一致する時に同値であるとする。この同値類
を pにおける C∞ 級切断の芽という。sの属する同値類を [s]p で表す。Ẽp を pにおける C∞ 級芽の集合とし

C∞(E) =
∪
p∈M

Ẽp

とおく。

4 行列 [121][125]

線形代数を効率的に扱うため、だけではなく、今後、特に量子論において行列が本質的な役割を担うことが

多くなる。

そのため行列の基礎を復習しておこう。本章では行列記号が多いので特にボールド体にしないことが多い。

また、単位行列は主に Ir を用いる。時に 1と表記する場合がある。

4.1 不変部分空間 [125]

これまでに何度かベクトル空間に触れたが、ここではさらに多元化して、ベクトルから行列の扱いを学ぶ。

構成次元が拡張するので圧倒的に増える自由度にどういう規則がつくか、不変性を見いだしておくことは取

り扱いに見通しを持つことになる。

4.1.1 線形空間

前章の群のところで見たように体 (Field)Fは和積の結合律、交換律を満たし、単位元、逆元が存在した。
さらにこの体 Fに線形ベクトル空間 Lをつくることができる。
この時、線形ベクトル空間 Lから線形ベクトル空間 L′ への線形写像全体のなす集合を

Hom (L,L′)

とする。このHom (L,L′)は零写像を零ベクトルとして体 F上に線形空間の構造を持つ。
よって、体 F自身を体 F上の線形空間とみなすと、この集合は

Hom (L,F)
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と書くことができて、この元を L上の線形汎関数 (liner function)と呼ぶ。
このように線形変換でつくられた線形汎関数の集合は

L→ Hom (L,F) ≡ L∗

と表され、この L∗ を Lの双対空間 (dual supace)という。
線形変換は例えば多項式 f の微分をD(f)とした時に

D(f) = f ′

D : F[x]→ F[x]

が成り立つので線形変換である。

特に線形写像 T において T が全単射の時に同型写像 (linear isomorphism)という。
また、同型写像であれば逆像や合成もまた同型になる。ただし、同型は同値ではない。全単射になればいい

ので注意する。

特にここでの双対性は大雑把であるが、体 Fという、共通の土台を考えたことにより、ベクトルから行列の
つなぎが見やすいくなる。

つまり、横並びの行ベクトルと、縦並びの列ベクトルからなる (m,n)型の行列は次のように線形空間として

同型になる。

M(m,n : F) ∼M(m,n : F)

この時の線形変換が転置という操作になる。

4.1.2 部分空間と補空間

線形空間 Lの 2つの部分空間をM1,M2 としたとき

L = M1 +M2

M1 ∩M2 = {0}

が成り立つ時、LはM1 とM2 の直和 (direct sum)といい

L = M1 ⊕M2

で表す。また、この時のM1 はM2 の補空間 (complementary subspace)という。
ただし、補空間が一意に決まるとはかぎらない。

例えば次のように転置をとると、負符号がつく、つかないで分類すると、

L =Mn (F)

M1 =
{
A|A ∈Mn (F) ,tA = A

}
M2 =

{
A|A ∈Mn (F) ,tA = −A

}
この時、

A1 =
1

2

(
A+t A

)
A2 =

1

2

(
A−t A

)
とおくと、転置の転置は元にもどるので

A1 ∈M1
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A2 ∈M2

であり、

A = A1 +A2

を満たし、さらに A ∈M1 ∩M2 とすると

A =t A = −A

となるので

A = O

である。よって

M1 ∩M2 = {0}

を満たすので

L = M1 ⊕M2

である。さらに補空間は別にとることができて、次のように下半分が 0になる上三角行列を考える。

M3 = {A = (aij) ∈Mn (F) |aij = 0 (j ≤ i)}

このM3 もMn (F)の部分空間であり、,tA ̸= Aだから

L = M1 +M3

M1 ∩M3 = {0}

である。そこで A = (aij) ∈Mn (F)に対して次のような行列 B,C を定義する。

bij =

aij (j ≤ i)

aji (j > i)

cij =

0 (j ≤ i)

aij − aji (j > i)

とすると

B ∈M1, C ∈M3

A = B + C

を満たす。よって

L = M1 ⊕M3

となり、M2,M3 共にM1 の補空間であり、これらが直和でかけることになる。

また、Fの元として n次の正方行列において、M0を対角行列とし、M+を対角成分が全て 0である上三角
行列、

M− を対角成分が全て 0である下三角行列とすれば

Mn (F) = M0 ⊕M+ ⊕M−

となる。
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さらに一般化し、

L = M1 +M2 + · · ·+Mk

Mi ∩ (M1 + · · ·+Mi−1 +Mi+1 + · · ·+Mk) = {0}

が成り立てば LはM1,M2, · · · ,Mk の直和になり

L = M1 ⊕M1 ⊕ · · · ⊕Mk

のようにかける。

このように Lをいくつかの部分空間の直和で表すことを Lの直和分解 (direct sum decomposition)という。

4.1.3 射影作用素

　射影の重要さは後の節でも紹介する。ここでは前小節から部分空間とその補空間にわける方法を見たが、

この関係は次の射影作用素を定義すると便利になる。

線形変換 P : L→ Lが

P 2 = P

を満たせば射影作用素 (projection)という。
射影作用素 P はこの時、

P (I − P ) = O

を満たすので

Img(I − P ) ⊂ kerP

である。一方で x ∈ kerP とすると

Px = 0

x = x− Px = (I − P )x

ともかけるので

x ∈ Img(I − P )

となるので

Img (I − P ) = kerP

である。これは単位行列から射影を引いたものの像は射影の核に等しいことを表す。

つまり任意のベクトル x ∈ Lについて、射影をとると、その補空間との和で表されるということになる。

これを証明しよう。

x = Px+ (I − P )x

よって線形変換に拡張すると

L = ImgP + kerP

と表すことができる。

さらに、

x ∈ ImgP ∩ kerP

とすると、

x = Py

となる元 y ∈ Lが存在するが Px = 0だから

0 = Px = P (Py) = P 2y = Py = x
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となるので結局

x = 0

である。従って

ImgP ∩ kerP = {0}

となるので

L = ImgP ⊕ kerP

となり、テンソル和で構成されていることがわかる。

また、これは

(I − P )2 = I − P − P + P 2 = I − P

なので補空間もまた、射影の性質をもっている。

4.1.4 不変部分空間

線形写像 T : V → V において V の部分空間W が

T (W ) ⊂W

を満たす時、W を T の不変部分空間と呼ぶ。

例として

4.2 固有空間 [125]

4.2.1 特性多項式

　 Fを例えば (QRC)のような体とする。Lを F上の有限次元線形空間とし、

T : L→ L

を線形変換とする。

Tx = λx (4.1)

を満たす複素数 λと 0 ̸= x ∈ Cn をみたすベクトル xが存在するとき、

この時の λを固有値、対応する xを固有ベクトルという。

正方行列 A ∈Mn (F)の固有値と固有ベクトルは

TA : Fn → Fn

として

Ax = λx,x ∈ Fn

が成り立つ時、どの体で考えているかを区別して、λを F上の固有値ということがある。
固有方程式 4.1を変形し、

π(x) = det (xI − T ) (4.2)

として π(x) = 0を特性多項式と呼ぶ。また、この解を特性根 (characteristic root)という。
λ ∈ Fとして、

E(λ) = {x ∈ L|Tx = λx} = Ker (T − λI)

となるとき、E(λ)は Lの線形部分空間である。
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この時、E(λ) ̸= {0}となっていれば E(λ)を固有値 λの固有空間 (eigenspace)という。
異なる固有値 λ1, λ2 · · ·λm のつくる固有空間の和は直和になる。

E(λ1) +E(λ2) + · · ·+E(λm)

しかし、これが元の Lと一致するとは限らない。この例を確認しておこう。TA : F2 → F2 として

A =

(
λ 1

0 λ

)

とすると特性方程式は

(λ− x)2 = 0

だから、固有値は

x = λ

のみなので、

E(λ) =
{
t (x, 0) ∈ F2|x ∈ F

}
̸= F2

である。一般に縮退があれば固有空間の次数も下がってしまい、部分空間と一致しない。

特性多項式が次のように ℓ次の因数で分解できたとする。この ℓを指標と呼ぶ。

π(x) = (x− λ1)ℓ1 (x− λ2)ℓ2 · · · (x− λm)
ℓm (4.3)

この時、重複度をm (λ)として、これを代数的多重度ともいう。

dimE (λi) = li ≤ m(λi)

である。

一方で幾何的多重度 gとは固有値 λに付随できる独立な固有ベクトルの最大数で

g = dim [ker (A− λI)]

である。この時

g ≤ m

が成り立つ。

特にm (λ) = 1の場合を単純ということがある。そうで無い場合は多重という。

代数的多重度と幾何的多重度が等しくm = gであれば半単純という。

また、半単純ではない固有値は欠陥があるという。

4.2.2 対角化 [125]

　行列の対角化について今後よく利用する定理を示す。

定理. 対角化　行列 T が対角化可能であるためには T が対角行列による行列表示ができることである。

さらに

定理. 対角化　線形変換 T : L → Lが対角化可能であるためには T の特性根 λの全てが Fに属し、重複度
m (λ)が λの固有空間の次元と一致することである。

m (λ) = dim (E(λ))

さらに次の条件は同値になる。
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定理. 対角化　 T : L→ Lが対角化可能であれば λ1, λ2 · · ·λm ∈ Fとし、Lの射影作用素 P1, P2, · · ·Pmとして

1) I = P1 + P2 + · · ·+ Pm, PiPj = O (i ̸= j)

2) T = λ1P1 + λ2P2 + · · ·λmPm

を満たすものが存在する。このときの射影作用素は T により一意に決まる。

簡単に証明する。

Proof. T が対角化可能であれば λ1, λ2 · · ·λm を T の固有値として、固有空間 E(λm)への射影演算子を Pi と

すれば 1), 2)が満たされる。逆に、1), 2)が満たす P1, P2 · · · , Pm に対して、全ての iに対して

ImagePi ⊂ E (λi)

となるから

L = E (λ1) +E (λ2) + · · ·+E (λm)

ImagePi = E (λi)

となるので、一意性も明らかである。

例. 対角化例

例えば F = Qの時、A ∈Mn (Q)が次で与えられた時、対角行列をつくる。

A =

 4 0 −6
3 −2 −3
3 0 −5


まず、この特性方程式は

π(x) = det (xI −A)

= det

 4− x 0 −6
3 −2− x −3
3 0 −5− x


= (4− x) (−2− x) (−5− x)− 3(2 + x) · 6

= (x+ 2)
2
(x− 1)

となるので x = −2の時、Ax = −2xとして

(A+ 2I)x =

 6 0 −6
3 0 −3
3 0 −3

x = 0

を満たす零でない独立なベクトルは、単純にして

p1 =

 1

0

1

 ,p1 =

 0

1

0


の 2つあり、
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x = 1の時は Ax = xとして

(A− I)x =

 3 0 −6
3 −3 −3
3 0 −6

x = 0

から

p1 =

 2

1

1


となるので、このベクトルを列ベクトルに持つ次の行列をつくると

P = [p1,p2,p3] (4.4)

=

 1 0 2

0 1 1

1 0 1


Aは次のように各固有値で対角化される。

P−1AP =

 −2 0 0

0 −2 0

0 0 1



4.2.3 固有多項式 [125]

　はじめに次のケーリー・ハミルトンの定理を示そう

定理. 任意の行列 Aについて次が成り立つ

A2 − Tr[A]A+ (detA) I = 0 (4.5)

Proof. 例えば

A =

(
a b

c d

)
と置くと

A2 − Tr [A]A = A2 − (a+ d)A

= A (A− (a+ d) I)

=

(
a b

c d

)(
−d b

c −a

)
=

(
−ad+ bc 0

0 cb− ad

)
= − (ad− bc) I = −detAI

となる。

これから次の重要な関係が導ける。

定理. 任意の行列 A ̸= 0において n ≥ 2の自然数について

An = 0

となる条件は

Tr[A] = 0,detA = 0

である。
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Proof. Tr[A] = 0,detA = 0であれば、ケーリー・ハミルトンの公式から、まず

A2 = Tr[A]A+ (detA) I = 0

である。さらに detA = 0であれば両辺に Aを次々にかけていっても A2 = Tr[A]Aとおけるから

A3 = Tr[A]A2 = (Tr[A])2A = 0

A4 = (Tr[A])2A2 = (Tr[A])3A = 0

...

An = (Tr[A])n−1
A = 0

である。仮定から A ̸= 0だから

(Tr[A])n−1
= 0

すなわち、

Tr[A] = 0

であればよい。

これから式 4.2を改めて、次を特性多項式 (characteristic polynomical)と呼ぶ。

det (xI −A) = x2 − Tr [A]x+ detA

また

det (xI −A) = 0

の解が特性根である。また、ケーリー・ハミルトンの公式から Aの特性根を λ1, λ2 とすると

(A− λ1I) (A− λ2I) = 0

となる。これは

Tr [A] = λ1 + λ2,detA = λ1λ2

から明らかである。

例. 例として次の回転行列の特性根を求めてみよう。

A =

(
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)

固有方程式をつくらなくても、特性多項式から

det (xI −A) =

∣∣∣∣∣ x− cos θ sin θ

− sin θ x− cos θ

∣∣∣∣∣
= x2 − 2 (cos θ)x+ 1 = 0

を解くと、

x = cos θ ±
√
cos2 θ − 1

= cos θ ± i sin θ

= e±iθ

となり、著名なオイラーの公式が特性根である。

44



4.3 ノルム

4.3.1 ヒルベルト-シュミットの内積

前節でみたように体Fに線形ベクトル空間Lをつくることができ、(m,n)型の行列が定義できて、M(m,n,F)
とする。

M ∈ A,B に対して、次でヒルベルト-シュミットの内積を定義する。

⟨A,B⟩ = Tr [B∗A]

4.3.2 ノルム

ベクトル自身の長さとしてノルムを定義したがここでは、いくつかの種類に分ける。

複素数の成分 (ξi)
n
1 の列ベクトル xからなる空間を Cnとする。このとき x∗は複素共役

(
ξ̄i
)
を成分とする行

ベクトルである。

従ってこの行ベクトルと列ベクトルからスカラーが定義される。

s = x · x∗

この章ではよく知られているユークリッド空間としてのノルムは Cn空間において次のように ||2をつける。

∥x∥2 =

(
n∑
i=1

|ξ|2
)1/2

また、次数が 1の場合のノルムは

∥x∥1 =

n∑
i=1

|ξi|

である。また、Cn 空間の基底を
{xi}n1

として任意のベクトル xは正規直交基底であれば

x =

n∑
1

(x, xi)xi

と表される。正規直交基底ではないときは別の基底

{yi}n1

として、

x =

n∑
i=1

ξixi =

n∑
i=1

(x, yi)xi, (i = 1, · · · , n)

となる。ただし、この時、

(xi, yi) = δij

であり、基底 {xi}n1 と {yi}n1 は直交している。
また、基底 {xi}n1 と {yi}n1 を随伴基底と呼ぶこともある。
Cn 空間の r個のベクトルの集合

{aj}r1

と書き、これを列ベクトルとして n × r 型の行列 Aが次のようにつくられる。ただし、ここでは r ≤ nと

する。

A = [a1, · · · ar]
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ただし、aj の要素は

aj = (aij)
n
i=1 =


a1j

a2j
...
a3j


となる。これらから行列 Aは成分で

A = (aij)

と表す。{aj}r1 によって生成されるベクトル空間を線形空間として Lin

ImA = Lin(a1, · · · , ar)

で表すと、この空間が Aの像である。

この章では転置行列は tAで表し、転置共役行列を A∗ であらわし、対角和は Tr[A]であらわす。

A∗ = (āji)

Tr[A] =

n∑
i=1

aii

また次が成り立てば正規行列という。

AA∗ = A∗A

さらにエルミートであれば転置複素共役に対して不変である。

A = A∗

また、行列が正定値であるとは

x ̸= 0⇒ x∗Ax > 0

行列が半正定値であるとは

x ̸= 0⇒ x∗Ax ≥ 0

である。直交行列である場合は

A∗A = AA∗ = Ir

なのでユニタリ行列は直交行列でもある。従ってやや重要な内容として

ユニタリ行列の列ベクトルは Cn の正規直交基底を成す。
従って、複素空間 C上に n× r型の行列全体の集合を Cn×r で表す。これを線形写像 Lを用いて

L (Cr,Cn) : Cr → Cn

とすると、両者が同型になる。すなわち向きに注意して、

Cn×r ∼ L (Cr,Cn)

と考えることができる。空間内の次元を分けて、こうした操作ができる多様性が行列により作られたわけで

ある。

これからノルムをベクトルから行列に引き上げることができて次のように定義する。

∥A∥ = max
0 ̸=x∈Cr

∥Ax∥Cn

∥x∥Cr

これを従属ノルム (hypotaxis norm)という。
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つまり、行列のノルムは局所的にしか決まらない。次のような性質がある。
∥A∥1 = max0≤j≤r

∑n
i=1 |aij | (∥x∥Cr = ∥x∥1 , ∥y∥Cr = ∥y∥1)

∥A∥∞ = max0≤j≤n
∑n
i=1 ∥A∗∥1 (∥x∥Cr = ∥x∥∞ , ∥y∥Cr = ∥y∥∞)

∥A∥2 = ∥A∗∥2
これらから行列のノルムは劣乗法的である。

∥AB∥ ≤ ∥A∥ ∥B∥

4.3.3 スペクトル [124]

以下では行列記号が多いので特にボールド体にしない。n次複素正方行列 Aの条件数を

cond(A)

で表し、

cond(A) = ∥A∥ =
∥∥A−1

∥∥
で定義する。と 0 ̸= x ∈ Cn をみたすベクトル xとし、特性多項式を次でおく、

π(λ) = det (λI −A)

π (λ) = 0は λが det (λI −A)の零点であることを示す。
この n個の零点の集合を Aのスペクトルといい、

sp(A) = {λ ∈ C}

で表す。実数 ρ(A)をスペクトル半径と呼び、次で定義する。

ρ(A) = max {|λ|;λ ∈ sp(A)}

部分ベクトル空間M が Aにより不変であれば

AM ⊆M

とすることができる。特に、固有ベクトルにより生成される次の固有部分空間

ker (A− λI)

は Aにより不変である。正方ではない場合、

n× r型の矩形行列の特異値は r次正方行列 A∗Aの r個の固有値の平方根のことで正値をとる。

よって Aのノルムは Cn 上のノルムと Cr上のノルムから次のように作られる

∥A∥2 = ρ1/2 (A∗A) ≡
√
ρ (A∗A)

これを Aのスペクトル・ノルムと呼ぶ。

またフロベニウス・ノルム ∥A∥F を次で定義する。

∥A∥F = (Tr[A∗A])
1/2 ≡

√√√√ n∑
i=1

r∑
j=1

|aij |2

この時次の重要な関係がある。

∥A∥2 ≤ ∥A∥F
このフロベニウス・ノルムは Schur_Norm,Hilbert-Schmidt_Normとも呼ばれ、Cnrベクトル空間でのユー
クリッドノルムである。

つまり、∥A∥2 は Aの最大特異値に等しく、∥A∥F は特異値の 2乗和の平方根に等しい。
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4.4 射影

4.4.1 正準角

M,N を Cn の 2つの r次元部分ベクトル空間とする。この 2つの部分ベクトル空間の相対的な位置関係を
考えよう。

そこでまず、部分ベクトル空間M,N の正規直交基底 Q,U が与えられているとする。つまり、

Q∗Q = U∗U = I

である。特に

Q∗Q = Y ∗Q = I (4.6)

となるような基底は随伴基底と呼ばれる。

簡単には、ある行列が与えられた時に単位行列をつくる左側の相棒が随伴基底になる。

ここで U∗Qの特異値を考えよう。固有値の平方根が特異値であったから、この特異値を

ci (i = 1, · · · r, )

として

0 ≤ c2i ≤ ρ (Q∗U UQ∗) = ∥U∗Q∥22 ≤ ∥U∥
2
2 ∥Q∥

2
2 = ρ (U∗U) ρ (Q∗Q) = 1

となるので U∗Qの特異値は 0と 1の間にあることがわかる。
よって次で正準角を定義する。

ci = cos θi (4.7)

0 ≤ θi ≤
π

2

で定義される r個の角 θi を部分ベクトル空間M とN と間の正準角という。

慣例として ci を小さい順に並べる。これは式 4.7から対応する角 θi は大きい順に並ぶ。

π

2
≥ θ1 ≥ θ2 ≥ · · · ≥ θt ≥ 0

ここで、対角行列を Θとして

Θ = diag (θ1, · · · θr)

で定義しておく。M とN の間の正準角の中で最も大きいものを θmax=θ1 を最大角と呼ぶ。
さらに、任意の三角関数 τ に対して

τΘ = diag (τθ1, · · · τθr)

とおく、これにより U∗Qの特異値は

cosΘ = diag (cos θi)

の特異値である。この時、同じ特異値をもてば同値関係が成り立つとし、

U∗Q ∼ cosΘ (4.8)

と表す。特に

∥U∗Q∥p ≤ ∥cosΘ∥p

ただし、pは 2または F でユークリッドノルムかフロベニウスノルムである。

これらから

定理. M と N に互いに随伴基底が存在するための必要十分条件としてM と N との間の最大角 θmax が次を

満たす時である
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θmax <
π

2

Proof. Qと U をM とN の正規直交基底とする。このとき

Y = UB, Y ∗Q = I

を満たす r次の正則行列 B が存在したとすると

B∗U∗Q = I

でないといけない。ところが U∗Qが逆行列を持つための必要十分条件は

cos θmac > 0

であるから、この時に

B−1 = (U∗Q)
∗
= Q∗U

により B が決められ、正規直交基底を持てる。

定理. M とN の 2組の随伴基底をX,Y とX ′, Y ′ とすると

X ′ = XC, Y ′ = Y
(
C−1

)∗ (4.9)

を満たす r次正方行列 C が存在する。

Proof. X ′ = XC, Y ′ = Y Dとし、C,Dは r次正方行列とする。このとき随伴基底になるためには式 4.6より

Y ′∗X ′ = D∗Y ∗XC = D∗C = I

でないといけない。これは

D∗ = C−1, D =
(
C−1

)∗
と同じである。

以上から次の幾何的な関係が成り立つ。

命題. 部分ベクトル空間M,N の随伴基底 Q,U、X,Y とする。この時、次が成り立つ。

Y ∼ (cosΘ)
−1
, Q− Y ∼ tanΘ

Proof. 先の定理から
Y ∗Y = B∗U∗UB = B∗B

従って Y の特異値は U∗Qの特異値の逆数である。式 4.8から

Y = (U∗Q)
−1

=
1

cos θ

また、

(Q∗ − Y ∗) (Q− Y ) = Q∗Q− Y ∗Q−Q∗Y + Y ∗Y = Y ∗Y − I

が成り立つので Q− Y を任意の三角関数 τi とすると、この式は

τ2i =
1

cos2 θi
− 1 = tan2 θi

となる。これは次の図のように鋭角を持つ 2直線M,N の間の幾何的関係である。
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図 4.1: [121]より：NM の正準角 θ;∥u− q∥2 = 2 sin θ/2の関係がある。

このように行列の固有値とベクトルの間の関係が幾何的な図形とその長さとの関係になっていることが確か

められる。

4.4.2 射影

冪が等しくなる線形写像

P 2 = P

を射影という。射影 P は Cn の直和分解が対応する。

Cn =M ⊕W

ただし、

M = ImP,W = kerP

である。つまり、射影の像と核で Cn 空間は余りなく分けられる。
この時、P はW に沿ったM の上への写像という。

また、kerP に直交する空間をW⊥ とする。y ∈W⊥ をもってくると

W =
{
x ∈ Cn; y ∈W⊥ : x∗y = 0

}
つまり、この関係が成り立つ空間がW である。

また、次のN という記号を導入すると

N =W⊥,W = N⊥

と書ける。そこで次の定理が成り立つ。
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定理. 直和分解
空間CnがCn =M ⊕N⊥と直和分解されるための必要十分条件は θmaxをM とN の間の最大正準角として

θmax <
π

2

となることである。

Proof. これは θmax = π
2 とするとM のベクトルで 0でないものでN⊥に属するものがあることである。こと

と等価であるが

下図のように N ⊥M であればこのベクトルを N⊥ 面に見つけることは簡単であるが、θmax < π
2 の時は見

つけられない。

図 4.2: [121]より：Cn をM,N⊥ に直和分解するとM とN の間に π/2より小さい正準角がとれる。

従ってX,Y をM,N における随伴基底とすると、このようなX,Y は θmax <
π
2 のときのみに存在する。

これから 射影 P の核 kerP となる面N⊥ に沿って、射影 P はM の上に射影像をつくることになり、

この像とN のなす角は π/2を超えない、よって次の有用な命題が成り立つ。

命題 1. 、P = XY ∗ は Cn の標準基底に対してN⊥ に沿ってのM の上への射影を表す行列になる。

Proof. 1P = XY ∗ を xに作用させるのを成分で表すと

Px =

r∑
i=1

(y∗i x)xi

だから

P 2 = P, ImP =M, kerP = N⊥, P

はM,N の随伴基底の選び方に依存しない。なぜなら C ∈ Cn4.9より

X ′ = XC, Y ′ = Y (C−1)∗

をもう一組の随伴基底とすれば

X ′Y ′∗ = XC
(
C−1

)
Y ∗

= XY ∗

となる。
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つまり、簡単には基準面と相方面の随伴基底を右共役にして積をとったものが射影である。

これは物理でよく利用するエルミート行列に対しイメージを与えてくれる。

M = N の場合はM の上への直交射影は唯一に決まり、これを P⊥ とする。

P⊥ = XX∗

となるが、同時にX はM の正規直交基底であるから

X∗X = I

∥X∗X∥ = 1

であるのでXX∗ は Hermite行列である。これは

P⊥2 = XX∗XX∗ = I

∥∥P⊥∥∥2
2
= 1

を満たす。

4.4.3 ベクトル空間の開き

　複素数値空間のM,N のノルムと射影 πM , πN が定義できたので、M,N の次元が等しく無い場合を考える。

このM とN の開き ωを次のノルムで定義する、

ω(M,N) ≡ ∥πM − πN∥2

これも行列の括弧積にイメージを与える。X,Y が正方行列であれば

πM = XY ∗

πN = Y X∗

とおけたとして、

Ω(X,Y ) = XY ∗ − Y X∗

として

ω = ∥Ω∥2

である。

ここで幾何的な関係を見ると、距離 distを用いて、x∗x = y∗y = 1の時、次が成り立つ

ω(N,N) = max

[
max
x∈M

dist(x,N),max
y∈N

dist(y,M)

]
(4.10)

下図でM 上に x,N 上に yをとり、その射影 πNxと πMyを図示する。
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図 4.3: [121]より：射影 πNx, πMy

よって ∥x∥ = ∥y∥であれば
∥πNx∥ = ∥πMy∥

である。

Proof. ノルムの定理から次が成り立つ。

max [∥(|πM − πN )πM∥2 , ∥(πN − πM )πN∥2] ≤ max [∥(I − πN )πM∥2 , ∥(I − πN )πM∥2] ≤ ∥πM − πN∥2

また、逆に射影が冪同値であるので

πM − πN = (πM + I − πM ) (πM − I + I − πN )

= πM (I − πN )− (I − πM )πN

である。従って、

πM = π2
M = π∗

M , ∥A∥2 = ∥A∗∥2

が一般に成り立つから、x ∈ Cn に対して

∥(πM − πN )x∥22 ≤ ∥πM (I − πN )∥22 ∥(I − πN )x∥22 + ∥(I − πM )πN∥22 ∥πNx∥
2
2

≤ max
[
∥(I − πN )πM∥22 , ∥(I − πM )πN∥22

] (
∥(I − πN )x∥22 + ∥πNx∥

2
2

)
= max

[
∥(I − πN )πM∥22 , ∥(I − πN )πM∥22

]
∥x∥22

とかける。この式の各項は正値だから式 4.10が成り立つ。

これから射影の開きを検討することができるようになって、次の定理が成り立つ。

これによって開きが 1より小さければ両者の次元が一致する。

定理. 射影の開き
P, P ′ をM,N への射影とすると ∥P − P ′∥ < 1であれば

dimM= dimN

となる。

Proof. まず、∥P − P ′∥ < 1であれば dimM ≤ dimN を示す

これは {xi}r1をM の基底とした時、{P ′xi}r1が独立となれば P ′がN への射影だから dimM ≤ dimN とな

るはずである。
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そこで全ては 0ではない αi に対して
r∑
i=1

αiP
′xi = 0

になったとする。つまり、この時は {P ′xi}r1 が従属している。

y =

r∑
i=1

αixi

とおくと

P ′y = 0, (P − P ′)y = Py = y

となるので

∥(P − P ′)y∥ = ∥y∥

となる。ところが仮定から y ̸= 0だから

∥(P − P ′)y∥ ≤ ∥P − P ′∥ · ∥y∥ < ∥y∥

となり、矛盾する。同様にM とN を入れ替えれば dimM ≥ dimN が示せる。

よって ∥P − P ′∥ < 1であれば dimM = dimN である。

つまり

ω(M,N) < 1→ dimM = dimN

となる。

さらに次の定理が成り立つ。

定理. dimM = dimN = r < n
2 であるとする。πM − πN の固有値のうち、2r個は 0常に 0になるとは限らな

いが

これらは ± sin θi, i = 1, 2, · · · rに等しい

Proof. 次元 r ≤ n
2 の Cnの 2つの部分空間をM とN とし、この間の正準角が作る対角行列を Θとする。

　

5 スペクトル理論 [125]

　前節で射影とジョルダン分解に面白い関係があることを見た。物理学では固有値を得ることは物理量の観

測として重要になる。

第 1部で複素関数や、解析接続について学んだが、さらに面白いことに行列の固有方程式を中心として、そ
の展開とつながっていく。これらは数学的な極限や収束の考え方を物理的な空間と物質の関係に大きな示唆を

与えるものである。

5.1 最小多項式

行列を用いた固有方程式が前節で登場した。これらは線形代数で学習した多項式になる。行列の多項式につ

いてここで学習する。

体 F上の有限次元線形空間を Lとする。線形変換

T : L→ L

dimL = n
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とし、多項式

f(x) = amx
m + · · ·+ a1x+ a0 (∈ F[x])

が T によって

f(T ) = amT
m + · · ·+ a1T + a0I

にうつり、数を行列に写させる。この時の f(T )も線形変換になる。さらにもう一つの関数 gを用意し、

f, g ∈ F[x]

の時、これらは可換になり、

f(T )g(T ) = g(T )f(T )

(f + g) (T ) = f(T ) + g(T )

となる。さらにMが T の不変部分空間であればMは f(T )の不変部分空間になる。

また、多項式 f, gが片方の倍数で表されないなら f, gは互いに素な多項式という。

また、多項式 f が既約な多項式 pi の積に分解し

f = p1p2 · · · ph, pi ∈ F[x]

であれば pi を f の既約因子という。

そこで次の定理が成り立つ

定理 3. f, gが互いに素な多項式とし、x ∈ Lに対して

f(T )x = g(T )x = 0

とすると

x = 0

である。

Proof. ある多項式をもってきて
h · f + k · g = 1

とする。これを線形変換して

h(T )f(T ) + k(T )g(T ) = I

とする。この時

x = (h(T )f(T ) + k(T )g(T ))x = h(T )f(T )x+ k(T )g(T )x = 0

となる。

よって F[x]の部分集合を零行列を Oとして

α = {f ∈ F[x]|f(T ) = O}

を考える。つまり、f(T ) = Oとなるが、0ではない多項式 f が存在する。

詳しくみるために Lの線形空間 Hom(L,L)のベクトル列として、線形写像の k乗の列

LT = {I, T, T 2, · · ·T k}

を考える。Hom(L,L)が有限次元

dim (Hom(L,L)) = (dimL)
2
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となるので

k > dim (Hom(L,L))

の時は LT が独立になれずに、線形従属でなくてはならない。

よって全て 0ではない Fの元 a0, a1, · · · , ak が存在して

akT
k + · · ·+ a1T

1 + a0I = O

となる。そこで

f(x) = akx
k + · · ·+ a1x+ a0 (∈ F[x])

とすれば f ̸= 0であって

f(T ) = O

となる。よって、両側からかけても Oになり α(T )がイデアルである。イデアルであれば式 1.13から
群の部分集合 αが加法について閉じていて

x ∈ F, y ∈ α→ xy, yx ∈ α

がなりたち

x = y ∈ α

同値関係を定義できる。

よって

α(T (x)) = α(g(x))

となる多項式 g(x)が存在し、gは

g(T ) = O

となる最小な次数を持つ多項式になる。このような多項式で最高次数の係数を 1としたものは一意に決まる

ので

これを ΦT で表し、最小多項式と呼ぶ。

f(T ) = O

であれば ΦT は f の約数になる。T = Oの時は

ΦT (x) = x

であり、L = {0}の時は
ΦT = 1

と約束しておく。

また、正方行列 A ∈Mn(F)に対して
TA (∈ Hom(Fn,Fn))

の最小多項式を Aの最小多項式とする。
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5.2 Schmit分解

　はじめに行列を分解する方法の 1つとして Schmit分解を紹介する。これは最小 Rankの正規直交行列を
見いだすのに適している。

第 9部で見るが、密度行列に有用な道具になる。
　X を n×m型の矩形行列 (m < n)とする。階数を次のように定義する。

定義. 階数 (rank)はX の中の最大の正則な部分行列の次数である。

つまりX の非零特異値の個数に等しい。

また、次のようにX を Schmidt分解することができる。rank(X) = mならば

X = QR

ただし、Qは n×m型の正規直交行列で、Rは正則なm次上三角行列とする。

また、さらに rank(X) = r < mの場合は次のような置換行列 Πが存在する。

XΠ = QR

ただし、Qは正規直交行列で Rは R11 を r次の正則上三角行列として

R =

(
R11 R12

0 0

)

である。この Schmidt分解を使うと部分ベクトル空間Mの基底Xから正規直交基底Qを作ることができる。

ここでは列ベクトル V,U を縦に並べて行列M をつくる操作を

M = [V,U ] =

(
V1 U1

V2 U2

)

で表す。

また、行ベクトル P,Qを横に並べて行列M を作る操作を

M =

[
P

Q

]
=

(
P1 P2

Q1 Q2

)
で表す。

零でない対角要素の数を schmit数という。

5.3 Schur形

全ての行列 Aはユニタリ行列を用いた相似変換で次のような上三角行列に変換できる。

これを Schur形という。

A =

(
a b

0 c

)
定理. Q∗AQが対角要素に固有値 λ1, λ2 · · ·λn が ’ならぶ上三角行列になるような、ユニタリ行列 Qが存在

する。
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Proof. 帰納法を用いると n = 1の時は明らかだから n− 1次の行列について考える。

Aと同じ固有値を持つ n− 1次の行列を次のようにつくる。Aの 1つの固有値 λ1 に対して、

Ax1 = λ1x1 (5.1)

||x1||2 = 1 (5.2)

であるような Aの固有ベクトル x1とし、n× (n− 1)型の行列 U を選んで [x1, U ]がユニタリ行列になるよ

うにすることができる。

この時の U の列はベクトル x1 と直交するから

U∗x1 = 0 (5.3)

とおける。よって式 5.1より
A [x1, U ] = [λ1x1, AU ]

が成り立ち、さらに式 5.3から

t [x1, U ]
∗
A [x1, U ] =

[
x∗1

U∗

]
[λ1x1, AU ]

=

[
λ1 x∗1AU

0 U∗AU

]

となる。ここで [x1, U ]
∗
A [x1, U ]は Aに相似だから U∗AU は固有値 λ2 · · ·λn を持つ。

さらに Aが実数行列で、直交変換を用いると、Aを上ブロック三角行列にわけることができる。

この時の対角ブロックは 1× 1または 2× 2であり、対角ブロックは共役複素固有値を持つ。

同じ固有値を持つ行列を相似という。

5.4 特異値分解

　次に行列の分解方法として、固有値の平方根を特異値として対角成分にもたせる方法がある。この特異値

分解を紹介する。

　Aに許される変換を同値変換 (ユニタリ行列でQ∗AP を作る)も含めると、全ての行列は固有値の平方根、
すなわち特異値を非対角要素として持つ対角行列にユニタリ同値になる。

ここでは特異値を σ固有値を λで表すことが多い。

σi =
√
λi

この特異値 σi を対角成分に持つ行列を Σとすると

次を Aの特異値分解 (SIngular Value Decomposition)SVDという。

Q∗AP = Σ

ここで Aを (m,n)型の行列として

q = min (m,n)

とする。前節の Schur形の定理から次の定理が成り立つ

定理. 2つのm,n次のユニタリ行列 U, V とし、σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σq ≥ 0として次が存在する。

U∗AV = diag (σi)
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Proof. σ1 = ||A||2 ≥ 0とすると次が成り立つ x ∈ Cn, y ∈ Cm を選べる。

||x||2 = ||y||2 = 1 ∩ Ax = σ1y

ベクトル x, yに対して、

U = [y, U1] , V = [x, V1]

をユニタリ行列になるように選ぶと U∗AV を A1 として前節の Schur形の定理か上三角行列にできて

A1 = U∗AV

=

[
y∗

U∗
1

]
A [x, V1]

=

[
σ1 ω∗

0 B

]
(5.4)

とおける。ただし、

ω∗ = y∗AV1

B = U∗
1AV1

である。ユークリッドノルムから ∥∥∥∥∥A1

[
σ∗
1

ω∗

]∥∥∥∥∥
2

2

≥ σ2
1 + ω∗ω

となるが、

σ2
1 = ∥A∥22 = ∥A1∥22 ≥ σ

2
1 + ω∗ω

から ω = 0である。よって式 5.4は対角型になる。

有用な特異値分解の定理を次で表す。

定理. 特異値分解：一般に直交行列を U, V 対角行列を Σとすると特異値分解により、任意の行列 Aは

A = UΣtV

で表すことができる。対角行列 Σは次のように特異値を対角成分に持つ。

A = U


√
λ1 0 0

0
. . . 0

0 0
√
λn

 tV

Proof. 任意の行列 Aにおいて AtAの固有値を λi とすると

A
(
tAui

)
= λiui (5.5)

が成り立つ。そこで
tAui = vi (5.6)

として左から tAをかけると

tAA(tAui) = λi
(
tAui

)
tAAvi = λivi

が成り立つから、tAAと AtAは同じ固有値を持つことがわかる。
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そこで tAAの固有ベクトルを改めて vi とすると

tAAvi = λivi

AtAui = λiui

となるので式 5.6において定数 θi 倍も考慮し、

vi = θi
tAui (5.7)

とすると vi はベクトルなので横 1行列のようにふるまい、

vi =
t Aθiui =

(
tAu1,

tAu2, · · ·
)

θ1 0 0

0
. . . 0

0 0 θn

 =t A (u1, · · ·un)


θ1 0 0

0
. . . 0

0 0 θn


とおなるのでこれを、

V =t AUΘ

と表現すると

VΘ−1 =t AU

これを式 5.5に代入し、
AVΘ−1 = ΛU

ただし、

Λ =


λ1 0 0

0
. . . 0

0 0 λn


である。この Λは U と交換する。よって

A = UΛΘ tV

ここで ΛΘを評価することを考えると、共に対角行列なので式 5.7から

||v2
i || = θ2i

tuiA
tAui

= θ2i
tuiλiui

= θ2i λi||ui||2

従って ||v2
i || = ||ui||2 = 1を選べば

θi =
1√
λi

という関係になるので結局 Aは

A = U


√
λ1 0 0

0
. . . 0

0 0
√
λn

 tV

となる。

これは第 9部、第 6部で考察するが、次のようにエルミートであれば分解ができることになり、量子論で重
要な役割をはたす。

A = UΣV † =
(
UΣ1/2

)(
V Σ1/2

)†
= Ũ Ṽ †

これで任意の正方行列、欠陥のある行列であっても、必ずしもユニタリである変換を用いなくても、特殊な

三角行列に変換する準備ができた。これを Jordan標準形という。次節で扱う。
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5.5 ジョルダン標準形 [125]

5.5.1 Jordan標準形 [125]

　複素行列の標準形を決めよう。ケーリー・ハミルトンの公式から Aの特性根を λ1, λ2 とすると

任意の可逆行列を P として、次が成り立つ。

定理. Jordanの定理：λ1 ̸= λ2 とすると次が存在する。

PAP−1 = A =

(
λ1 0

0 λ2

)
(5.8)

λ1 = λ2 の場合は次が存在する。

A =

(
λ1 1

0 λ2

)
(5.9)

この 2つのパターンを Jordan標準形または狭義の上三角行列という。

Proof. 次の固有方程式を満たす 0でないベクトルを x1, x2 とする。

Ax1 = λ1x1 (5.10)

Ax2 = λ2x2 (5.11)

まず、x1, x2 が線形独立であることをみる。

ax1 + bx2 = 0 (5.12)

とすると式、5.10、5.11から

0 = A (ax1 + bx2) = aA (x1) + bA(x2)

= aλ1x1 + bλ2x2

となるから式 5.12から x2 を消すと

0 = λ2 (ax1 + bx2)− (aλ1x1 + bλ2x2)

= a (λ2 − λ1)x1

となるから式 5.12から x1 を消すと

0 = λ2 (ax1 + bx2)− (aλ1x1 + bλ2x2)

= b (λ1 − λ2)x2

となる。λ1 ̸= λ2 とすれば、a = b = 0

となるので x1, x2 は線形独立である。

次に行列Xを x1, x2 の列ベクトルを並べてつくると

X = [x1,x2] (5.13)

このXは可逆なので

P = X−1
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とおけば、PX = I となるので、式 5.13から

PAP−1 = PAX = P (Ax1, Ax2)

= P (λ1x1, λ2x2)

= PX

(
λ1 0

0 λ2

)

=

(
λ1 0

0 λ2

)

となる。

5.5.2 2階定数差分方程式

　この性質は 2階の定数差分方程式を解くのに便利であり、これは近接粒子のみの影響を考えるような物理
モデルに応用できる。

離散数列 xn を考え、

axn+2 + bxn+1 + cxn = 0, (n = 0, 1, 2, · · · ) (5.14)

ただし、定数

a, c ̸= 0

とする。これを n ≥ 2として

xn = −a−1 (bxn−1 + cxn−2) (5.15)

とし、離散性を利用して、初期値さえきまれば以下は計算できる。

そこで、特性行列 Aを x0, x1 について

A =

(
−b/a −c/a
1 0

)

とおく。この時の式 5.15の解は次の関係を満たすことになる。(
xn+2

xn+1

)
= A

(
xn+1

xn

)

これは数列の行列版と考えれば(
xn

xn−1

)
= A

(
xn−1

xn−2

)
= A2

(
xn−2

xn−3

)
= · · · = An−1

(
x1

x0

)
(5.16)

となるので次の特性方程式が得られる。

det (xI −A) = det

(
x+ b/a +c/a

−1 x

)
= a−1

(
ax2 + bx+ x

)
= 0

Jordanの標準形を用いて固有値が λ1 ̸= λ2 の時は、式 4.4の処方を用いて固有ベクトル pを並べた

P = [p1,p2]

でつくられた P を用いて

PAP−1 =

(
λ1 0

0 λ2

)
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とできたので (
y1

y0

)
= P

(
x1

x0

)
λ1 ̸= λ2 の時は式 5.16kara

P

(
xn

xn−1

)
= PAn−1

(
x1

x0

)
= PAn−1P−1

(
y1

y0

)
=
(
PAP−1

)n−1

(
y1

y0

)

=

(
λn−1
1 0

0 λn−1
2

)(
y1

y0

)
=

(
λn−1
1 y1

λn−1
2 y0

)

となるので (
xn

xn−1

)
= P−1

(
λn−1
1 y1

λn−1
2 y0

)
(5.17)

固有値が重根を持つ場合でも λ1 = λ2 = λとおけば(
λ1 1

0 λ2

)n−1

=

(
λn−1
1 (n− 1)λn−2

0 λn−1
2

)

となるので (
xn

xn−1

)
= P−1

(
λn−1
1 y1 + (n− 1)λn−2y0

λn−1
2 y0

)
(5.18)

である。これから P を求めない場合でも

λ1 ̸= λ2 の時は式 5.17より、未知な複素数 α, β を用いて、

xn = λn−1
1 α+ λn−1

2 β

とかけ、初期条件が

λ−1
1 α+ λ−1

2 β = x0

α+ β = x1

を用いて

α =
λ1

λ2 − λ1
(λ2x0 − x1)

β =
λ1

λ1 − λ2
(λ1x0 − x1)

と求まり、解が

xn =
1

λ2 − λ1
{(λn1λ2 − λn2λ1)x0 + (λn2 − λn1 )x1} (5.19)

となる。

λ1 = λ2 の時は式 5.18より、未知な複素数 α, β を用いて、

xn = λn−1α+ (n− 1)λn−1β

とかけ、初期条件が

λ−1α− λ−2β = x0

α = x1
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を用いて

α = x1

β = λ (x1 − λx0)

と求まり、解が

xn = nλn−1x1 − (n− 1)λnx0 (5.20)

となる。

例として、著名なフィボナッチ数列を考えると a = 1, b = c = −1 として

xk+2 = xk+1 + xk

となるので、初期値として

x0 = 1, x1 = 1

とすれば特性多項式が

x2 − x− 1 = 0

となるので、固有値は異なる 2解で

λ1 =
1−
√
5

2
, λ2 =

1 +
√
5

2

よって式 5.19から、この数列の収束点は

xn =
1√
5

{((
1−
√
5

2

)n(
1 +
√
5

2

)
−

(
1 +
√
5

2

)n(
1−
√
5

2

))
+

((
1 +
√
5

2

)n
−

(
1−
√
5

2

))}

=
1√
5


(1 +

√
5

2

)n+1

−

(
1−
√
5

2

)n+1


となる。

5.5.3 Jordanブロック [125, 121]

ここでは Jordan標準形を多次元に応用する。この時、行列を各ブロックにわける手法を用いる。
また、N は対角行列を表すとする。

定理. ブロック行列：U ∈ Cm×m が狭義上三角行列とする。この時、次の条件を満たす正則な行列 Y が存在

する。

Y −1UY = N = diag(Ej); j = 1, 2, · · · , g

とすると次のブロック Ej が kj の大きい順に並ぶ。

Ej =

(
0 Ikj−1

0 0

)
;

証明の準備として E ∈ Ck×k を

E =

(
0 Ik−1

0 0

)
とすると、Ek = 0, (i = 1, 2, · · · k − 1)に対して次が成り立つ。
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定理. ブロック行列補助定理

Eei+1 =

(
0 Ik−1

0 0

)
(ei+1) = ei

ETE =

(
0 0

Ik−1 0

)(
0 Ik−1

0 0

)
=

(
0 0

0 Ik−1

)

I − ETE =

(
1 0

0 I − Ik−1

)
=

(
1 0

0 1

)(
1 0

0 I − Ik−1

)

具体的にみておこう。例えば次のようにブロック行列 E と単位行列 I、単位ベクトル eを用意する。

I =


1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

 , E =


0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

0 0 0 0 0



e1 =


1

0

0

0

0

 , e2 =


0

1

0

0

0

 , · · ·

この時、

Ee2 =


0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

0 0 0 0 0




0

1

0

0

0

 =


1

0

0

0

0

 = e1

となり、ブロック行列 E は生成消滅演算子のように単位ベクトルをずらしていく働きがある。

また、

ETE =


0 0 0 0 0

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

 ·


0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

0 0 0 0 0

 =


0 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

 =

(
0 0

0 Ik−1

)

となり、転置との積が射影演算のような役割をする。これも、量子論のエルミート行列の基礎をつくっている。

Proof. ブロック定理の証明をする。
帰納法を用いる。m = 1に対して

U ∈ C1×1

はスカラーなので成り立つとする。そこで次数 d < mの狭義上三角行列で成り立つとする。

U =

(
0 uT

0 U1

)
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とおく。ただし、uT は転置を表すとする。N は対角行列である。

仮定から

Y −1
1 U1Y1 =

(
E1 0

0 N2

)
, N2 = diag (E2, · · · , Eg)

を満たす Y1 が存在する。ここで j ≥ 2に対して

dim(E1) ≥ dim (Ej)

とする。これから次が成り立つ。(
1 0

0 Y −1
1

)(
0 uT

0 U1

)(
1 0

0 Y1

)
=

(
0 uTY1

0 Y −1UY

)
(5.21)

そこで Y −1
1 U1Y1 のブロックに分け、行ベクトル uTY1 を次のように分割する。

uTY1 =
[
uT1 , u

T
2

]
式 5.21から次のようにすることができる。 1 −uT1 ET1 0

0 I 0

0 0 I


 0 uT1 uT2

0 E1 0

0 0 N2


 1 uT1 E

T
1 0

0 I 0

0 0 I

 =

 0 uT1 (I − ET1 E1) uT2

0 E1 0

0 0 N2


ブロック行列の補助定理から

uT1 (I − ET1 E1) = uT1 e1e
T
1 = σeT1

σ = uT1 e1

となる。よって σ ̸= 0に対しては最右、下で分割し、N を E1 の次数より 1大きい次数を持つ対角行列と
して、 σ−1 0 0

0 I 0

0 0 σ−1I


 0 σeT1 uT2

0 E1 0

0 0 N2


 σ 0 0

0 I 0

0 0 σI

 =

 0 eT1 uT2

0 E1 0

0 0 N2

 =

(
N e1u

T
2

0 N2

)

　となる。e1uT2 は列ベクトルと行ベクトルから作られる行列であることに注意する。

また、ブロック行列の補助定理からN2のブロックは次数の大きい順に並べられているので i = 1, 2, · · · k2+1

に対して、

Nk2
2 = 0

N i−1
2 = I

であり、

sTi ≡ uT2N i−1
2

とすると

e1s
T
1 = e1u

T
2N

i−1
2 = e1u

T
2

また、i = 1, 2, · · · k2 − 1に対して、(
I ei+1s

T
i

0 I

)(
N eis

T
i

0 N2

)(
I −ei+1s

T
i

0 I

)
=

(
N ei+1s

T
i+1

0 N2

)
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sk2 = 0だから U は (
N 0

0 N2

)
と相似であり、N の次数は E2 の次数より大きい。

dim (N) > dim (E2)

定理. Jordanブロック：代数的多重度と幾何的多重度が等しくならない欠陥のある行列 A ∈ Cm×m に対し

て、正則な行列X が存在して、

X−1AX = diag(Jij); j = 1, 2, · · · , g (5.22)

とおける。ただし、

Jij ≡ λiI + Eij , i = 1, · · · , d(< n)

Eij =

(
0 Ikij−1

0 0

)
この Jij を Jordanブロックという。

Proof. Aの Schur形を Q∗AQ = Rとするブロック補助定理から、この Rをブロック三角形に変形 Bi するこ

とができて

Bi = Y −1
i (λiI + Ui)Yi = λiI + diag(Eij) (5.23)

とできる。

同じ固有値 λi に付随する Jordanブロック Jij , (j = 1, 2, · · · , gi)を Jordan箱 Bi と呼ぶ

Jordan箱の次元はmi でこの中に gi 個のブロックを持つので

gi ≤ mi

である。λi に付随する Jordanブロック Jij , (j = 1, 2, · · · , gi)の次元は

dim (Jij) = li

とする。Bi の対角項の 1つ上に li − 1個以下の連続する 1があるので次の例の図のように

(Bi − λiI)li = 0

とすることができる。

そこで {λi}d1 を Aの相異なる d個の固有値であるとする。ブロック補助定理は

Cn =

d⊕
i=1

Mi

Mi = ker (A− λiI)li

dim (Mi) = mi

であることを意味し、Jordan標準形は固有値 λiの特徴として普遍部分空間Miを指標 li、代数的多重度mi、

幾何的多重度 gi の 3つの数値で表すことができる。
例えば λがm = 7, g = 3, l = 3の固有値であれば、λに付随する Jordan箱は次の図の 2つがあり、どちら
もブロックの数は g = 3個あり、対角項の 1つ上に l − 1 = 2個以下の 1を持つ。

67



図 5.1: 代数的多重度m = 7,幾何的多重度 g = 3,指標 l = 3の固有値に付随する Jordan箱

5.5.4 ジョルダン分解

ジョルダン分解を次の簡単な整数値行列を使っておこなってみよう。

A =

 27 48 81

−6 0 0

1 0 3


特性多項式が

det |A− xI| = 0

から

x3 − 30x2 + 288x− 864 = (x− 6)(x− 12)2 = 0

となるので、固有値は

x = 6, 12, 12

となる。固有値 λと順に対応した固有ベクトルを横に並べた行列 P は

λ =

 6

12

12

 , P =

 18 −9 2

0 0 0

3 −3 1


となる。重解があるので固有ベクトルの 1つに零ベクトルが現れるのに注意する。
従って行列 P の行列式は 0になる特異行列である。
従って重複があるのでジョルダンの定理 5.9から、固有値を対角に並べる行列 J をつくる。

対角化や固有ベクトルを得る方法と異なり、対角に固有値を並べるのが Jordan分解の特徴である。
この時重複している固有値を対角に並べ対角項の 1つ上は 1にする。

J =

 6 0 0

0 12 1

0 0 12


次に次のように零ではない固有ベクトルを縦に並べて行列X をつくる。X1, X2, X3 は未知としておく。

X =

 3 18 X1

−3 −9 X2

1 2 X3

 (5.24)
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Jordanの定理から
A = XJX−1

が成り立つので

AX −XJ = 0

から未知なX1, X2, X3 を決めると{
X1 → −3, X2 → −9, X3 → −

1

4

}
となり、

X =

 3 18 2

−3 −9 − 1
4

1 2 0


と決めることができる。

これを次章のスペクトル分解で一般化する。

5.6 スペクトル分解

　ベクトルでは直交分解が中心であったが、ここでは固有値をつかった分解が重要になる。そこで、まず前

節で導入した、スペクトル分解を学ぶ。{λi}d1 を行列 Aの異なる固有値とする。直交射影に対応して、次のよ

うなスペクトル射影が定義できる。

定義. スペクトル射影

スペクトル射影を Pi とは ⊕j ̸=iMj に沿っての不変部分空間Mi の上への射影である。

この時、次の定理が成り立つ。

定理. スペクトル分解：行列 Aはスペクトル分解

A =

d∑
i=1

(λiPi +Di) , D
li
i = 0 (5.25)

とすることができる。

Proof. Jordanブロックの定理から
A = XJX−1

とおける。ただし、J は d個の Jordan箱 {Bi}d1 からなるブロック対角行列、Bi はmi ×mi 型で、

Bi = λiImi +Ni

となる。X がエルミートであるとは限らない。

下図のようにNi は対角項の 1つ上以外の要素が全て 0で、対角項の 1つ上には 0か 1がある行列である。

Xi はX の列のうち、λi に付随するmi 個の要素からなる列（縦）ベクトルとする。

XiのベクトルはMiの基底をなし、式 5.24のように正方行列X はmi個の列ベクトルXiからつくられる。

X = [X1, · · ·Xm]

一方、X∗
i∗ はX−1 の行うち、λi に付随するmi 個の要素からなる行（横）ベクトルとする。
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X∗
i∗ のベクトルはMi の双対基底をなし、正方行列X−1 はmi 個の行ベクトルX∗

i∗ からつくられる。

X−1 =


X∗

1

...
X∗
mi


ここではベクトルと行列の表記が類似しているので留意する。

Aは下図のような行列である。

図 5.2: [125]より

このX とX−1 の行列ベクトルは面白いことに積の順番で単位行列 Im と、射影行列 Piが作られる。

これは (m, 1)型の行ベクトルX∗
i∗と (1,m)型の列ベクトルXiのテンソル積になるので積順でスカラーと行

列、すなわち作用素が作られる。

X∗
i∗Xi = Imi

(5.26)

XiX
∗
i∗ = Pi (5.27)

このとき、行列 Pi = XiX
∗
i∗ はMi の上への {x ∈ Cn;Xi∗

∗x = 0} = ⊕j ̸=iMi}に沿っての射影になる。
ただし、i ≤ mで単位行列のように次元mi に依存しないでmで一定である。

これが λi に付随するスペクトル射影である。

射影を Pi として、Aを成分で表すと、次のようになる。

A =

d∑
i=1

(Xi (λiImi
+Ni)X

∗
i∗) =

d∑
i=1

(λiPi +Di) (5.28)

ブロック化の定理から行列Ni は対角項の 1つ上に相続く 1をたかだか li − 1個しかもたない。従って、

N li
i = 0, Dli

i = XiN
li
i X

∗
i∗ = 0

となる。

例えば次のよう複素平面で回転成分で作られた行列を考えよう。（エルミートではない）

A =


e

iπ
4 i e

3iπ
4 −1 e−

1
4 (3iπ)

i e
3iπ
4 −1 e−

1
4 (3iπ) −i

e
3iπ
4 −1 e−

1
4 (3iπ) −i e−

1
4 (iπ)

−1 e−
1
4 (3iπ) −i e−

1
4 (iπ) 1

e−
1
4 (3iπ) −i e−

1
4 (iπ) 1 e

iπ
4


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例. この行列の固有値は 0と 4
√
−1であり、固有ベクトルを横に並べた行列は次のようになる。

λ =



4
√
−1
0

0

0

0

 , P =


−1 − 4

√
−1 −i (3 + i) 4

√
−1− (2− 3i)(−1)3/4 1

1 0 0 0 1

−(−1)3/4 0 0 1 0

−i 0 1 0 0

− 4
√
−1 1 0 0 0


次に Jordan分解をして

J =


0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 4
√
−1



X =



1 1−i√
2
−i − 1+i√

2
−1

0 0 0 1 − 1+i√
2

0 0 1 0 −i
0 1 0 0 1−i√

2

1 0 0 0 1



X−1 =



1 1+i√
2

i − 1−i√
2

0
1−i√

2
1 1+i√

2
1 + i − 1−i√

2

−i 1−i√
2

2 1+i√
2

i

− 1+i√
2

1− i 1−i√
2

1 1+i√
2

−1 − 1+i√
2
−i 1−i√

2
1


従って、この時は

X2 =

(
0, 0, 0, 1,−1 + i√

2

)

X∗
2∗ =



1+i√
2

1
1−i√

2

1− i
− 1+i√

2


となるので

X2 ·X∗
2∗ = 1

X∗
2∗ ·X2 =



0 0 0 1+i√
2

−i
0 0 0 1 − 1+i√

2

0 0 0 1+i√
2

−1
0 0 0 1 −

√
2

0 0 0 − 1+i√
2

i


のようにスペクト射影が求まる。
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これに付随して次の関係も有用である。

PiPj = δijPj

DiPj = δijDi

DiDj = 0, (i ̸= j)

APi = PiA = PiAiPi = λiPi +Di

Di = (A− λiI)Pi

5.6.1 固有射影

対角化可能な行列 Aは固有値 λi に対して、不変分空間Mi が固有部分空間 ker (A− λiI)に等しい。
従って、スペクトル射影式 5.28において

li = 1, Di = 0

とおける。従って次の定理が成り立つ

定理. 固有射影：対角化可能な行列 Aは

A =

d∑
i=1

λiPi (5.29)

というスペクトル分解を持つ。この時の Pi を固有値 λi に付随する固有射影という。

共役転置行列を A∗ とすると共役転置行列のスペクトル分解を次で定義する。

A∗ =

d∑
i=1

(
λ̄iP

∗
i +D∗

i

)
(5.30)

これも Jordan分解から求めることができる。
これは例えば Jordan標準形を重解がある場合として

J =


λ 1

λ 0

λ 1

λ


とすると転置複素共役が

J∗ =


λ̄

1 λ̄

0 λ̄

1 λ̄


となるので P = P−1 を次のような行列として

P =


0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0


前節の再現のように次で表すことができる。

J∗ = PJ ′P−1
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ただし、

J ′ =


λ̄ 1

λ̄ 0

λ̄ 1

λ̄


である。

例えば簡単な例を示すと

A =

(
1 1

4 1

)
の固有値が特性多項式

(x− 1)2 − 4 = 0

x2 − 2x− 3 = 0

よって固有値は λ = 3,−1で対応する固有ベクトルが

x1 =

(
1

2

)
, x2 =

(
1

−2

)

となるので転置複素行列 A∗ の固有ベクトルは

xi∗xi = 1

を満たすように正規化すると

x1∗ =
1

2

(
1

1/2

)
, x2∗ =

1

2

(
1

−1/2

)
となる。この時の固有射影は

P1 = x1x
∗
1∗

=
1

2

(
1 1/2

2 1

)

P2 = x2x
∗
2∗

=
1

2

(
1 −1/2
−2 1

)

したがって式 5.29,5.30から

A =

d∑
i=1

λiPi

= 3P1 − 1P2

=
3

2

(
1 1/2

2 1

)
− 1

2

(
1 −1/2
−2 1

)

=

(
1 1

4 1

)
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A∗ =

d∑
i=1

λ̄iP
∗
i

= 3P ∗
1 − 1P ∗

2

=
3

2

(
1 2

1/2 1

)
− 1

2

(
1 −2
−1/2 1

)

=

(
1 4

1 1

)

が成り立つ。

行列を使うと双対の操作は直感的になるが、物理も常に双対関係があることは重要である。

これらは 1つのループを成した存在の、側面をみていることになる。

5.6.2 不変部分空間の基底

ブロック化の定理から λに付随する不変部分空間M の基底X をつくることができる。

ただし、この基底はベクトルではなく、正方行列である。次に

まず、m×mの Jordan箱を B とする、N は対角行列として、式 5.23から

B = λIm +N

と表すこことができる。部分空間の基底X を使うとジョルダンの定理 5.8から

A = XBX−1

AX = XB (5.31)

が成り立つことになるので双対基底の関係式

X∗
∗X = I (5.32)

を用いれば

B = X∗
∗AX (5.33)

となる。よって B = X∗
∗AX は AのM の上への制限写像 AtM

AtM :M →M

を随伴基底X,X∗ に関して表現したものとみなせる。

基底X∗ が生成する部分空間をM∗ とすると

X∗
∗A = BX∗

∗orAX
∗
∗ = X∗

∗B

はM∗ が A∗ の固有値 λ̄に付随する（左）不変部分空間であることを意味する。

この部分空間M とM∗ の基底を変換する。この時、式 5.32の関係を保つようにすればよい。つまり、

X ′ = XC

X ′∗
∗ = X∗C

−1∗

とすると

AXC = XBC
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AX ′ = XCC−1BC

= X ′B′

ただし、

B′ = C−1BC

となるが、一方で式 5.33より、

B′ = C−1X∗
∗AXC

= X
′∗
∗ AX

′

とかける。従って、B′は新しい基底での表現で、制限写像AtM を新しい基底に関して、表現しているという。

注意点は B′ は変換を受けたので、もはや上三角行列ではない。

そこで一般に次の定理が成り立つ。Aの 1つの不変部分空間をM とする。

この基底を行列を X とし、行列 Y, Y ′ をそれぞれM,N またはM,N ′ において X に随伴する基底とする。

この時、次が成り立つ。

定理. ジョルダンブロック補助定理

B = Y ∗AX = Y ′∗AX

Proof. 次のように変形する。式 5.31から Y ′∗X = I となるので

B′ = Y ′∗AX = Y ′∗XB = B

つまり、X の双対基底は一意ではない。双対ベクトルと異なる点である。

5.6.3 Hermite行列

　物理ではもっともよく登場するエルミート行列は次のような性質を持っている。

• 固有ベクトルからなる、正規直交基底を持つ

• スペクトル分解において

A =

d∑
i=1

λiPi

に分解できて Pi は直交射影になる。

• ユークリッドノルムが Aが正規行列ならば

||A||2 = ρ(A)

これは Schur形をユニタリ行列 Qと、狭義上三角行列N、対角行列Dとして、

Q∗AQ = D +A

エルミート行列の固有値は次の定理のように最大・最小表現を持てる。
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定理. Hermite行列を Aとし、その固有値を

µ1 ≤ µ2 · · · ≤ µn

のように並べる。k = 1, · · · , nに対して Vk を Ck の k次部分ベクトル空間として、

µk = min
Vk

max (x∗Ax;x ∈ Vk, x∗x = 1)

とかける。これからRayleigy商として、

R(x) ≡ x∗Ax

x∗x

を定義すると x∗x = 1であるベクトルについて

µ1 ≤ x∗Ax ≤ µn

が成り立つ。

6 レゾルベント

第一部で複素関数とその幾何について詳しくみてきたが、ここでそれらを活かすことになる。

線形代数を表現する行列の固有値を考えると前節のようなスペクトル理論が成り立つが、さらにそれらはレ

ゾルベントという考え方により、行列にも級数展開やコーシーの積分定理、留数定理が使える。

行列と複素関数は物理への応用で興味ある内容をいくつも導いてくれる。

6.1 定義

6.1.1 関数の展開

　ここでは行列の展開や極限を考えることになるが、2次元的な広がりを持つ複素空間は、関数から行列に
発展させる場として利用していく。そこで、はじめに、第一部で学んだ複素関数を復習する。

重要なのにボルツァーワイエルストラスの定理がある。

定理. これは無限遠点を加えて拡張された複素平面上の無限点集合Aは少なくとも 1つの集積点を持つことを
いう。

があったように、複素平面での無限遠点は特別な役割をした。

　 Aが U に属する有限個の開集合で覆われるならこの集合をコンパクトと呼ぶ。

よって、コンパクトな集合は閉集合であるとも言える。

数列 {zn}が与えられた時、全ての番号 nに対して

|zn| < K

が成り立つような正の整数K が存在すれば {an}は有界であるという。
　　　また、任意の ϵ > 0に対して ω ̸=∞が存在し、無限個の nに対して

|an − ω| < ϵ

とできれば ωは {an}の集積点という。ここで集積点を Aの内点、または境界点となる点とする。
Aの集積点ではない点 z0 は孤立点という。孤立点の集合が離散集合と呼ばれる。
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図 6.1: 集積点 Aと孤立点

拡張された複素空間は無限遠点を含むので複素平面空間では有界でなくても、任意の閉集合は全てコンパク

トである。

　無限か有限かが単に数の多さの問題ではないことを理解していく必要がある。

レゾルベントの考え方には収束、発散が重要になる。特に、有限と無限には留意がいる。

第一部でみたように複素平面では無限遠点がどんな領域の外が側にあるので、向きが反対のループがあるこ

とに対応する。

つまり無限遠点があればこの点からはDのループは反対向きになる 2重連結とみなせる。

図 6.2: C2に対して C1は同じ向きだが C0は反対向きになる。

正則性とは関数 f(z)が z0 の近傍 V で連続かつ導関数 df(z)
dz が存在することであった。

そこで、Γを V の中で z0 回りを正の向きにまわるように描かれた Jordan閉曲線とする。
これは図のような長さの定義できる単純曲線である。

図 6.3: [125]より

従って、このとき、f(z0)は Cauchyの積分公式から次のように計算できる。

f(z0) =
1

2πi

∫
Γ

f(z)

z − z0
dz

これの k次の微分は

f (k)(z0) =
k!

2πi

∫
Γ

f(z)

(z − z0)k+1
dz
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となるので、z0 の近傍で f の Taylor展開が

f(z) =

∞∑
k=0

f (k)(z0)

k!
(z − z0)k

となるので z0 を中心に Γに含まれる任意の円盤内部の全ての zにおいて、一様に絶対収束する。

逆に任意の級数

f(z) =

∞∑
k=0

ak (z − z0)k

は開円盤 {z; |z − z0| < ρ}において正則な関数になる。ただし、収束半径 ρは次のような上限で定義する。

ρ =

(
lim
k→∞

sup |ak|1/k
)−1

(6.1)

である。この級数は r < ρなる全ての円盤

{z; |z − z0| ≤ r}

上の全ての zにおいて一様に絶対収束する。さらに係数

ak =
f (k)(z0)

k!
(6.2)

がかかるので一意に決まることがわかる。この係数の上限は Cauchyの不等式から

|ak| ≤Mr−k, k ≥ 0,M = max
|z−z0|=r

|f(z)|

となる。そこで f がドーナッツ領域

{z;α < |z − z0| < β} , α > 0

において正則であれば f は z0 の近傍で Laurent級数に展開できて、

f(z) =

+∞∑
−∞

ak (a− z0)k

とできる。これは

{z;α+ ϵ < |z − z0| < β − ϵ} , ϵ > 0

の中の全ての zにで一様に収束する。

ある β に対して、f が {z; 0 < |z − z0| < β の中で正則だが、{z; |z − z0| < β の中では正則でないとき、こ

の z0 を f の孤立特異点という。

また、Laurent展開したとき、に k < 0の ak の中に非零のものが無限個あれば z0 は真正特異点になる。

z0 が真正特異点ではない、孤立特異点であれば z0 は f の極という。極の位数が a−ℓ ̸= 0であるような最大

の整数 ℓになった。

これは log(x)と exp(x)の展開を考えてみるといい、両者のグラフは次のようになる
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図 6.4: log(x)と exp(x)のグラフ：一方は原点で特異点を持つ

しかし、log(x)の方は明らかに 0で特異点を持つが exp(x)は全域で正則である。

このグラフは幾何的には π/2回転させれば移り合う。これは exp(x)が全平面を 2分していて、−∞で収束
点があることと同じである。

もし、この特異点と、無限遠の収束点を結ぶことがあるとしたら

x−ℓ, x−ℓ+1, · · · , 1, · · · , xℓ−1, xℓ

において連続的に

ℓ→∞

とすることができる。これは複素平面をもってくることになるので、複素数化は実平面を π/2回転させてつ

なげることが必要になる。

6.1.2 レゾルベント集合

先の複素関数の展開において特に

z−1

の係数は重要で前節の式 6.2から

an =
1

2πi

∮
|ζ−a|=ρ

f(ζ)

(ζ − a)n+1
dζ (6.3)

とすると n = −1の時の係数は

a−1 =
1

2πi

∮
|ζ−a|=ρ

f(ζ)dζ

で表すことができた。これが留数となった。これは複素積分において、極めて有向な方法であったが、

物理学においてもさらに重要な意味を持つものになる。
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例えば前節のスペクトル理論を別側面から考えることができる。まず、行列 Aに発展させて、

1

(A− zI)
(6.4)

を考えると、ある固有値をとると、これは特異点になる。この時の分母は固有方程式そのものになるが、こ

れは

ある zを選んだことになり、さらに領域を広げ、複素数 z ∈ Cの集合として扱い、この集合を Aのレゾルベ

ント集合といい、re(A)で表す。つまり、この集合の中では式 6.4が存在しているとする。

R(A, z) = (A− zI)−1
, z ∈ re(A) (6.5)

をレゾルベントと呼ぶ。この時の特性多項式として

Ax− zx = b

には一意解があるのでこれを

x = R(z)b

と書く。ただし、R(z) ̸= 0でなくてはいけない。逆に Cにおける re(A)の補集合を sp(A)で定義する。

sp(A) = ¯re(A) (6.6)

このような zの集合は特別な意味を持つ。λ ∈ sp(A)とすると、式 6.4から

A− λI = 0

となる。これは逆行列を持たないという性質を持つ。従って

Ax = λx

となる xが存在するので、結局 λは Aの固有値である。

つまり、sp(A)は特異点で固有値の集合になる。この関係がレゾルベントを考えるメリットになる。
固有値は物理的には観測量である。これはある離散的な数になるだろう。

そうするとこれと補集合の関係にあるレゾルベントはどういう意味を持つだろうか。

固有値と留数、さらには Green関数との関係が見えてくるのが重要である。
つまり、無限を含む展開や、足し合わせという気の遠くなる作業において、極限の収束を利用し、

逆を持たないような作用素が残るように、その他の展開項を無視できることでもある。

これは物理学でも重要な示唆を含む。簡単には遠くのものは減衰されて、影響を与えない。本当か？

とおいうことである。

そこで、このレゾルベントの考え方を学ぶことにする。

6.1.3 行列の級数展開

以後では簡単にレゾルベントは複素数 zの引数を持つとして、R(A) = R(z) = (A− zI)−1 で表す。

これは第一部でみた複素関数が z, z−1が対蹠点になったように re(A)と sp(A)の関係が互いに補であり、逆
になっていることに留意する。特に以下でみる R(z)の集合は収束半径 ρがある時、それより大きな z でない

と収束しないことになる。

定理. 差から積：re(A)の z1, z2 に対して、

R(z1)−R(z2) = (z1 − z2)R(z1)R(z2) = (z1 − z2)R(z2)R(z1) (6.7)
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re(A1) ∩ re(A2)の zに対して

R(A1)−R(A2) = R(A1)(A2 −A1)R(A2, z)

= R(A2)(A2 −A1)R(A1, z) (6.8)

が成り立つ

Proof. 次の等式をつくると
(z1 − z2) I = (A− z2I)− (A− z1I)

これを式 6.7に代入すると

(z1 − z2)R(z2)R(z1) = ((A− z2I)− (A− z1I))R(z2)R(z1)

=
(
(R(A2)

−1 −R(A1)
−1
)
R(z2)R(z1)

= R(z1)−R(z2)

さらに

A2 −A1 = (A2 − zI)− (A1 − zI)

を式 6.8に代入すると

R(A1)(A2 −A1)R(A2, z) = R(A1) ((A2 − zI)− (A1 − zI))R(A2)

= R(A1)
(
R−1(A2)−R−1(A1)

)
R(A2)

= R(A1)−R(A2)

となる。

これからレゾルベントの差と積の表現を入れ替えることができる。

定理. 展開：R(z)は re(A)において正則であり、z0 の近傍で Taylor展開ができる。

R(z0) =

∞∑
k=0

(z − z0)k Rk+1(z0) (6.9)

Proof. z0 ∈ re(A)とすると次のように変形できる。

(A− zI)−1
= ((A− z0I)− (z − z0)I)−1

=
(
R(z0)

−1 − (z − z0)I
)−1

= R(z0) (I − (z − z0)R(z0))−1

となるがこれは公比 (z − z0)R(z0)、初項 R(z0)の無限等比級数の解を表す。

従って、|z − z0| < ||R(z0)||−1 であるような全ての zに対して、級数

R(z) = R(z0)

∞∑
k=0

((z − z0)R(z0))k (6.10)

が絶対収束することを示す。
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6.2 行列の収束

　前章で行列のノルムを定義したのでこれを用いて行列の極限値を次のように定義する。

下限 inf を用いてノルムの根 k乗をとる。

定理. 極限の存在：次の極限地が存在する。

α = lim
k→∞

||Ak||1/k = inf
k
||Ak||1/k

Proof. まず、行列のべき乗のノルムの対数を次で定義する。

ak = log ||Ak||

この時、logは単調増加関数なので
ak
k
→ inf

k

ak
k
≡ b = logα

が示せればよい。ここで

||Am+k|| ≤ ||Am|| ||Ak||

の対数をとれば

am+k ≤ am + ak

である。そこで正の整数mを固定し、q, rも整数で 0 ≤ r < mとして、

k = mq + r

とおく。すると、

ak ≤ qam + ar

ak
k
≤
( q
k

)
am +

(
1

k

)
ar

となるのでmを固定して k →∞とすると、

q

k
→ 1

m

となる。従って、任意のmで

lim sup
(ak
k

)
≤ am

m

従って、

sup
(ak
k

)
≤ b

がいえる。さらに、ak/k ≥ bだから
lim
k

inf
(ak
k

)
≥ b

よって、

lim
k→∞

sup
(ak
k

)
≤ b ≤ lim

k→∞
inf
(ak
k

)
が示せた。

これを利用するとリゾルベントが存在することが示せる。

定理. 展開：|z| > αならば R(z)が存在して

R(z) = (A− zI)−1
= −

∞∑
k=0

Ak

zk+1
(6.11)

を満たす。
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Proof. k →∞の時、||Ak||1/k → αとなった。従って、|z| > α+ ϵ, ϵ > 0であれば、十分大きな kに対して、

||Ak||1/k

|z|−1
≤ (α+ ϵ)

−1
(
α+

ϵ

2

)
となるので ∥∥∥∥∥

(
A

z

)k∥∥∥∥∥ ≤
(
α+ ϵ/2

α+ ϵ

)k
となる。k →∞の時、 (

A

z

)k
→ 0

である。従って級数は |z| > αの時に収束する。従って、無限等比級数になるから∑∞
k=0 (A/z)

k

z
=

I

I −A/z
=

I

zI −A
= −R(z)

となるので定理が示された。

これは z =∞でのテーラー展開とみることができる。この収束半径が

lim
k

sup ||Ak||1/k = α

になる。

以上から次の重要な系が成り立つ。

系. リゾルベントの集合 re(A)とその補集合 sp(A)は空集合ではない。

Proof. 背理法をつかう。極限の存在定理から re(A) ⊃ {z; |z| > α}であり、従って sp(A) ⊂ {z; |z| ≤ α}となる。
極限 αが存在するので re(A)は空ではない。よって |z| > ||A||に対して、

||R(z)|| ≤ (|z| − ||A||)−1

としてよい。よって

|z| → ∞

とすれば

||R(z)|| → 0

となるので R(z)は有界である。

従ってもし、sp(A)が空であれば R(z)は C全体において解析的になる。
これは第一部でみたリュービルの定理から有界な関数は定数にならないといけないので R(z)は定数行列に

なる。

R(z) = 0

のように、零行列になるしかない。しかし、これは定義式

I = (A− zI)R(z)

に反する。
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6.2.1 極限値と固有値

　これまでで、行列に極限が存在し、行列の場合は向きを持つので数直線ではなく、複素平面に表現した方

が便利であることを見た。一方で行列は固有値を持ち、その固有ベクトルが固有値倍された平行移動になるこ

ともみた。

ここで、その極限値 αと固有値 λの関係をみよう。

式 6.1を用いて、極限 αについて次が成り立つ。sp(A)は固有値の集合になったから

定理. 極限値と固有値：ある固有値 λについて極限値が固有値の最大値になるものが存在する。

α = max
λ∈sp(A)

|λ| = ρ(A) (6.12)

Proof. Aの固有値が少なくとも 1つの円 {z; |z| = α}の上に存在することを示せばよい。
展開定理から R(z)の収束域は {z; |z| > α}である。よって α > 0であれば収束円上に R(z)の特異点が少な

くとも 1つなくてはいけない。一方で、α = 0とすると、

sp(A) = {0}

となるが、これは先の系と矛盾する。よって収束半径が

ρ(A) = max
λ∈sp(A)

|λ|

となる。この ρ(A(λ))を A収束半径と呼ぶ。

これから次の半連続写像の定理が成り立つ。

定理. 上半連続：z 7→ S(z)をGの中の zから Cn×nの中への連続関数とする。このとき z 7→ ρ (S(z))はGに

おいて上半連続になる。

Proof. k ∈ Nに対して、関数

z 7→ ||Sk(z)||1/k

は Gにおいて連続である。全ての ϵ > 0と Gとの中の全ての zに対して ||Sν(z)||1/ν ≤ ρ(S(z)) + ϵ/2

となるような ν ∈ Nが存在する。よって

∀z′ : |z′ − z| < α⇒ ||Sν(z′)||1/ν ≤ ρ(S(z)) + ϵ/2 ≤ ρ(S(z)) + ϵ

となるような α > 0が存在する。

ρ(S(z′)) = inf
k≥1
||Sk(z′)||1/k

であるから

∀z′ : |z′ − z| < α⇒ ρ(S(z′)) ≤ ρ(S(z)) + ϵ

となる。

これから次の図のように次の定理が成り立つ。
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6.2.2 収束半径

　行列は複素平面で考えることにしてきたのだが、ここで複素平面には面白い性質があるのでその 1つの留
数を考えると特異点を含む領域とそれ以外に領域を分けることが重要になる。特異点がなければ、任意の複素

積分は 0になる。
この領域を分けるというのは観測の問題でも重要になる。前節でみたようにレゾルベントの考えには sp(A)
という補集合を固有値集合にとった。この 2領域問題は境界の重要性も含めて第 9部で考察しよう。
ここでは収束半径を使い、単純に円の内外でわける。しかし、円である必要はどこにもない。大雑把に分割

するための 1つの方法である。多次元の格子で距離的空間と独立して、特異点を一気に除ければその分割は、
ここでやることと同じ意味を持つ。

まず、等号に留意して、次が成り立つ。

定理. 収束半径：Aのスペクトルを含む円盤 {z; |z| ≤ ρ(A)}の外側では R(z)は正則である。

図 6.5: [121]より:特異点は内側（境界を含む）になるので ρ(A)の外側では正則になる。

正則性をもつのは特異点のない外側の領域である。

従って、R(z)は z0 を円の外に選べばこの円盤の外側で式 6.10のように展開ができる。

R(z) = R(z0)

∞∑
k=0

((z − z0)R(z0))k

次にこの領域の内側に目を向けると、固有値がいくつか見えるので、その 1つの λに注目する。

6.3 射影と部分空間

6.3.1 射影

固有値 λにおいて

|λ| ≤ ρ(A)

の近傍において R(z)の Laurent展開を考える。
元々R(z)は行列なのだが、この展開が可能になるので、次のような積分ができるようになる。

Γと Γ′が λを囲む 2本の Jordan曲線で、Γ′は図のように Γの外側にあり、2曲線とも sp(A)の中に描かれ、
λ以外の sp(A)の点を含まないとする。ただし、Aの λ以外のスペクトルは τ と図では書く。つまり、

sp(A) = {λ} ∪ τ

となるように分ける。つまりある固有値 1つに注目し、これを、他と分けるように境界をつくる。
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図 6.6: [121]より:λを囲む 2(本の Jordan曲線 Γ′,Γ

この時に次の演算子 P を考える。この境界に沿ったレゾルベントの複素積分になるが、これは行列である。

P =
−1
2πi

∫
Γ

R(z)dz (6.13)

これは次の重要な性質を持つ。

1. P は M̄ = kerPに沿ってのM = Im[P ]の上への射影である。

2. M も M̄ も Aの不変部分空間である。

3. A†M :M →M はスペクトル {λ}を持ち、A†M̄ : M̄ → M̄ がスペクトル τ を持つ。

Proof. 1．これは P 2 = P となることを示せばよい。z ∈ Γ, z′ ∈ Γ′ とすると式 6.7から

P 2 =
1

(2πi)
2

∫
Γ

∫
Γ′
R(z)R(z′)dz′dz

=
1

(2πi)
2

∫
Γ

∫
Γ′

R(z′)−R(z)
z′ − z

dz′dz (6.14)

となる。上の図から留数定理がつかえて z′, zが Γ′,Γ上にあるので∫
Γ′

dz′

z′ − z
= 2πi,

∫
Γ

dz

z′ − z
= 2πi

になる。よって ∫
Γ′

[∫
Γ

R(z′)

z′ − z
dz

]
dz′ =

∫
Γ′
[0] dz′ = 0∫

Γ

R(z)

(∫
Γ′

dz

z′ − z

)
dz = 2πi

∫
Γ

R(z)dz

これを式 6.14に代入し、

P 2 =
−1
2πi

∫
Γ

R(z)dz = P

となり、射影の性質を満たす。

次に 2番目の証明もみておく

86



Proof. 2.M が Aにより不変になればよい。先の結果からジョルダン分解 5.27を使うと次のようにおける。

M = Im[P ], M̄ = kerP

そこで式 6.7から
AR(z) = R(z)A

だったから

AP = PA

であり、

AM ⊆M

となり、不変部分空間になる。次に

M̄ = Im(I − P )

としても、同様に成り立つから

AM̄ ⊆ M̄

である。

6.3.2 ブロック行列

さらに 3番目は、次のブロック対角化と関係する。

Proof. 3.
[
X, X̄

]
,
[
X∗, X̄∗

]
を X と X̄ がそれぞれ、M と M̄ の基底になるような、Cn の互いに随伴な基底と

する。

この時 A†M :M →M において基底変換

B = X∗
∗AX (6.15)

と対応させる。すると

A†M̄ : M̄ → M̄ ; B̄ = X̄∗
∗AX̄

に対応する。z ∈ re(A), z /∈ Γ, t ∈ Γとすると式 6.13より、

R(z)P =
−1
2πi

∫
Γ

R(z)R(t)dt

=
−1
2πi

∫
Γ

R(z)−R(t)
z − t

dt

となる。zを Γの外側にとったから

R(z)P =
1

2πi

∫
Γ

R(t)
dt

z − t
(6.16)

とできて、zに対して正則である。

M と M̄ は互いに Cn の補空間をなす Aの不変部分空間だからジョルダンブロックの定理から

Aは随伴基底
[
X, X̄

]
,
[
X∗, X̄∗

]
に関して、ブロック対角化できる。つまり

[
X∗

∗

X̄∗
∗

]
A
[
X, X̄

]
=


B

... 0

· · · + · · ·

0
... B

 (6.17)

であり、

sp(A) = sp(B) ∪ sp(B̄)
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が成り立つ。

このように行列 Aを、対角的に分けた行列を今後ブロック行列とし、B で表す。

よって定義式 6.5から
R(z) = (A− zI)−1

だから

R(z) =
[
X, X̄

]( (B − zI)−1
0

0
(
B̄ − zI

)−1

)[
X∗

∗

X̄∗
∗

]
である。よって次の関係が成り立つ。

P = XX∗
∗ , I − P = X̄X̄∗

∗

とすると次の有用な関係式が得られる。

R(z)P = X(B − zI)−1X∗
∗ (6.18)

R(z)(I − P ) = X̄(B − zI)−1X̄∗
∗ (6.19)

これから (B − zI)−1 が Γの外側で正則になる。特に τ の全ての点において正則である。

つまり、行列でいえば逆行列をつくれるし、集合的には任意の点を含む閉集合とが開集合が分離できる。

これをレゾルベントの表現で

re (B) ⊃ τ

と書く。一方で R(z) (I − P )は Γの内側で正則になるので

re
(
B̄
)
∋ λ

となる。よって

sp(B) = {λ} , sp
(
B̄
)
= τ

になる。

これは Aがブロック対角化可能であることを示す。重要なのはここでの射影 P は経路 Γによらず、

R(z)の特異点である固有値 λにのみ依存していることである。

これは観測の問題と大きく関わる。第 9部で考察する。

6.3.3 簡単な例

具体的にレゾルベントを積分して、射影演算子を導こう。

例. 例えば次のような行列 Aを考える。

A(ϵ) =

(
1 1

ϵ 1

)
これは

ϵ→ 0;A→ A(0) =

(
1 1

0 1

)
である。レゾルベントを求めると、

まず、次の特性方程式から、複素数 zとして、

A(ϵ)− zI =

(
1− z 1

ϵ 1− z

)
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この逆行列をとればよいので

R(ϵ, z) =
1

A(ϵ)− zI
=

1

(1− z)2 − ϵ

(
1− z −1
−ϵ 1− z

)
となる。次に A(ϵ)の固有値は

(1− z)2 − ϵ = 0

から

λ1ϵ = 1 +
√
ϵ

λ2ϵ = 1−
√
ϵ

となるので、射影を求めるために、それぞれ λ1ϵ, λ2ϵ の回りで積分すると留数定理より、

P1ϵ =
−1
2πi

∫
Γ1

R(z)dz

=
1

2πi
2πiRes[R(1 +

√
ϵ)]

=
1

(1− z)−
√
ϵ

(
−
√
ϵ −1

−ϵ −
√
ϵ

)

=
−1
2
√
ϵ

(
−
√
ϵ −1

−ϵ −
√
ϵ

)
=

1

2

(
1 1/

√
ϵ

√
ϵ 1

)
となる。同様に

P2ϵ =
−1
2πi

∫
Γ2

R(z)dz

=
1

2πi
2πiRes

(
1−
√
ϵ
)

=
1

(1− z) +
√
ϵ

( √
ϵ −1
−ϵ

√
ϵ

)

=
1

2
√
ϵ

( √
ϵ −1
−ϵ

√
ϵ

)
=

1

2

(
1 −1/

√
ϵ

−
√
ϵ 1

)
従ってこの 2つの射影は条件

P1ϵ + P2ϵ = I (6.20)

を満たしている。

6.4 縮小レゾルベント

ここで行列 B は式 6.17で得られた、Aのブロック対角化されたもので、1個の固有値 λを持つ。

ここで λは行列 B̄の固有値ではないとする。このときレゾルベント
(
B̄ − λI

)−1
が存在し、次の縮小レゾル

ベントが定義できる。これは以下でみるように特別に面白い性質をもっている。[
X, X̄

]
,
[
X∗, X̄∗

]
をX と X̄ がそれぞれ、M と M̄ の基底になるような、Cn の互いに随伴な基底とする

定義. 縮小レゾルベント：行列 S = X̄
(
B̄ − λI

)−1
X̄∗

∗ を固有値 λに対する Aの縮小レゾルベントという。こ

の時、 [
X∗

∗

X̄∗
∗

]
S
[
X, X̄

]
=

(
0 0

0
(
B̄ − λI

)−1

)
となる。
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さらに次を定義しておく。

D = (A− λI)P = X(B − λI)X∗
∗ (6.21)

すると次の定理が成り立つ。

定理. 指標：Dべき零になる。つまり式 4.3のように、ℓを固有値 λの指標として

Dℓ = 0

となる。

Proof. 任意の正の整数 kに対して、射影の性質から

Dk = (A− λI)k P = X(B − λI)kX∗
∗ (6.22)

が成り立つ。ここで B はただ 1つの固有値 λを持つ。よって式 6.12から次の半径は 0になる。

ρ (B − λI) = 0

また、N = B − λI がべき零になる。つまり、

N ℓ = 0, N ℓ−1 ̸= 0 (6.23)

となるような正の整数 ℓが存在する。そこで

(A− λI)ℓX = 0, (A− λI)ℓ−1X ̸= 0

とする。これは固有値 λの指標である。

これによって固有値 λの近傍で R(z)の Laurent展開が次のようにできる。式 6.21を用いて、

R(z) = − P

z − λ
−
ℓ−1∑
k=1

Dk

(z − λ)k+1
+

∞∑
k=0

(z − λ)kSk+1 (6.24)

展開に射影演算子 P が入る。

Proof. まず、次の基底変換式 6.15で B を定義して

B = X∗
∗AX

式 6.11より

(B − zI)−1 = (B − λI − (z − λ)I)−1

= −
∞∑
k=0

(B − λI)k

(z − λ)k+1

は |z − λ| > 0に対して、収束する。つまり、z ̸= λに対して、関係式 6.18から

R(z)P = (A− zI)−1
P = X (B − zI)−1

X∗
∗

= X
1

(B − zI)k+1
(B − zI)kX∗

∗

=

ℓ−1∑
k=1

1

(z − λ)k+1
X (B − zI)kX∗

∗

= − P

z − λ
−
ℓ−1∑
k=1

Dk

(z − λ)k+1
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ここで式 6.22D = X(B − λI)X∗
∗ , P = XX∗

∗ と式 6.23を用いた。
一方で、式 6.19からは

R(z)(I − P ) = X̄
(
B̄ − zI

)−1
X̄∗

∗

=

∞∑
k=0

(z − λ)k X̄
(
B̄ − λI

)−k−1
X̄∗

∗

が λ近傍における R(z)(I − P )の Taylor展開である。
つまり、面白いことに縮小レゾルベント S = X̄

(
B̄ − λI

)−1
X̄∗

∗ を用いて

R(z)P +R(z)(I − P ) = R(z) = − P

z − λ
−
ℓ−1∑
k=1

Dk

(z − λ)k+1
+

∞∑
k=0

(z − λ)kSk+1 (6.25)

を満たす。

これは前節の特性多項式を用いないで、R(z)の位数 ℓの極 λが、指標が ℓで代数的多重度が

m = dimM

の Aの固有値になることを示したことになる。

6.4.1 射影

これまでの内容をまとめ、いくつかの有用な公式を導こう。

第 1部でのCauchyの積分公式から Γが re(A)の中にあり、sp(A)を含む Jordan曲線で f(A)が sp(A)の
近傍で正則ならば

f(A) =
−1
2πi

∫
Γ

1

A− zI
dz

のように表すことができる。Banach空間における線形作用素の有限多重度の孤立固有値についても同じよ
うな方法が知られている。

Aのスペクトルが互いに素な 2つの固有値の部分集合に分解できればこのような方法がとれる。
そこで Aの相違なる d個の固有値を

{λi}d1

とする。各 λiに付属するスペクトル射影を Pi,指標を ℓ,べき零行列をDi,縮小レゾルベントを Siと書くこ

とにする。

すると次が成り立つ。

定理. 射影和：スペクトル射影について、
d∑
i=1

Pi = I

Proof. Γを {λ}d1を囲む Jordan曲線とする。R(z)と全 Pi の和は

d∑
i=1

Pi =
−1
2πi

∫
Γ

R(z)dz

R(z)が Γの外側で正則であるから、R(z)の展開式 6.11から

R(z) = (A− zI)−1
= −

∞∑
k=0

Ak

zk+1
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を z = 1/tで変数変換すると

dz = − 1

t2
dt

だから I = (A− zI)R(z)の定義式から

∞∑
k=0

tkAk =

∞∑
k=0

(
A

z

)k
=

R(z)dz =

∞∑
k=0

tk+1Ak
dt

t2

=

∞∑
k=0

tkAk
dt

t

となるが、zは十分大きいとすると、(I − tA)−1 ∼ I + tA = I +A/z → I

R(z)dz =
dz

A− zI
=

1

t
· dt

I − tA
=
I

t
dt

となる。ただし、

z = ρeiθ → z−1 = ρ−1e−iθ

となるので、この変換により tが Jordan曲線 Γ′ を負の向きに 1周する。
従って、 ∫

Γ

R(z)dz =

∫
Γ′

I

t
dt

−1
2πi

∫
Γ

R(z)dz =
−1
2πi

∫
Γ′

∞∑
k=0

tkAk
dt

t

=
−1
2πi

∫
Γ′
I
dt

t

=
−2πi
−2πi

I = I

が得られる。

さらに次も成り立つ。

定理. 展開：z ∈ re(A)とする。この時、一般に次のように展開できる。

R(z) =

d∑
i=1

[
−Pi
z − λi

−
ℓi−1∑
k=1

Dk
i

(z − λi)k+1

]

Proof. 式 6.25より縮小レゾルベントから
SiPi = 0

になるので z ∈ re(A)の時は
R(z) = R(z)Pi +R(z)

∑
j ̸=i

Pj

とできる。
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6.4.2 共役

次の共役関係も重要である。

定理. 共役：z ∈ re(A)とする。この時、一般に次が成り立つ。

R∗(A, z) = R(A∗, z̄)

P ∗(A, λ) = P (A∗, λ̄)

Proof. 次の共役関係が成り立つ
(A− zI)∗ = A∗ − z̄I

故に

R∗(A, z) = R(A∗, z̄)

がいえる。次に射影の共役関係は λを Aの固有値として、Γを次の図のように λを他の固有値から隔離す

る円

Circle{z; z − λ = ρeiθ, 0 ≤ θ ≤ 2π}

とする。Γ̄を正の向きを持つ Γに共役な円、Γ− を Γの向きを逆にした円とする。

図 6.7: [121]より;向きの異なる領域内に含まれる互いに共役な固有値

この時、

P ∗(A, λ) =

[
−1
2πi

∫
Γ

R(A, z)dz

]∗
=
−1
2πi

∫
Γ

R∗(A, z)dz̄

=
−1
2πi

∫
Γ−

R(A∗, z̄)dz̄

=
−1
2πi

∫
Γ̄

R(A∗, z)dz

= P (A∗, λ̄)

となる。

共役をとることが複素平面の領域で向きを反転させていることは第 9部で扱う観測の理論でも重要になる。
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7 微分幾何

7.1 微分形式R

物理学において外微分は後に生成演算子と関わり双対、内積、テンソルへと導く重要な概念になる。

Rn上の可微分関数全体をC∞(Rn)とする。次のように微分形式を表すことができでる。生成元を dxとして

• 0次微分形式：関数を表し、なんらかの数字を返す f · 1

• 1次微分形式：微小な線分を表す。
∑n
i=1 gidxi

• 2次微分形式：初等数学で習った外積を表す。物理では右ねじの法則
∑n
i,j=1 hijdxi ∧ dxj

ただし、右ねじの法則のように、次のような反可換性がある。

dxi ∧ dxj = −dxj ∧ dxi (7.1)

3次元以上の場合には偶置換に対して正、奇置換なら負の符号をつけることにする。従って k次微分形式の
場合独立した生成元の個数 Nは 2項係数を用いて

N = Cnk

である。ただし全体の次元が nであり、

0 ≤ k ≤ n

である。kが nを越えたら 0であり、同じ i, j の添え字を含めば 0になる。一般には集合 {1, · · · , n}の部分
集合 I を考え、

さらにこの I の要素に順番をつける

I = {i1, i2, · · · ik}, i1 < i2 · · · < ik

ただし、U 上の可微分関数 f ∈ C∞ により微分形式が生成元に作用し

Ω(U) = ⊕kΩk(U) (7.2)

で微分形式全体を表す。

すると一般に微分形式 ωは

ω =
∑
I

fIdxI (7.3)

ただし、7.1を一般化し、

dxI ∧ dxJ = ±dxI∪J

dxI ∧ dxJ = (−1)IJdxI ∧ dxJ

また関数 Ω0(U)の外微分 df は

df =

n∑
i=1

∂f

∂xi
dxi (7.4)

であり、これは f の全微分である。1次以上の微分形式については式 7.3から次のように ωを置く。
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ω = fdxI (7.5)

これに外微分作用素 dを作用させると

dω = df ∧ dxI (7.6)

となるからどちらにしてももう一度 dを作用させると

d2f = d(df) = d

(
n∑
i=1

∂f

∂xi
dxi

)

=

n∑
i,j=1

∂f

∂xi

∂f

∂xj
dxj ∧ dxi

=

n∑
1≤i≤j≤n

(
∂f

∂xi∂xj
− ∂f

∂xj∂xi

)
dxj ∧ dxi

= 0

d2ω = d(df ∧ dxI)

= d2f ∧ dxI + (−1)Idf ∧ d(dxI)

= 0

である。また、一般に 2つの微分形式 ω ∈ Ωk, η ∈ Ωℓ があれば外積と外微分との間に

d (ω ∧ η) = (dω) ∧ η + (−1)k ω ∧ (dη)

が成り立つ。

7.2 交換子積

F (t)が微分可能で連続であるとき ∫ b

a

dF

dt
(s)dt = F (b)− F (a) (7.7)

これは微分がわかれば 2点間の関数の差が計算できることを示す。
そこで n次元ユークリッド空間Rn の開集合 U上の関数として f1(x),f2(x)„ ,fn(x)があるとき次をU上の
微分１形式 (differrential1-form)とする。

f1dx1 + f2dx2 · · · fndxn

U上には

x = (x1, x2, · · ·xn)

y = (y1, y2, · · · yn)

z = (z1, z2, · · · zn)
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があり、連続的なパラメタ tに対して yから zに U内の次のような曲線を考える。

γ : [a, b]→ U(γ(a) = y, γ(b) = z)

図 7.1: U上の曲線 γ

このような曲線が存在するためには f ◦ γ も連続でかつ微分可能であり

f(z)− f(y) = f(γ(a))− f(γ(b)) =
∫ b

a

d(f ◦ γ)
dt

(t)dt

ただし、γ(t) = (γ1, γ2, · · · γn)として

d(f ◦ γ)
dt

=
∂f

∂x1
(γ(t))

dγ1(t)

dt
+

∂f

∂x2
(γ(t))

dγ2(t)

dt
+ · · ·+ ∂f

∂xn
(γ(t))

dγn(t)

dt

のように計算する。従って Uが弧状連結ならば次のように関数の差が求まる。

f(z)− f(y) =
∫ b

a

(
∂f

∂x1
(γ(t))

dγ1(t)

dt
+

∂f

∂x2
(γ(t))

dγ2(t)

dt
+ · · ·+ ∂f

∂xn
(γ(t))

dγn(t)

dt

)
dt

これは

f(z)− f(y) =
∫ b

a

df =

∫ b

a

(
∂f

∂x1
dx1 +

∂f

∂x2
dx2 + · · ·+

∂f

∂xn
dxn

)
において次のように置換積分をしたと考える。

dxn =
dγn
dt

(t)dt

これを曲線 γ 上の積分と定義して次のようにおく

∫
γ

(
∂f

∂x1
dx1 + · · ·+

∂f

∂xn
dxn

)
=

∫ b

a

(
∂f

∂x1
(γ(t))

dγ1(t)

dt
+

∂f

∂x2
(γ(t))

dγ2(t)

dt
+ · · ·+ ∂f

∂xn
(γ(t))

dγn(t)

dt

)
dt

(7.8)
この積分の結果は全微分 df が担う。

df =
∂f

∂x1
dx1 +

∂f

∂x2
dx2 + · · ·+

∂f

∂xn
dxn (7.9)

これを微分１形式として

df = f1dx1 + f2dx2 + · · ·+ fndxn (7.10)

と表すと dx1 · · · dxn は n次元線形空間の基底とみることができる。
ただし

fn =
∂f

∂xn
(7.11)
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である。ある関数 u(x1, x2)について

∂u(x1, x2)

∂x1
= a1(x

1, x2),
∂u(x1, x2)

∂x2
= a2(x

1, x2) (7.12)

この微分方程式の積分可能条件は
∂a1
∂x2

=
∂a2
∂x1

(7.13)

で表された。式 7.12 を次のように変形すると

du =
∂u(x1, x2)

∂x1
dx1 +

∂u(x1, x2)

∂x2
dx2

= a1dx
1 + a2dx

2

さらに微分１形式として次のようにおくと

ω = du− a1dx1 − a2dx2 (7.14)

この値は 0になる。dxiFormula ∂/∂xi との内積を次のように表す。

⟨dxi, ∂/∂xi⟩ (7.15)

この内積を用いて１形式 ωと直交する微分演算子 Yを次のように定義する。

Y = bi
∂

∂xi
+ b

∂

∂u

これと式 7.15から
⟨du, ∂/∂xi⟩ = 0, ⟨du, ∂/∂u⟩ = 1

を用いると ω の生成系 (ω と直交した微分演算子)として次の 2つの Y を得る。

Y1 =
∂

∂x1
+ a1

∂

∂u
, Y2 =

∂

∂x2
+ a2

∂

∂u

よって交換子積は [
Y1, Y2

]
=
(∂a1
∂x2
− ∂a2
∂x1

) ∂
∂u

(7.16)

となる。これは式 7.13の積分可能条件を用いると 0になる。逆にこの交換子積が 0なら積分可能になる。
ただし、この条件は厳しく一般には交換子積が Y の１次式で表されれば積分可能になる。

積分可能条件が成立しない例を次の図で具体的に見てみよう。

次のように Uに含まれる長方形 [a1, b1]× [a2, b2]の境界上で２つの経路による積分の差 I1 − I2 を考える。

図 7.2: 交換子積の意味

I1 =

∫ b1

a1

f1(x1, a2)dx1 +

∫ b2

a2

f2(b1, x2)dx2 (7.17)

I2 =

∫ b2

a2

f2(a1, x2)dx2 +

∫ b1

a1

f1(x1, b2)dx1 (7.18)
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I1 − I2 =

∫ b2

a2

(f2(b1, x2)− f2(a1, x2)) dx2 −
∫ b1

a1

(f1(x1, b2)− f1(x1, a2)) dx1

=

∫ b2

a2

∫ b1

a1

∂f2
∂x1

dx1dx2 −
∫ b1

a1

∫ b2

a2

∂f1
∂x2

dx2dx1∫
[a1,b1]×[a2,b2]

(
∂f2
∂x1
− ∂f1
∂x2

)
dx1dx2 (7.19)

ここで式 7.11から

df1 = d

(
∂f

∂x1

)
=

∂

∂x1

(
∂f

∂x1

)
dx1 +

∂

∂x2

(
∂f

∂x1

)
dx2

=
∂f1
∂x1

dx1 +
∂f1
∂x2

dx2

=
∂f1
∂x2

dx2

とおけるので、外積を用いて

df1 ∧ dx1 + df2 ∧ dx2 =

(
∂f2
∂x1
− ∂f1
∂x2

)
dx1 ∧ dx2 (7.20)

だから、左辺を次のように書く。ただし、外積表現であるで括弧内はスカラーではないことに注意する。

df = d(f1dx1 + f2dx2) =

(
∂f2
∂x1
− ∂f1
∂x2

)
dx1 ∧ dx2 (7.21)

さらに演算子 dは微分演算子とみなせば

d(dx1) = d(dx2) = 0

として

d(df) =

(
∂2f

∂x2∂x1
− ∂2f

∂x1∂x2

)
dx1 ∧ dx2 = 0 (7.22)

となる。よって微分１形式 αで表すと次のようになる。∫
[a1,b1]×[a2,b2]

dα =

∫
[a1,b1]×{a1}

α+

∫
{b1}×[a2,b2]

α−
∫
[a1,b1]×{b2}

α−
∫
{a2}×[a2,b2]

α

これは外微分の表現と面積積分の表現の対応を示している。

微分 2形式は n次元ユークリッド空間 U上において次で表す。

∑
1≦i<j≦n

fij(x)dxi ∧ dxj (1 ≦ i < j ≦ n)

また、微分１形式の外積は次で表す。

(
n∑
i

fi(x)dxi

)
∧

 n∑
j

gi(x)dxi

 =
∑
i,j

fi(x)gj(x)dxi ∧ dxj

この表現では重複があるので次のように表しても同等である。
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(
n∑
i

fi(x)dxi

)
∧

 n∑
j

gi(x)dxi

 =
∑

1≦i<j≦n
(fi(x)gj(x)− fj(x)gi(x)) dxi ∧ dxj

次の時、微分１形式は閉形式であるという。

d

(
n∑
i

fi(x)dxi

)
= 0 (7.23)

また星型の U上で微分形式が閉形式であれば微分１形式は U上の全微分となるという重要な関係が示さ
れた。

7.3 面積ベクトル

次の図のように 2つの平面上のベクトルを要素に持つ面積ベクトル Aを定義する。

A(⃗a, b⃗) +A(⃗a, c⃗) = A(⃗a, b⃗+ c⃗)

この演算を満たすのは行列式だから一般にベクトル u,Wについて

A =

(
Vx Vy

Wx Wy

)
(7.24)

とかける。

図 7.3: 面積ベクトル

例えば ω(0, 2), p(0, 3)型のテンソルは反対称で次のように表現される。

ω(U, V ) = −ω(V,U)

これから

ω(U, V ) =
1

2
{ω(U, V )− ω(V,U)}

p(U, V,W ) =
1

3!
{p(U, V,W ) + p(V,W,U) + p(W,U, V )− p(V,U,W )− p(U,W, V )− p(W,V,U)}

が成り立つ。
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7.4 微分 p形式

前節の内容は簡単に多次元に拡張できる。

微分 p形式の外微分は dfi を全微分として次のように表される。

d

 ∑
i1<···<ip

fi1···ipdxi1 ∧ · · · ∧ dxip

 =
∑

i1<···<ip

dfi1···ipdxi1 ∧ · · · ∧ dxip

U上の微分 p形式 αと q形式 β について次の関係が成り立つ。

d (α ∧ β) = dα ∧ β + (−1)pα ∧ dβ (7.25)

微分 p形式の積分は U上で κ：[a1, b1]× · · · × [ap, bp]の境界上次のようになる。

∫
κ

 ∑
i1<···<ip

fi1···ipdxi1 ∧ · · · ∧ dxip

 =

∫ b1

a1

· · ·
∫ bp

ap

∑
i1<···<ip

fi1···ip(κ(t1, · · · , tp))dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

=

∫ b1

a1

· · ·
∫ bp

ap

∑
i1<···<ip

fi1···ip(κ(t1, · · · , tp))det


∂κi1

∂t1
· · · ∂κi1

∂tp
...

. . .
...

∂κip

∂t1
· · · ∂κip

∂tp

 dt1 · · · dtp
ただし

dxj1 ∧ · · · ∧ dxjp = sign

(
j1 · · · jp

i1 · · · ip

)
dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

を用いれば次の順序を考えない形式にしても同じ結果になる。

∫
κ

 n∑
i1···ip=1

fi1···ipdxi1 ∧ · · · ∧ dxip

 =

∫ b1

a1

· · ·
∫ bp

ap

n∑
i1···ip=1

fi1··· ,ip(κ(t1, · · · , tp))dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

=

∫ b1

a1

· · ·
∫ bp

ap

n∑
i1···ip=1

fi1··· ,ip(κ(t1, · · · , tp))det


∂κi1

∂t1
· · · ∂κi1

∂tp
...

. . .
...

∂κip

∂t1
· · · ∂κip

∂tp

 dt1 · · · dtp
さらに αを微分 p形式とすると

α = fi1···ip ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip (7.26)

dα =

n∑
j=1

∂fi1···ip
∂xJ

∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip (7.27)

i1 < · · · < ip に対して p+1形式は j = 1 · · ·n, p < nだから

∫
dα =

∫
κ

n∑
j=1

∂fi1···ip
∂xJ

∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

=

∫
[a1,b1]×···×[ap+1,bp+1]

∂fi1···ip
∂xJ

(κ(t1, · · · , tp+1))


∂κi1

∂t1
· · · · · · ∂κi1

∂tp+1
∂κi1

∂tp+1
· · · · · · ∂κi1

∂tp+1

...
...

...
...

∂κip

∂t1
· · · · · · ∂κip

∂tp+1

 dt1 · · · dtp+1
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行列の q番目を取り出して

=

∫
[a1,b1]×···×[ap+1,bp+1]

∂fi1···ip
∂xJ

(κ(t1, · · · , tp+1))

×


p+1∑
q=1

(−1)q−1 ∂κj
∂tp

det



∂κi1

∂t1
· · · ∂κi1

∂tq−1

∂κi1

∂tq+1
· · · ∂κi1

∂tp+1

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

∂κip

∂t1
· · · ∂κip

∂tq−1

∂κip

∂tq+1
· · · ∂κip

∂tp+1



 dt1 · · · dtp+1

=

p+1∑
q=1

(−1)q−1

∫
[a1,b1]×···×[aq−1,bq−1]×[aq+1,bq+1]×···×[ap+1,bp+1]

[
fi1···ip(κ(t1, · · · , tp+1))

]tq=bq
tq=aq

det



∂κi1

∂t1
· · · ∂κi1

∂tq−1

∂κi1

∂tq+1
· · · ∂κi1

∂tp+1

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

∂κip

∂t1
· · · ∂κip

∂tq−1

∂κip

∂tq+1
· · · ∂κip

∂tp+1

 dt1 · · · dtq−1dtq+1 · · · dtp+1

よって式 7.26から p形式の差の和の形に表すことができる。

∫
dα =

p+1∑
q=1

(−1)q−1

(∫
κ(··· ,bq,··· )

α−
∫
κ(··· ,aq,··· )

α

)
(7.28)

M を n 次元多様体とし各点 p で接空間 Tp(M) の双対空間を T ∗
p (M) で表す。これを共変接空間 (cotan-

gent space)という。
M の各点 pに対し、T ∗

p (M)の各元 ωp を対応させる規則を 1次微分形式 (differrential form of degree 1)と
いう。局所座標 {x1, x2, · · · , xn}があり、各点 pで {dx1, dx2, · · · , dxn}が
{ ∂
∂x1 ,

∂
∂x2 , · · · , ∂

∂xn }に双対な T ∗
p (M)の基底を表す。この時次が成り立つ。δはクロネッカーのデルタとして

dxi
(

∂

∂xj

)
= δij

ただし任意の 1次微分形式 ωは局所座標 {x1, x2, · · · , xn}の範囲内であれば

ω =

n∑
i=1

ωidx
i

と表すことができる。また、ベクトル場X は次のように表現できる。

X =

n∑
i=1

ξ
i ∂

∂xi

これから次のように対角化が可能になる。

ω(X) =

n∑
i=1

(
ξ
i ∂

∂xi

)
ωidx

i

1次微分形式についてみてきた。それは共変ベクトル束 T ∗M の切断として定義される。よって k次微分形
式は

∧kT ∗M の切断として定義できる。つまり k次微分形式を ωとして次の k回の積からの写像
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ω : TxM × · · ·k × TxM → R (7.29)

が存在し、

• ω(X1, Xn · · · , Xk)はX1, Xn · · · , Xk ∈ Tx の内 k − 1個を固定した時、残りの 1つは線形になる。

• ω(X1, Xn · · · , Xk)は歪対称で入れ替えに対して符号が変わる。

• X1, Xn · · · , Xk が微分可能なベクトル場であれば ω(X1, Xn · · · , Xk)は微分可能なM 上関数である。

そこでM 上の k次微分形式全体を Ak(M)として

A(M) = ⊕ηk=0A
k(M) (7.30)

と表すことにする。ω ∈ Ap(M), ω′ ∈ Aq(M)の時、外積 Ap+q(M)の元 (ω ∧ ω′)は

(ω ∧ ω′)(X1, Xn · · · , Xp+q) =
1

(p+ q)!

∑
σ

(sign σ)ω(Xσ(1), Xσ(2) · · · , Xσ(p))ω(Xσ(p+1), Xσ(p+2) · · · , Xσ(p+q))

(7.31)

と与えられる。ただし、σは置換を表し、偶置換なら (sign σ) = 1、偶置換なら (sign σ) = −1である。ま
たこの時

(ω ∧ ω′) ∈ Ap−q(M)

である。たとえば p = q = 1であれば

(ω ∧ ω′)(X,Y ) =
1

2!
(ω(X)ω′(Y )− ω(Y )ω′(X))

である。局所座標系 {x1, x2 · · ·xn}を用いると
{
dx1, dx2 · · · dxn

}
が T ∗M の基底だから

ω =
1

p!

∑
ai1···indx

i1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxin

または並べ変えをして外積の定義から

ω =
∑

ik<ik+1

ai1···indx
i1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxin

と同じである。関数 f の全微分も次のように 1次微分形式である。

df(X) = X(f) X ∈ TM

局所座標表示では

df =
∑ ∂f

∂xi
dxi (7.32)

となった。これを拡張して??から

dω =
1

p!

∑
dai1···in ∧ dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxip

=
1

p!

∑
∂jai1···indx

j ∧ dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxip
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だからこれを交代化すると

dω =
1

(p+ 1)!

∑(
∂jai1···ip − ∂i1aji2···ip − · · · ∂ipai1···ip−1j

)
dxj ∧ dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxip

特に 1次微分形式であれば

ω =
∑

ωidx
i

とすると重複に注意して

dω =
∑

dωidx
i

=
1

2

∑
(∂jωi − ∂iωj) dxj ∧ dxi

となる。重要なのは局所座標を用いないで 1次微分形式をM 上の任意のベクトル X,Y を用いるとができ

る。ここで簡単にするために接ベクトルと、1形式を

X =
∑

ξj
∂

∂xj
, Y =

∑
ηi

∂

∂xi
, ω =

∑
ωkdx

k

とすると

dω =
1

2

∑(
∂ωi
∂xj
− ∂ωj
∂xi

)
dxj ∧ dxi

だから次の成分をみていくと

dxj ∧ dxi = ηiξj

とおけるので

Xω(Y )− Y ω(X) =
∑{

ξj
∂

∂xj

(
ηi

∂

∂xi

)
ωkdx

k − ηi ∂
∂xi

(
ξj

∂

∂xj

)
ωkdx

k

}
=

∑{
ξj

∂

∂xj
(
ηiωi

)
− ηi ∂

∂xi
(
ξjωj

)}
=

∑{
ωiξ

j ∂

∂xj
ηi + ηiξj

∂

∂xj
ωi −

(
ωjη

i ∂

∂xi
ξj + ηiξj

∂

∂xi
ωj

)}
=

∑{
ωjξ

j ∂

∂xj
ηj − ωiηi

∂

∂xi
ξi + ηiξj

∂ωi
∂xj
− ηiξj ∂ωj

∂xi

}
=

∑{
ωji

(
ξj

∂

∂xj
ηj − ηi ∂

∂xi
ξi
)
+ ηiξj

(
∂ωi
∂xj
− ∂ωj
∂xi

)}
= ω (XY − Y X) + 2dω

となるので結局座標依存しない表示で次が成り立つ。

dω(X,Y ) =
1

2
{X(ω(Y ))− Y (ω(X))− ω([X,Y ])} (7.33)

n次元多様体M 上で r−微分形式を定めることができる。なめらかな環全体の集合を F (M)とすると微分

形式全体を Ωr(M)
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r − form Base Dimension

Ω0(M) = F (M) {1} 1

Ω1(M) = T ∗M {dxµ} m

Ω2(M) {dxµ1 ∧ dxµ2} m(m− 1)/2

Ω3(M) {dxµ1 ∧ dxµ2 ∧ dxµ3} m(m− 1)(m− 2)/6
...

...
...

Ωm(M) {dxµ1 ∧ dxµ2 ∧ · · · ∧ dxµm} 1

(7.34)

外微分作用素は微分形式を 1つあげる、逆に内積の作用素は１つ下げる。これは素粒子の生成、消滅演算子
とも関係が深い。

参考文献 [37]によくまとまった表があるので引用しておく。

図 7.4: 参考文献 [37]より

　

8 ベクトル場

8.1 準備

今後有用となるベクトル演算の公式をまとめておこう。

まず、内積は対角和であり、A(A1, A2, A3), B(B1, B2, B3)として

A ·B =

3∑
i=1

AiBi

である。今後はアインシュタインの和を用いて同じ添え字に対しては
∑
記号を省略する。
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ベクトルの添え字の変換はクロネッカー δを用いて

Ai = δijAj

となる。ベクトル積は

(A×B)i = ϵijkAjBk

この ϵijk は立派な反対称テンソルで次の置換規則を満たす

ϵ123 = ϵ231 = ϵ312 = +1

ϵ132 = ϵ321 = ϵ213 = −1

これは次のような使い方ができる。

(A× (B×C))i = ϵijkAj (B×C)k

= ϵijkϵklmAjBlCm

この時 1文字が共有されていれば
ϵijkϵlmk = δilδjm − δimδjl (8.1)

が成り立つので先の式は奇置換をすれば

(A× (B×C))i = ϵijkϵlmkAjBlCm

= (δilδjm − δimδjl)AjBlCm
= BiAjCj − CiAjBj
= (A ·C)Bi − (A ·B)Ci

という公式が導けた。

また勾配 gradientについても

∇ =

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
= ∂i

で表す。また、発散、回転、ラプラシアンも

divA = ∇ ·A = ∂iAi

(curlA)i = (∇×A)i = ϵijk∂jAk

∇2 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
= ∂i∂i

さらに

r2 = x2 + y2 + z2

が成り立つ場合には

r2 = xixi

であるから

2r∂ir = 2xj∂ixj = 2xjδij = 2xi

であり

∂ir =
xi
r

である。
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8.1.1 座標変換

v =
1

r2
er

とすると

∫
v · dS =

∫
S

(
1

r2
er

)
· r2 sin θdθdϕer

=

(∫ π

0

sin θdθ

)(∫ 2π

0

dϕ

)
= 4π

3次元のベクトルは 3× 3の行列M によって次のようにかける。 x′

y′

z′

 =M

 x

y

z


もし、直交変換であれば

MTM = 1 (8.2)

を満たす。

例えば z軸回りの θの回転は

M =

 cos θ sin θ 0

− sin θ cos θ 0

0 0 1


であり、これは 8.2を満たす。
これを成分表示すると

x′i =Mijxj

であり、直交条件は

MkiMkj = δij

さて Aと Bを共に地球上であれば回転させると重力があるので、その差は歴然であるが重力のないところ
ではこの区別はつかない。座標系を回転させても物理の内容には変化がおきてはならないはずである。これを

成分で記述してみよう。次のように A,Bを同じだけ回転させる。

A′
i =MijAj

B′
i =MijBj

この積は直交条件 δjk =MijMik を用いると

A′
iB

′
i =MijAjMikBk = AjBkδjk = AjBj

と不変である。従って内積が回転によって保たれることになる。この時独立したM の成分は 9個あるわけ
だが、対称行列であれば独立した成分は 6個になる。さらに直交性の条件が加わると独立した成分は

9− 6 = 3

しかない。
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8.1.2 定義

　ベクトル空間 (uector space)は線形空間 (linear space)とも呼ばれ次の公理を満たす。
和の公理

x+ y = y + x, (x+ y) + z = x+ (y + z) , x+ 0 = x (exist 0)x+ (−x) = 0 (exist Inverce)

スカラー倍の公理

a(x+ y) = ax+ by, (a+ b)x = ax+ bx, (ab)x = a(bx), 1x = x (exist 1)

これらを満たす空間をベクトル空間 V で表す。また {vj}をその要素であるベクトルとすると

a1v1 + · · · akvk = 0

を満たすのが

a1 = · · · = ak = 0

に限られる時これらのベクトルは線形独立 (linearly independent)であるという。また、任意のベクトル vは

v = a1e1 + · · · akek

のように基底 {ej}で表すことができる。この時、各成分は

aiej

のように上下の添え字で区別されることに注意する。

8.1.3 核と像

　ベクトル空間の次元が次のように決まっているとする。

dimV = n

また V からW への線形写像 (linear mapping)は次を満たす。

f(aX1 + bX2) = af(X1) + bf(X2)

特にに次の部分空間が今後重要になる。線形写像 f について

次の関係を満たす部分空間を核空間 (kernel)という。

Ker(f) = {X ∈ V |f(X) = 0}

f(V ) = {f(X)|X ∈ V }

つまり、図のようにW の零元に対応する V の要素が核 Ker(f)である。
また次の関係を満たせば像空間 (image)という。

Img(f) = {f(V )|f(X) ∈W}
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図 8.1: uからWへの核と像

簡単な連立方程式で例を示すと像空間は

a11x1 + a12x2 = y1

a21x1 + a22x2 = y2

において y1, y2 を与えた時に x1, x2 が解を持つようなW上の y1, y2 の集合が像である。

核とは y1 = y2 = 0

a11x1 + a12x2 = 0

a21x1 + a22x2 = 0

となる。u上の x1, x2 の集合が核である。

8.2 双対空間 [12]

　一般に物理で観測されるものは実数のスカラー値である。これは 1次元のベクトル Rである。

これはベクトル場が成分と基底の組み合わせでできていて、さらにその双対な関係からつくられる。

最も身近な関係は微分と積分である。

∂

∂x
dx→ c

これらは物理的な状態の観測から物理量が得られる関係を表している。

観測する側が観測対称の成分を得る場合、実は観測対称は観測者の基底と作用する。

これらの関係をみるためにまず、基本の関係を学ぶ。

8.3 双対変換 [33]

　　今後便利な表現として横ベクトル (行)を下添え字、縦ベクトル (列)を上添え字で表す。
n次元のベクトル空間のある数ベクトルを x ∈ V として

x = (e1, · · · , en)


x1

...
xn

 (8.3)
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と、基底 {en}と成分 {xn}ベクトルで表す。さらに別の V ′ について

x = x′1e
′

1 + · · ·+ x′ne′n

と表すこともできるとすると、基底の変換が

e′j = p1je1 + · · ·+ pnjen

とあらわすことができる。この時の変換行列 P は n× nの正則行列であり(
e

′

1, · · · , e
′

n

)
= (e1, · · · , en)P (8.4)

で表す。

さてこの時に x′ と xの関係はどうなるだろうか。式 8.3から

x = (e1, · · · , en)PP−1


x1

...
xn



=
(
e

′

1, · · · , e
′

n

)
x′1

...
x′n

 (8.5)

であるから、座標の変換則は式 8.4から
x′1

...
x′n

 = P−1


x1

...
xn


であることがわかる。また、基底についての変換も

e′1

...
e′n

 = P−1


e1

...
en

 (8.6)

次に双対空間を V ∗ として、双対空間の元を α ∈ V ∗ とすると

双対であるとは次のように任意のベクトルに双対基底を作用させた時に成分値を得る仕組みである。

ei

 n∑
j

xjej

 = ei
(
x1e1 + · · ·+ xiei + · · ·+ xnen

)
= xi

これは単位ベクトルの直交性を利用していて、第 1部でのフーリエ変換と共通している。
これはクロネッカー δを用いて

eiej = ei
′
e

′

j = δij (8.7)

と表す。つまり、座標系の取り方に依存しない。これで上付きが行、下付が列に対応する。

双対空間の元を α ∈ V ∗ として

α = (α1, α2 . . . αn)


e1

...
en


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これは式 8.3の座標と基底の入れ替えになっているので、次のように内積がとれる。

x · α = α · x = α1x
1 + α2x

2 + · · ·+ αnx
n (8.8)

式 8.6の転置をとると 
e′1

...
e′n

 = P−1


e1

...
en


(
e

′

1, · · · , e
′

n

)
= (e1, · · · , en) tP−1

となることに注意する。

つまり、V の基底の取り換えが行列 P の時、双対空間 V ∗ の基底の取り換えが tP−1 でなされる。

後節で一般化するが多様体とはベクトル空間の開集合の張り合わせと考えることができる。

この時、接ベクトルと余接ベクトルを局所座標を用いて∑
i=1

Xi ∂

∂xi
,
∑
i=1

αidx
i

と書ける。

つまり {ei} =
{

∂
∂xi

}
, {e′

i} = {dxi}に対応するわけである。
これは直交関係ではないので注意する。

V がベクトル空間であれば線形関係を保つので

f(a1v1 + a2v2) = a1f(v1) + a2f(v2)

が成り立つ。また、線形写像であればベクトル和とスカラー倍を保つ。線形写像 f の像は

Imf : f(V ) ⊂W

であり、f の核は

Ker f : {v ∈ V |f(v) = 0}

を満たす。そこで f : V →W が線形写像であれば次元について

dimV = dim (Ker f) + dim(Imf)

が成り立つ。

f : V → K をベクトル空間 V = V (n,K)上の線型関数とする。任意のベクトルは

v = v1e1 + · · ·+ vnen

と書けるので線形性を使うと

f(v) = v1f(e1) + · · ·+ vnf(en)

となる。これから線形関数の全体もまた、線形関数になる。

(a1f1 + a2f2) (v) = a1f1(v) + a2f2(v)

このような線形空間は V (n,K)の双対ベクトル空間といい、V ∗(n,K)で表す。

次元については元の空間に等しく有限であれば

dimV ∗ = dimV
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が成り立つ。双対基底を次の関係を見たすようにとる

e∗i (ej) = δij (8.9)

よって任意の双対ベクトルは

f = fie
∗i

とかける。よって vに f が作用すると

f(v) = fie
∗i(vjej) = fiv

je∗i (ej) = fiv
jδij = fiv

i

となり内積が得られる。

8.4 ベクトル場

　次節での微分形式はベクトル場と双対関係を満たす。。つまりこの 2つから前節でみたようにスカラー値
となる関数がつくられる。この関係ば物理の理論を構成していく上で重要で、この背景には後に詳しく考察し

ていく多様体の考え方が必要になる。つまり、物理現象をつくる背景としはまったく不規則な場ではなく、何

か規則があり、組織化されたような背景の上に物理現象があると考える。ここでは単純に実数のｎ次元の空間

Rn を考え、その接空間としてベクトル場をみていく。

まず Rn の点 pを始点にもつベクトル場全体を TpR
n で表す。Rn の標準基底が

{∂/∂x1, ∂/∂x2 · · · ∂/∂xn}

次のように１次の成分を持つベクトル基底、単位ベクトルに対応する。

∂

∂x1
= {1, 0, · · · 0}

∂

∂xn
= {0, 0, · · · 1}

のように表される。この時 Rn のベクトル場が

X =

n∑
i=1

Xi
∂

∂xi

Xi ∈ C∞(Rn)

で表される。これは Rn 上のそれぞれの点 pに始点をもつベクトルを一斉に与えることになる。

関数Xi が Rn の開集合 U 上で定義されている場合X を U 上のベクトル場という。

例えば次の図は R2 上のベクトル場である

図 8.2: 左から x ∂
∂x + y ∂

∂y , x
∂
∂x − y

∂
∂y , y

∂
∂x − x

∂
∂y

これに対して 1次微分形式 ω は各接平面ごとにそれぞれの線形関数が並んだものだと表現することができ

る。これもベクトルであるが、縦ベクトルと考える。

111



ω =
∑

gidxi

とおけば

ω(X) =
∑
i,j

gidxiX
j ∂

∂xj
=
∑

giX
iδij =

∑
giX

i

のように演算した結果はスカラーである。

8.5 内積と随伴 [12]

　　双対空間の基底の関係式 8.9は大きさが 1単位の内積をとることになる。
双対の対応を一般化することで自然に内積を導く。ここでは行列 gは正方行列とは限らないことに注意する。

一般的に g : V → V ∗ をベクトル空間の同型写像とする。ただし g ∈ GL(m,L)である。g の成分表示は式
8.4を発展させ、

g : vj → gijv
j

となり、内積は次のような対で表すことができる。

g(v1,v2) ≡ ⟨gv1,v2⟩

これは観測理論からみれば位相空間のある領域を点で代表させる操作でもあるといえる。V, V ∗ のどちらか

ら見ても共有できる点である。よって

g(v1,v2) = g(v2,v1) (8.10)

を要請する必要がある。成分表示では

g(v1,v2) = vi1gijv
j
2

である。ここでの添え字の上下は行列の縦、横に対応し、積をつくる際の順序に影響する。

さらにK は実数であるとすれば vのノルムが正にあるように行列 gij は正定値である必要がある。

従って式 8.10から行列 gは対称行列である必要がある。
ここでW =W (m,R)を基底 {fα}を持つベクトル空間であり、その同型写像として G :W →W ∗

を考える。写像 f : V →W が与えられとその随伴 (adjoint)として f̃ を次で定義する。

G(w, fv)→ g(v, f̃w)

この時、行と列が入れ替わる操作が入っていることに注意し、v ∈ V,w ∈W として成分で表示すると

wαGαβf
β
i v

j = vjgij
˜
f jαw

α (8.11)

となり、f の下添え字は u,wの添え字にかかるように入れ替わる。極短に

gij = δij , Gαβ = δαβ

であれば随伴は線型変化を伴わず、単に転置の操作と考えることができる。

f̃ = f t

次に双対空間で次元が等しくなるかを確認しておく。式 8.11から元の任意性を考えると

Gαβf
β
i = gij

˜
f jα
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であり

f̃ = g−1f tGt

となるが

rank f = rank f t = rank (Mf tN)

から

dim Imf = dim Im f̃

である。随伴の随伴は元にもどる。

∼̃
f
= ∼
g−1ftGt

= g−1 (gfG)Gt = f

複素数の多様体については次部で扱うが V が Cで定義されると内積は v̄を複素共役として

g(v1,v2) = v̄1
igijv

j
2

となる。内積の正定値性

g(v1,v2) = g(v1,v2)

だから g : V → V ∗ は正定値な Hermite行列になる。Hermite行列を †で表し、この場合は

f̃ = g−1f†G†

dim Imf = dim Imf̃ (8.12)

が成り立つ。

像の次元だけでなく、核の次元についてはに有限次元のベクトル空間であれば f : V →W として

dimKer f − dimKer f̃ = dimV − dimW (8.13)

が成り立つ。これは f̃ :W → V として

dimV = dimKer f + dim Imf

だから

dimW = dimKer f̃ + dim Im f̃

よって式 8.12を使えば式 8.13が導かれる。

8.6 ベクトル場と微分形式 [11]

微分形式の生成元 ∂/∂xと微分形式の生成元 dxから Rn の数を次のように定義できる。

dxi

(
∂

∂xj

)
= δij

これから一般に、1次微分形式を ω =
∑
gidxi,ベクトル場を v =

∑
ai∂/∂xi とすると、点 pを選べば

ωp (v) =
∑

gi(p)ai

という関数 ωp が得られる。この関数を接平面 TpRn 上の関数と考える。
次にこの点 pを動かせば各接平面ごとに

ωp′ : TqRn → R
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が得られる。これは 1次微分形式

ω =

n∑
i=1

gidxi

前節のベクトル場

X =

n∑
i=1

Xi
∂

∂xi

を代入して

ω (X) =
∑
i

giXi ∈ C(Rn)

が得られる。留意すべきは、接平面の接点における接線の傾きを得るのではなく、

この接点をある長さ動かした時に、ある数が決まることにある。

簡単には微小長さと、傾きのセットから高さという数値を得ることで、傾きだけからは、この高さを得るこ

とはできない。

さらに、重要なのは 1形式が
df = ω

とおけるので点 pを固定し、TpRn の部分空間を接点での値

H = {v ∈ TpRn|ω(v) = 0}

で定義する。つまり、傾きが vになるような点 pからの移動を p+ tvとすれば関数 f により

df(v) =
∑

vi
∂f

∂xi
(p) =

d

dt
f (p+ tv) |t=0 (8.14)

となる。これは f による方向微分である。（詳しくは後節で扱う）留意点は vが 0なわけではなく、
v ∈ H であれば方向微分は 0であり、点 pを通り、f = Const.で定義される曲面に v が接していることを

表す。

これは高次の場合にも発展できる。

dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik
(
v1, v2, · · · vk

)
=
∑
σ∈Sk

sgn (σ) dxi1

(
vσ(1)

)
· · · dxik

(
vσ(k)

)
ただし、Sk は {j = 1, 2, · · · k}の置換全体の集合を表す。置換の符号 σに対し、sgn(σ) = ±1である。
生成元が dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik となったのでこれは k個の直積

TpRn × · · · × TpRn

がつくる多重線形関数である。次元が nであれば k = nは k = 1と同様に 1重になる。

8.7 テンソル積

　ベクトルの和はベクトルをつくる。しかし、ベクトルの積はどうなるか、先の議論を延長して考えてみよ

う。はじめに

(V ∗)
∗
= V

という自明と思える関係を証明することを考えよう。自明であることを示すのはしばしば難であり、重要で

ある。

ϕ : V → (V ∗)
∗

を

(ϕ(x)) f = f(x), f ∈ V ∗
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で定義しよう。もし、ϕ(x) = 0ならば任意の f ∈ V ∗ に対して f(x) = 0であるから x = 0であるので ϕは

単射である。

さらに dimV = dimV ∗ = dim(V ∗)∗ であるから ϕは同型である。

V1 · · ·Vp を実ベクトル空間として

V ∗
1 ⊗ · · · ⊗ V ∗

p = {f : V1 × · · · × Vp → R}

次を満たす時、p次線形という。

f(x1, · · ·λxi + λ′x′
i, · · ·xp) = λf(x1, · · · ,xi) + λ′f(x′

i, · · ·xp)

を満たす。この時の V ∗
1 ⊗ · · · ⊗ V ∗

p を V ∗
1 , · · · , V ∗

p のテンソル積という。

このテンソル積は

ej11 ⊗ · · · ⊗ ejpp ∈ V ∗
1 ⊗ · · · ⊗ V ∗

p

をとると、式 8.8と同様に双対の関係を定義できる。

ej11 ⊗ · · · ⊗ ejpp

 n1∑
j=1

xj1e1j , · · ·
np∑
j=1

xjpepj

 = xj11 · · ·xjpp

であるから ej11 ⊗ · · · ⊗ e
jp
p は V ∗

1 ⊗ · · · ⊗ V ∗
p の基底である。この式の左辺が成分のかけ算になる。

例えば式 8.7を用いて 3次元の場合で示すと

e11 ⊗ e22 ⊗ e33
(
x11e11,

(
x12e21 + x22e22

)
,
(
x13e31 + x23e32 + x33e33

))
= xj11 · · ·xjpp

となり、大括弧内の各成分の右端部分が掛けあわされて残る。その結果成分のかけ算が出現する。

しかし次元に関しては全体で

dimV ∗
1 ⊗ · · · ⊗ V ∗

p = n1 × · · · × np

である。

さらに V = (V ∗)∗ だったから V1 = · · ·V2 の時、V ∗
1 ⊗ · · · ⊗ V ∗

p → ⊗pV ∗ と表すことにすると

p次対称テンソルとして任意の i, j について

SpV ∗ = {f ∈ ⊗pV ∗|f(x1, · · · ,xi, · · ·xj , · · · ,xp) = f(x1, · · · ,xj , · · ·xi, · · · ,xp)}

が成り立ち、p次交代テンソルとして

∧pV ∗ = {f ∈ ⊗pV ∗| − f(x1, · · · ,xi, · · ·xj , · · · ,xp) = f(x1, · · · ,xj , · · ·xi, · · · ,xp)}

が成り立つ。また、一般に p次交代テンソルの元は

ei1 ∧ · · · ∧ eip :=
∑
σ∈Sp

sgn(σ)eiσ(1) ⊗ · · · ⊗ ∧eiσ(p)

の 1次結合として表すことができる。ただし、Sp は p次対称群で、例えば

ei ∧ ej = ei ⊗ ej − ej ⊗ ei

である。例えば実ベクトル空間の内積は 2次対称テンソルである。
また、行列式は n次交代テンソルである。
V ⊗ V ∗

　 の元は自然に V の 1次変換全体と同一視できる。例えば

e⊗ α ∈ V ⊗ V ∗
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と v ∈ V に対し、
(e⊗ α) (v) = (α(v)) e ∈ V

によって e⊗ αは V の一次変換とみなすことができる。これを自己準同型 (endomorphism)といい、

V ⊗ V ∗ =: End(V )

で表す。V の基底を e1, · · · en とすると、行 i列 j 成分を

A = (aij)

で表すと自己準同型によって  n∑
i,j=1

ei ⊗ aijej
 (x) =

n∑
i,j=1

eia
i
jx
j

である。

従ってテンソル積は双対空間からつくられる。p個の双対ベクトルと q個のベクトル積を Rへ写す線形写像
をテンソル (tensor)と定義できる。(p, q)型のテンソルを

T :
p
⊗V ∗ q

⊗ V → R

で定義すればこらまでの縦ベクトル v∗は (0, 1)型のテンソルであり、横ベクトル vは (1, 0)型のテンソルで

ある。

また、ベクトル空間 V,W を写す写像 f : V →W は (1, 1)型のテンソルになる。

8.8 Hodge作用素

n次元外微分空間において次元の裏をとるような線形写像

∗ : ∧pV ∗ → ∧n−pV ∗

を考える。これは前節の微分幾何で登場した Hodge作用素と呼ばれる。
この作用素の特徴は座標系の選び方に依存しないことである。つまり、トポロジー的な表現になっている。

はじめに p = 0の場合は V の基底を e1, · · · en に対応し、双対な基底を

∗ 1 = e1 ∧ · · · ∧ en (8.15)

とおく。これは体積要素表している。これを拡張して

∗ : ∧0 = R→ ∧nV ∗

と定義する。この定義は基底の取り方に依存しない。

次に p ≥ 1として v1, · · · ,vn−p ∈ V に対して

∗
(
ei1 ∧ · · · ∧ eip

)
(v1, · · ·vn−p) = (∗1)

(
ei1 , · · · eip ,v1, · · ·vn−p

)
のように定義する。これを線形的に拡張すると、∗ : ∧pV ∗ → ∧n−pV ∗が示される。V ∗から V への同型写像

を µとする。つまり、

µ : V ∗ → V

とする。この時、

α(v) = (µ(α),v) , α ∈ V ∗,v ∈ V
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とおくと写像 µの働きは

αi =

n∑
j=1

aije
j

に対して

µ(αi) =
n∑
j=1

αijej

のように双対な基底に入れかえるので

(
∗
(
α1 ∧ · · · ∧ αp

))
(v1, · · ·vn−p) = (∗1)

(
µ(α1), · · ·µ(αp),v1, · · ·vn−p

)
= (∗1)

 n∑
j=1

a1jej , · · ·
n∑
j=1

apjej ,v1, · · ·vn−p


となる。つまり ∗ : ∧pV ∗ → ∧n−pV ∗ は正規直交基底の取り方に依存しない。

∗を用いて ∧pV ∗ の内積 (·, ·)が ∧pV ∗ 上の正値 2次形式であることがわかる。
すなわち α, β ∈ ∧pV ∗ として式 8.15

α ∧ ∗β = (α, β) ∗ 1 = (α, β)
(
e1 ∧ · · · ∧ en

)
また、∗を２回作用させることを考えよう。n次元であれば

∗
(
e1 ∧ · · · ∧ ep

)
= ep+1 ∧ · · · ∧ en

であったから

∗ ∗
(
e1 ∧ · · · ∧ ep

)
= (−1)p(n−p)e1 ∧ · · · ∧ ep

となり、元に完全にもどるわけではない。特に n = 4, p = 2の時は

∗ : ∧2V ∗ → ∧2V ∗

であり、

∗2 = 1

から ±1の２つの固有値を持つから、対応する固有関数を Λ± として次のように直和に分解する。

∧2V ∗ = ∧+ ⊕ ∧−

α ∈ ∧2V ∗ も同様にして

α = α+ + α−

と分解する時、α = α+ の時は自己双対、α = α− の時は反自己双対という。n = 4の時、dim∧± = 3だか

ら ∧± の基底は次のように表すことができる。

e1 ∧ e2 ± e3 ∧ e4, e1 ∧ e3 ± e4 ∧ e2, e1 ∧ e4 ± e2 ∧ e3

SO4のリー環 so4は歪対称行列と同型であった。よって ∧2R4と同型である。これは SO4の ∧2R4への作用

は so4への随伴表現と同値になる。dim∧± = 3だから ∧2 = ∧+ ⊕ ∧− は

SO4 → SO3 × SO3

となり、核は {±1}である。リー環での表現は

so4 ≃ so3⊕ so3
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となる。

　前部で紹介したHodge作用素の微分形式との関係をみていこう。
ユークリッド空間の開集合 U 上の微分 p形式を Ωp(U)のように書くことにする。

例えば完全反対称テンソルの例は電磁気テンソルの空間成分 (磁場)の部分がある。
2階の反対称テンソルは具体的に次のような形をしている。

A =

 0 A3 −A2

−A3 0 A1

A2 −A1 0


この時、独立成分が 3つしかない。そこで 3成分を持つベクトルと対応できるだろうと考えられたのがHodge
作用素*である。星印作用素ともいった。

2階反対称テンソル Aと 3次元べクトル V への Hodge作用素の対応は次のようになる。

(∗V )i =
1

2

3∑
j,k

ϵijkAjk

(∗A)ij =

3∑
k

ϵijkVk

この対応は 1対 1である。従って
∗∗A = A

のように戻る。さらに興味あるのは 3次元の場合で 3階の完全反対称テンソルは

A = aϵijk

という形をしていて独立成分は 1つしかない。つまりスカラー S と 1対 1に対応する。

∗S =
1

3!

3∑
i,j,k

ϵijkAijk

とかける。これは次のように p次外微分形式と対応する。

内積が定義できれば複素空間上で双対なベクトル場 ω∗ を定義できる。これを

ω(X) = g(X,ω∗)

として

ωa ≡ (ω∗)
a
= gabωb

で表す。これから 1形式どうしの内積を

⟨ω, χ⟩ = g(ω∗, χ∗) = gabωaχb

で定義できる。つまり、内積は双対変換で保存される。

これは次のよに p形式にまで拡張できる。

⟨
ω1 ∧ · · · ∧ ω2, χ1 ∧ · · · ∧ χp

⟩
= det

⟨
ωj , χk

⟩
基底表現では

⟨ω, χ⟩ = 1

p!
ωa1a2···apχ

b1b2···bp
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となる。さらに p形式と n− p形式との間の 1対 1の対応が定義でき、この役割を担うのが Hodge作用素 ∗

である。ω ∈ Λp として ∗ω ∈ Λp−1 を任意の χ ∈ Λp に対して

∗ω ∧ χ = ⟨ω, χ⟩Ω

を満たすものと定義する。成分表示では

(∗ω)ν1···νn−p
=

1

p!
ε
µ1···µp
ν1···νn−pωµ1···µp

Hodge作用素については次が成り立つ。ω ∈ Λp , χ ∈ Λp としてX,Y ∈ V を任意の |η| ∈ det(ηab)に対して

• ∗1 = Ω ∗ Ω = |η|

• ∗ ∗ ω = (−1)p(n−p)|η|ω

• ∗ω ∧ χ = ∗χ ∧ ω

• IX ∗ ω = |η|X∗ ∧ ω

• ∗IX ∗ IY + IY ∗ IX∗ = |η|g(X,Y )

9 代数幾何

9.1 Grassmann代数

次のように自分自身の 2乗が 0の性質を持つ数を Grassmann数 (G数)という。
これは反交換の性質を示す。

ξ2 = ξ′2 = 0

従って

{ξ, ξ′} = ξξ′ + ξ′ξ = 0

G数と反交換なものを G奇といい、可換なものは G偶という。べき 0の性質のためにグラスマン数の関数
は次のように書ける。

f(ξ) = f0 + f1ξ

G数の積分は次のようになる。ただし積分の測度 dξは G奇とする。∫
dξ = 0,

∫
ξdξ = i

積分の測度 dξは偶にとれば ∫
1dξ = 0,

∫
ξdξ = 1

である。また

{dξ, ξ} = dξξ + ξdξ = dξ2 = 0

よって n個の自由度がある時は ξ1, ξ2 · · · ξn について次の反交換関係が成り立つ。

{ξi, ξj} = {dξi, ξj} = {dξi, dξj} = 0
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Formul積分も ∫
ξ1, ξ2 · · · ξndnξ = in, dnξ ≡ dξn · · · dξ2dξ1 (9.1)

∫
ξi1, ξi2 · · · ξijdnξ = 0, 0 ≤ j < n (9.2)

が成り立つ。

9.2 外積代数 [34]

9.3 双斉次

　 T は複素数体 C上の n次元ベクトル空間とする。従って T の実数体 R上の次元は 2nである。T から C
上への実線型写像の全ての集合を F とする。従って T から Cへの実線形写像全ての集合を F とすると F は

T 上で定義された複素数値関数 t→ f(t)で次の条件を満たす。

f(t+ t′) = f(t) = f(t′) t, t′ ∈ T

f(λt) = λf(t)

F は操作を伴った写像であり、関数ではないので注意する。

f ∈ F に対し、 ¯f(t)で複素共役を表すと t→ ¯f(t)を f̄ と書く。この時写像

f → f̄

は F から F への反線型写像になる。一般に反線型であるとは 1つの複素ベクトル空間から他の複素ベクト
ル空間への写像 u 7→ ϕ(u)が ∀u, u′, λ ∈ Cに対し、

ϕ(u+ u′) = ϕ(u) + ϕ(u′) ϕ(λu) = λ̄ϕ(u)

が成り立つことである。これは関数ではなく、演算操作であることに注意する。

例えば

ϕ(u) = iu

λ = ic, c ∈ R

とすれば

ϕ(u+ u′) = i(u+ u′) = ϕ(u) + ϕ(u′)

ϕ(λu) = i(icu) = λ · iu = λϕ(u)

でこれは線型である。しかし、

ϕ(iu) = −iϕ(u)

とすると

ϕ(λu) = −iϕ(icu) = −iϕ(cu) = −icϕ(u) = λ̄ϕ(u)

となり反線型である。

また、f ∈ F が実であるとは写像 t 7→ f(t)が実数値になることで

f = f̄
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が必要十分条件になる。

次に T を T ′の双対空間、つまり、T上の複素線形式の集合とする。T ′は全ての t ∈ T に対して、f(it) = if(t)

となる。例えば a, b ∈ Rとして、
f(t) = ia+ bt

とすると複素共役が
¯f(t) = −ia+ bt

となる。恒等的に f(t) = f(t)であるためには a = 0である必要があり、この時

f(t) = f(t) = bt ∈ R

である。また、

f(t) = at− iat

とおくと

f(it) = at+ iat

if(t) = at+ iat

であり、線型である。ここで F から F への写像 f 7→ f̄ による T ′ の像を T ′′ とすると T ′′ は T から Cへの
反線型写像の集合

f(it) = −if(t)

となるような f ∈ F の集合で反線型になる。例えば

f(t) = at3

とおくと

f(it) = −iat3

if(t) = iat3

であり、反線型である。

しかし、T ′, T ′′ 共に F の複素ベクトル部分空間である。ただし

T ↔ T ′ :双対

T ↔ T ′′ :反双対

であり、T ′ から T ′′ への 1対 1の反線型写像が f 7→ f̄ で T, T ′′ の実次元は共に 2n,複素次元は nである。

また、

T ′ ∩ T ′′ = {∅}

である。f ∈ F として
f ′(t) = f(t)− if(it)

f ′′(t) = f(t) + if(it)

とするとこれらは

f ′ ∈ T ′, f ′′ ∈ T ′′
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2f = f ′ + f”

となる。これから T から C への実線形写像 F は複素ベクトル空間で表すことができて、T ′(z1, · · · zn) と
T ′′(z̄1, · · · z̄2)の直和になるので F の基底が

F{z1, · · · zn, z̄1, · · · z̄2)

で表されることを示している。この代数を外積代数を用いて
∧
F で表す。

T ′ と T ′′ の外積代数
∧
T,
∧
T ′ は

∧
F に自然に埋め込まれた形となる。斉次数を aとして

Fa,0 =

a∧
T ′, F0,a =

a∧
T ′′

で表し、
∧
F の部分空間を Fa,bで表す。このときの (a, b)の組を双斉次数という。Fa,bの基底は次のように

表すことができる。

(zα1
∧ · · · ∧ zαa

) ∧ (z̄β1
∧ · · · ∧ z̄βb

) (9.3)

(1 ≤ α1 < · · · < αa ≤ n)

(1 ≤ β1 < · · · < βb ≤ n)

つまり
∧
F は Fa,b の直和になる。これはある u ∈

∧
F をとると総斉次数 (a, b)の元 ua,b の和として一通り

に表すことができる。ベクトル空間を定義したのと同様に任意のベクトルを有限の成分和で表すことがきたわ

けである。

よって
∧
F から部分空間への射影が定義できて、

Pa,b : u 7→ ua,b (9.4)

とする。
∧
F の p次斉次元は Tを基礎空間として実ベクトル空間上の複素 p次共変ベクトルとして表すこ

とができて

PP =

P∧
F =

p∑
a=0

Pa,p−a

で表すことができる。双対空間に拡張してベクトル場からテンソル場のように扱うことができるわけである。

Ppuは uの p次斉次成分という。

ここで
∧
F を基礎空間とする、ベクトル空間の自己準同型写像を Lで表す。

全ての a, bに対して

L(Fa,b) ⊂ Fa+r,b+s

が満たされるとき、双斉次 (r, s)であるという。例えば ω ∈ Fr,s であれば u 7→ ω ∧ uは
∧
F の双斉次 (r, s)

の自己準同型であるという。

9.4 実 p次外積形式

第 1節の同型群 1.1,1.2で見たように順同型な写像が定義できることは代数的の操作ができることになる。こ
れから接続の理論に話を展開できる。

そこでGをベクトル空間 T の自己準同型群とする。このときGは可逆な n次複素正則行列の作る群に同型

である。各元X ∈ Gは双対空間 T ′ の自己同型X ′ と T ′′ の自己同型X ′′ について F = T ′ + T ′′ に対応し、

X ′ =t X, X ′′ =t X̄
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と表す。するとX1は各 Fa,bの自己準同型を引き起こす。これはX1が射影 Pa,bと可換であるということで

ある。特に自己同型写像X を

t 7→ it

として、対応する
∧
F の自己同型写像X1を C と書くことにすると C は双対性から Fa,b上に自己同型写像

u 7→ ia−bu

を引き起こす、すなわち、C は次のように書けることになる。

C =
∑
a,b

ia−bPa,b (9.5)

これはGの逆群X 7→ X1が
∧
F の自己同型群の表現で可約になっている。空間 Fa,bに引き起こす表現の和

になっている。Fa,b 上の表現は既約である。

F の実元の集合を F0 とする。すると F0 は実ベクトル空間で T を基礎空間とする実ベクトル空間の双対空

間になる。各成分を z ∈ F とすると
z = x+ iy, (x, y ∈ F0)

と一通りで表すことができ、このとき

x =
z + z̄

2
, y =

z − z̄
2i

が実座標に対応する。さらに T ′ の基底を {z1, · · · , zn}とし、

zα = xα + iyα(xα, yα ∈ F0, 1 ≤ α ≤ n)

とすると双対基底は

z̄α = xα − iyα

であり、(x1, y1, · · · , xn, yn) が F の C上の基底となる。よってこの基底から
∧
F が生成され、f ∈ F は

f =
∑
α

(ξαxα + ηαya) , (ξα, ηα ∈ C)

のように一通りに書ける。f̄ = f であれば実空間 f ∈ F0 であり

(x1, y1, · · · , xn, yn)

が R上の F0 の基底である。これから実ベクトル空間 F0 の外積代数
∧
F0 は

(xα1
∧ · · · ∧ xαr

) ∧ (yβ1
∧ · · · ∧ yβr

)

の形の基底も持つが、これらは
∧
F の C上の基底にもなる。この外積代数の次元は T を基礎空間とする実

ベクトル空間上の実 p次外積形式と呼ばれる。この時の
∧
F0 は F0 の元の外積実係数 1次結合からなる

∧
F

の部分空間に一致する。u, ū ∈
∧
F, v, ω ∈

∧
F0 として

u = v + iω

ū = v − iω

とおけば、写像 u 7→ ūは反線型で環
∧
F の自己同型で f 7→ f̄ の拡張となっている。

逆にこの性質から写像 u 7→ ūは特徴つけられる。u ∈
∧
F が実で u ∈

∧
F0 であるための必要十分条件は

u = ū
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であることである。

またこの写像 u 7→ ūは全ての a, bに対して Fab 7→ Fb,a への 1対 1の反線型写像を引き起こす。これは

Pa,bu = Pb,a(ū)

と表現できて、簡単に P̄a,b = Pb,a と表す。よって u 7→ ūは Fa,a から Fa,a への反線型写像を引き起こす。

従って Fa,a は実元から成る成分を持つ。F0,0, Fn,n は外積代数から共に 1次元の実の基底をもつことになる。
例えば F0,0 は

∧
F0 の単位元 1により生成され、

zα = xα + iyα

が T ′ の基底であれば Fn,n は実元(
i

2

)n
(z1 ∧ z̄2) ∧ · · · ∧ (zn ∧ z̄n) = (x1 ∧ y1) ∧ · · · ∧ (xn ∧ yn)

=
in

2

2n
(z1 ∧ · · · ∧ z2) ∧ (z̄1 ∧ · · · ∧ z̄2)

によって生成される。これは外積形式をしているので順序を変更すれば符号に変化がおきる。そこでこの順

に並べたものをこの場合の向きとして定義する。そうするとこの表現は基底に依存しない。

また、全ての u ∈
∧
F に対してベクトル空間の自己準同型を Aとして Au = A(ū)となる時、Aは実である

という。先の作用素 C,Pa,a は実準同型である。

9.5 エルミート形式

　とりあえず、現在考えられる現実の物理量はエルミート共役である。これは

t→ it

の変換で不変であることが必要でエルミート形式と呼ばれる。この対称性は実の現象をつくることに重要な

対称性であり、後部で考察するように別な側面から考えれば基本的な時空の構成の相互作用と考えることがで

きる。また、この関係は統計物理と量子物理を比較するときにも重要な関係である。

　ここで、複素ベクトル空間でのエルミート形式を考えよう。この複素ベクトル空間を T とする。T × T で
定義した複素数値関数を H(t, t′)とする。全ての t ∈ T に対して T から Cへの写像 t′ → H(t, t′)は C上で線
形だから 1形式を定義できて次のエルミート対称性を満たす。

H(t′, t) = H(t, t′)

これは t′ ∈ T に対して写像 t 7→ H(t, t′)は反線型となることになる。ここで S(t, t′), A(t, t′)は実形式とし、

S は対称実双線型形式、Aは交代双線型形式のとき、次の関係を満たす。

S(t, t′) = −A(it, t′) = A(t, it′)

A(t, t′) = S(it, t′) = −S(t, it)

S(it, it′) = S(t, t′), A(it, it) = A(t, t′) (9.6)

第 3の式は T, T ′ 共に t→ itの変換をしても不変であり、自己同型変換で変化しない。

従って、T 上のエルミート形式の集合と、t→ itで不変な交代行列、対称行列の 3つの間には 1対 1の対応
が定義できる。さらに

Φ(t) = H(t, t) = S(t, t) (9.7)
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とすると Φは 2次形式で定義され、次に

2S(t, t′) = Φ(t+ t′)− Φ(t)− Φ(t′)

により S が定義される。S が t→ itの変換をしても不変であれば次に A,H が定義される。

T の双対空間 T ′ の基底を {z1, · · · , z2}とすると T 上の複素線型形式と反線型形式は

t 7→
∑

ξαzα(t)

t 7→
∑

ξαz̄α(t)

これから (t, t′)を考えると半双線型形式として tについて反線型、t′ について線型な形式が

(t, t′)→ z̄α(t)zβ(t
′)

の一次結合でつくられることになる。特にH がエルミート形式であれば

H(t, t′) =

n∑
α,β=1

hαβ z̄α(t)zβ(t
′) (9.8)

とかける。よってこの時のエルミート対称性は

hαβ = h̄αβ

であればよい。この時常に T ′ の基底である T の複素座標系を選んで α ̸= β に対し、

hαβ = 0

となるような行列 ||hαβ ||を対角化できることがわかっていて、このとき hαα は常に実数になる。

ここで定義したHがどんな形をなすかが重要になり、任意の t′ ̸= 0に対して適当な t ∈ T があってH(t, t′) ̸= 0

であれば第 1部で見たように非退化であるという。これは式 9.6から Sまたは Aが非退化になればよく、ヘシ

アンを用いて調べることができる。

　また、式 9.8が定義できていればH が非退化であることの必要十分条件は

det(hαβ) ̸= 0

であり、H が正である条件は全ての Φについて式 9.7から

Φ(t) = H(t, t) ≥ 0

であればよいからH が正で非退化である必要十分条件が全ての t ̸= 0に対して

Φ(t) > 0

であればよいことになる。正で非退化であれば ||hαβ ||を単位行列になるような基底 {zα}をとることがで
きる。

1形式 (f1 · · · f2n)が F0 の基底であれば fµ ∧ fν が 2形式
∧2

F0 の基底である。一方で交代形式

Aµν(t, t
′) = fµ(t)fν(t

′)− fν(t)fµ(t′) (1 ≤ µ < ν ≤ 2n)

が T 上の実交代双線型形式の基底となる。この時の同型写像 Aµν は全ての f, g ∈ F0 に対して、

f(t)g(t′)− g(t)f(t′)→ f ∧ g
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の対応をつくる。これは
∧2

F0 から T 上、つまり実双線型形式への標準的同型写像と呼ばれる。

任意の元 u ∈
∧2

F0は
∧
F 2の元でもあるので射影演算子を持ちて v = P2,0u, ω = P1,1uと置くと uは実だ

がら

v̄ = P0,2u

ω̄ = ω

となり、次のようにおける。

u = v + ω + v̄, Cu = −v + ω − v̄

とおける。この時 Cuは T の自己同型写像 t 7→ itにより引き起こされる
∧
F の自己同型写像による uの変

換であると考えることができる。すなわち u = Cuは

v + v̄ = 0, u = ω, u ∈ F1,1

と同値である。従って実交代双線型形式が t 7→ itによって不変であるための必要十分条件は対応する 2次
外積形式が (1, 1)型の双斉次形式となっていることである。この時標準的同型写像は 2次外積形式の空間から
F1,1 形式の実元の空間への同型写像を引き起こすことになる。

このことをエルミート形式H(t, t′)に適応させると

A(t, t′) =
1

2i

∑
α,β

hαβ [z̄α(t)zβ(t
′)− zβ(t)z̄α(t′)]

とおくことができ、2次外積形式は
u =

i

2

∑
α,β

hαβzβ ∧ z̄α

と書ける。もし、||hαβ ||が単位行列でかければ

u =
i

2

∑
α,β

zβ ∧ z̄α

となる。こらから
un

n!

をつくると、これはまさに実元を持つ Fn,n の元になる。この時のベクトル空間 T に向きつけを定義してや

れば un は強正 (un > 0)の実 2n次外積形式となり、uが非退化正値エルミート形式に同伴する 2じ外積形式
であれば常に un は強正となる。

9.6 作用素

　 T 上にエルミート形式H を１つとる。これに作用する演算子を同伴するとも呼ぶ。ここまでに対称形式

S、交代形式 A、2次外積形式 uなどを見てきた。ここでこれらの作用素を詳しくみていこう。

はじめに外積代数作用素 ∗についてみる。
H は正で非退化であるとする。正の非退化エルミート形式が与えられた時、エルミート空間が定義されたと

もいう。

ここからは

H(t, t′) =
∑
α

z̄α(t)zα(t
′)

zα = xα + iyα (xα, yα ∈ R)
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とおく。式より対角成分について

Φ(t) = H(t, t′) =
∑
α

z̄α(t)zα(t) =
∑
α

(
xα(t)

2 + yα(t)
2
)

となる。さらに実ベクトル空間をEとして、この上に 2次形式を与えるとEの外積代数が次のような作用素 ∗
で定義できる。つまり、Eは向き付けされていて双対空間 (f1, · · · , fm)により 2次形式が 2乗の和 f21 + · · ·+f2m
として表されているとし、全ての添え字の偶置換を (i1, · · · , ip, j1 · · · jm−p) とすると

∗(fi ∧ · · · ∧ fip) = fji ∧ · · · ∧ fjm−p

となる。全ての pに対し、∗は p次外積形式からなるベクトル空間から (m− p)次外積形式への同型写像で
ある。この時の ∗が基底 {fi}にはよらないことが重要である。よって

∧p
F 上で複素線形になるように ∗を∧

F に拡張すると ∗は
∧
F 上で一意にきまり、実作用素とみなすことができる。物理にとってこの作用素が有

用である。∗は
∧p

F から
∧2n−p

F への同型写像を決めることになる。

ここで N = {1, 2, · · · , n}として N の任意の部分集合M の元の個数を ν(M)書くとにすると ωを次のよう

に共役外積空間のつくる積で定義し、

ωM = Πµ∈M (zµ ∧ z̄µ) = (−2i)ν(M)Πν∈M (xµ ∧ yµ)

とすると、因子の次数は 2であるから
∧
F の全ての元と可換になるので因子の並び方によらない。

最初の元が 1,−1の場合でその後の元がN の相違なる元になる数列の全てを Aとする。

A = {±1, α1, · · ·αa}

ただし、最初の ±1を除いたものを個数を µ(A)を用いて

|A| = {α1, · · ·αa} , a = ν(|A|) = µ(A)

と定義しておく。

最初の元が ±1の場合に対応して
zA = ±zα1

∧ · · · ∧ zαa

とおく。すると対 (A′, A′′) ∈ A×Aが
zA = zA′ + zA′′

と書けるとき Aの分割であるという。このような分割が成立すれば、ある 2つの分割 (A′, A′′)と (A′
1, A

′′
1)

は |A′| = |A′
1|であれば同値であり、自動的に |A′′| = |A′′

1 |となる。
これらから和を Aの全ての分割の完全代表系でとれば

zA =
∑

iν(A
′′)xA′ ∧ yA′′

とかける。このように z, z̄, ωを決めると式 9.3の双斉次数をもつ全ての元が

zA ∧ z̄B ∧ ωM = (−2i)ν(M)
∑

iν(A
′′)−ν(B′′)xA′ ∧ yA′′ ∧ xB′ ∧ yB′′ ∧

∏
µ∈M

(xµ ∧ yµ)

となる。ただし、|A|, |B|,M は互いに素である。これの ∗演算求めると

M ′ = N − (|A| ∪ |B| ∪M)

r = ν(A)ν(A′′) + ν(B)ν(B′′) +
1

2
[ν(A) + ν(B)] [ν(A) + ν(B)− 1]
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として

∗ (zA ∧ z̄B ∧ ωM ) = (−2i)ν(M)
∑

(−1)riν(A
′′)−ν(B′′)xA′′ ∧ yA′ ∧ xB′′ ∧ yB′ ∧

∏
µ∈M”

(xµ ∧ yµ)

を得る。ここで
(
A

′′

1 , A
′
)
が Aの分割になっていれば (A′, A′′)と (A′′

1 , A
′)は同じ完全代表系上を動くので

a = ν(A) + ν(M), b = ν(B) + ν(M), p = a+ b

として

∗ (zA ∧ z̄B ∧ ωM ) = (−1)ν(M)+
p(p+1)

2 (−2i)p−nia−bzA ∧ z̄B ∧ ωM ′

となり、射影演算子についても ∗が全ての双次数 (a, b)の p次外積代数を双斉次数 (n− b, n− a)の (2n− p)
次外積形式に変換していることがわかる。

∗Pa,b = Pn−b,n−a∗

これは式 C =
∑
a,b i

a−bPa,b と ∗が可換であることを示していて

[∗, C] = 0

である。空間 T が実偶次元であるから ∗∗は全ての p次外積代数の形式を (−1)p 倍する ωことに注意する。

ω = C2

以上から次のような有用な関係式を得るｋとができる。

ω = ∗2 = C2 =

2n∑
p=0

(−1)pPp

∗−1 = ω∗ = ∗ω, C−1 = ωC = Cω

となる。

9.7 Clifford代数 [41]

　第 1部で複素数を扱い 4元数が R3 内の S2 の回転を表すのに便利なことを次のように導いた。複素数を

拡張し、４つの基底ベクトルを 1 , I, J,K とおく。

I2 = J2 = K2 = −1 (9.9)

IJ = K = −JI, JK = I = −KJ, KI = J = −IK (9.10)

を満たす時これをハミルトンの 4元数という。またこれらの基底からベクトル V を

V = v1I + v2J + v3K

とおくと 1 を単位ベクトルとして 4元ベクトルは

V = v1 +V

と表す。もし v = 0であればこの V は純虚数に対し、純 4元数と呼ぶこともある。もう一つの 4元数W を
持ってくると式 9.10から歴史的初めてにドット積とクロス積を共に表した次の関係式が得られる。
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V = v1 +V

W = w1 +W

VW = vw − V ·W + vW + wV + V ×W (9.11)

さらに V,W は共に純 4元数であればこれは次のように単純になる。

VW = V ×W − V ·W

ここで、３つの基底ベクトルを I, J,K について半回転を考える。θ = πを代入すると

[Rπv ] =

(
in −m+ il

m+ il −in

)
(9.12)

1 =

[
1 0

0 1

]
, I =

[
0 i

i 0

]
, J =

[
0 −i
i 0

]
,K =

[
i 0

0 −i

]
(9.13)

これは 9.10の条件を満たす。これを用いると次のように簡潔に表現できる。

RθV = 1 cos(
θ

2
) + V sin(

θ

2
)

V = lI +mJ + nK

これによって例えば iの周りに π/2、j の周りに π/2、の回転は次のようになる。

Rπ/2j ◦ Rπ/2i =
1√
2
(1 + J)

1√
2
(1 + I)

=
1

2
(1 + J + I −K)

つまりこの解釈は次の単位ベクトルを軸として θ = 2π/3の回転である。

v =
1√
3
(i+ j − k)

以上により 3次元空間での位置ベクトル P の回転 RθV の結果 P ′ に移されたとすると

P ′ = RθV PR−θ
V

を考えればよい。

また図のような 3つの回転は

図 9.1: 回転
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w → w′ → w′′ → w′′′

合成の結果 p̂′ まわりの回転

w → w′′′

Rθp̂′ = Rϕâ ◦R
θ
p̂ ◦R

−ϕ
â

であり 4元数では

RθP′ = RϕVR
θ
PR

−ϕ
V

と表すことができる。θ = πの時が半回転は単純に 4元数を表す。
　そこで改めて複素代数として次を定義する。

(x2 + y2)I = (xI+ yi) · (xI− yi)

I · I = I

I · i = i

i · I = i

i · i = −I

10 多様体

　最も一般的な粒子のイメージは点として理解されている。もちろん現実には点としての粒子は存在しない

ので有限の大きさを持ち、常に変化を伴っている。しかし、極めて正確にこの大きさを測定しようとすると、

測定者との関係でしかその大きさを定義できない。ここには前部で学習した接続の問題が登場してくる。その

背景にあるのがここで考察する多様体だ。粒子としての物理抽象がほとんどの場合リーマン多様体に埋め込ま

れた 1次元の曲線として表されるのが場の理論である。

10.1 被観測場

　物理学には必ず観測者と被観測者という立場が存在する。物質の存在が背景と共にあり、記述されるので

その背景がどいういう性質を持つかは物質の運動に影響を与える。物質に何も影響を与えないどの方向にもど

こまでも平坦な空間を観測の場におけばいいのだが、何も影響を与えないというのは観測もできないことにな

る。物理現象が様々な場と共に存在することが明らかになるにつれ、その背景として統一的に時空間を扱える

考え方が必要になる。物理現象が局所的な座標系には依存しないようにする要請から多様体という考え方が生

まれる。はじめにこの要請から多様体をみていこう。

3次元のユークリッド空間内の曲線は 1つのパラメタ tを用いて

(x(t), y(t), z(t)) (10.1)

のように書けた。曲線は局所的には Rに同相である。
これに対し、曲面を表すには 2つのパラメタ u, vが必要で

(x(u, v), y(u, v), z(u, v)) (10.2)
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のように書けた。曲面は局所的には R2 に同相である。多様体とは一般に局所的 Rm に同相になる。これは
大局的には Rmと同相でなくてもいいということである。この大局的と局所的の見方の相違が多様体をとらえ
るのに重要になる。

多様体上では複数の座標系をとることが可能であり、座標系間の変換がなめらかな微分可能写像をとること

ができる。例えば次の図のように R3 上における単位球面 S2 をとる。

図 10.1: 立体射影と極座標

一般的な次の球座標を用いよう。

x = sin θ cosϕ, y = sin θ sinϕ, z = cos θ

これの逆変換を考えると、球面上で 0 ≤ ϕ ≤ 2π,0 ≤ θ ≤ πとして

θ = tan−1

√
x2 − y2
z

, ϕ = tan−1 y

x
(10.3)

となる。

立体射影については第 1部の第 2章で触れたように z = 0と交わる xy平面と北極点 (0, 0, 1)と点 P (x, y, z)

を通る直線の交点の座標を Q(X,Y )とする。

図 10.2: 立体射影（x軸断面）

三角形 NSPと三角形 NOQが相似だから

x : X = 1− z : 1

X =
x

1− z
同様に

Y =
y

1− z
となる。極座標では上図のような角度の関係があるから第 1部からも
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X = cot
θ

2
cosϕ

Y = cot
θ

2
sinϕ

が得られた。このような結果は点 pが座標系に依存してしまう。

物理現象は座標系に依存しない必要がある。しかし、ここではあらゆる場所で共通した座標系が存在でき

ない。

赤道を θ = π/2とる。ϕが 0から 2πまでは連続的に変化するが 2πを越えるとその連続性は断ち切られる。

すなわち、球面上では近くの点は近い座標で表されることとどの点も１つの座標で表されることが両立でき

ない。

観測者がこの特別な位置を認識できるわけではないので次の要請がここでは満たされないことになってし

まう。

• 近くの点は近い座標で表すことができる。

• どの点も 1つの座標で表すことができる。

この問題を解決するには複数の座標系を用いればよい。ただし、今度は座標系どうしの変換が問題になるので

ある。そこで多様体とは座標系が重なればそれらの座標は互いになめらかな変換で結ばれるという条件を満た

すものとして考えるのである。

さて、これから物理現象が演じられる舞台としてどういうものが必要かということを考えるわけである。そ

れが多様体である。

この構造を代数と比較して、極めて明瞭にまとめた表が [31]にあるのでそれをここに示しておく。

図 10.3: [31]より：代数的な構造
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図 10.4: [31]より：位相的な構造

10.2 定義 [39]

M が n次元多様体であるとはM がハウスドルフ空間であり、

次のような開集合 Ui の近傍と Ui から n次元ユークリッド空間の開集合への写像

ϕi : Ui → ϕi(Ui) ⊂ Rm

が存在することである。

•
∪
i Ui =M

• Ui ∩ Uj ̸= ∅

のとき次の図のように

図 10.5: [37]より
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ϕi ◦ (ϕj |Ui ∩ Uj)−1
: ϕj (Ui ∩ Uj)→ ϕi (Ui ∩ Uj)

が C∞ 級写像として存在することである。つまり座標変換の関数がどこでも用意できないといけない。

　M の各点 p ∈M に対し、Rn の開集合 U とM における pの開近傍 V とする。

滑らかな写像

ϕ : U → V

において U 上のいたるところで ϕの変換行列の階数について

rank Jϕ = n

なるものが存在すればM は n次元多様体である。
ただし、J は Jacobi行列で Rm の開集合 U とし、p(x1 · · ·xm)

f : U → Rn は (m,n)の行列,yn = (y1 · · · yn) = f(x1, x2 · · ·xm), (n ≥ m)として

Jf =


∂x1f(p) · · ·

...
∂xmf(p) · · ·

 =

(
∂yj
∂xi

)

である。必ずしも正方行列ではないことに注意する。この行列式が jacobian である。

∂(y1 · · · yn)
∂(x1 · · ·xn)

= det

(
∂yj
∂xi

)
開集合であることの重要性は位相のとこでもみたが部分集合M ⊂ X として、X の開集合 OとM の交わり

O ∩M = V をM の開集合とすることでM に位相を定めることができた。

図 10.6: [39]より

陰関数定理を用いると ϕは U → V で全単射である。

n次元多様体の簡単な例として Rn の開集合がある。この時の写像 ϕは U → U への恒等写像になる。

重要な例として U を Rn の開集合として、f : U → Rを滑らかな関数とする。この時の f のグラフとして、

M = {(p, f(p)); p ∈ U} ⊂ Rn × R = Rn+1

も n次元多様体である。つまり、

ϕ(p) = (p, f(p)), V =M

にとることができる。n次元であるが f は pの関数として Rn+1 を考えていくことに注意する。
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10.3 射影空間 [12]

　 U を Rn の開集合として f :W → Rを滑らかな関数とする。この時逆関数が存在して f−1(0)を方程式

f(p) = 0

の定める超曲面 (hypersurface)という。この時、

M = {p ∈ f−1(0), Jfp ̸= 0}

は n次元多様体である。陰関数定理によればM の pの開近傍 U が存在し、U の点

q = (x1, x2, · · · , xn+1)

に対し、xi は残りの座標 x1, · · ·xi−1, xi+1, · · ·xn+1 の関数で

h(x1, · · ·xi−1, xi+1, · · ·xn+1)

として解ける。そこで ϕ : U →M を u(ui · · ·un)として

ϕ(u1, · · ·un) = (u1, · · ·ui−1, h(u), ui · · ·un)

であれば先の多様体の条件を満たす。

この特別な例として n次元球面

Sn =
{
(x1, · · ·xn+1) ∈ Rn+1;x21 + · · ·+ x2n+1 = 1

}
はまさにこの例である。さらに前節の位相空間でみた実射影空間RPn は 1次元部分線型空間に対して、そ
の上への直交射影作用素が 1対 1に対応するから

RPn = {A ∈M(n+ 1;R); AtA =t AA,A2 = A, rankA = 1}

= {tξξ; ξ ∈ Sn} ⊂M(n+ 1;R) ≃ R(n+1)2

は n次元多様体である。そこでこの射影空間具体的に見て、多様体の理解を深めよう。
1次元の場合多様体になるのは実直線 Rと円周 S1、閉区間 [a, b]半開区間 [a, b)だけになる。具体的に円周

S1 のアトラスを求めると、次の図のように少なくとも 2つのチャートが必要になる。

図 10.7: S1 をカバーする 2つの領域と直線 R1 への写像

xy平面上に
x2 + y2 = 1

をとる。そして ϕ−1
1 : (0, 2π)→ S1 を

ϕ−1
1 : θ → (cos θ, sin θ)
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とできるが端点を含まない開区間のために像は S1 − {(1, 0)}とする。
また ϕ−1

2 : (−π, π)→ S1 を

ϕ−1
2 : θ → (cos θ, sin θ)

としその像も S1 − {(−1, 0)}とする。すると ϕ−1
1 , ϕ−1

2 には共に逆写像が存在し、連続である。

よって ϕ1, ϕ2は同相写像といえる。この写像は直線上への写像であり、1成分に減少している直線への射影
と見ることもできる。

変換写像

ϕ12 = ϕ1 ◦ ϕ−1
2

ϕ21 = ϕ2 ◦ ϕ−1
1

は共に上図右のようになめらかな写像になる。図では直線は別なものに移されているがこれが区別できない

のであれば S1上の変化は常になめらかな連続写像である。しかし、この連続性を維持していくために S1上か

ら 1点を取り除かなくてはいけない点が重要になる。
さらに拡張し、n次元球面 Sn は微分多様体とする。これは Rn+1 において次をみたす。

n∑
i=0

(
xi
)2

= 1 (10.4)

図 10.8: [12]より：立体射影

実射影空間 RPn は Rn+1 の原点を通る直線の全体の集合であると考えることができる。

y = ax a ∈ R− {0}

という傾きを満たす実数 aが存在する。この時

x ∼ y

とみなすのである。

n+ 1個の 2乗和が 1という条件が 1つの束縛を与える。座標近傍として次のような被覆を考えよう。

Ui+ =
{(
x0, x

1, · · ·xn
)
∈ Sn|xi > 0

}
Ui− =

{(
x0, x

1, · · ·xn
)
∈ Sn|xi < 0

}
これで 2つのチャートが用意できたので Rn に写す変換写像が次元を 1つ減らし次のように定義できる。
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ϕi+
(
x0, x

1, · · ·xn
)
=
(
x0, x

1, · · ·xi−1, xi+1 · · ·xn
)

ϕi−
(
x0, x

1, · · ·xn
)
=
(
x0, x

1, · · ·xi−1, xi+1 · · ·xn
)

これも先と同様に半球面 Ui± から平面 xi = 0への射影である。

例えば S2 として変換関数を求めると次のように 2 + 1次元の要素から 2次元の要素を決める。

その変わり、2つのチャートが必要になるわけである。

ϕx+(x, y, z) = (y, z)

ϕy−(x, y, z) = (−x, z)

この場合の変換関数を求めると

x2 + y2 + z2 = 1

より、逆写像が存在し、

ϕ−1
x+(y, z) = (

√
1− y2 − z2, y, z)

となるので変換関数は

ϕy−x+ = ϕy− ◦ ϕ−1
x+

だから

ϕy−x+ : (y, z)→
(
−
√

1− y2 − z2, z
)

となる。

この変換関数は Ux+ ∩ Uy− 上で無限回微分可能で式 10.4のせいで微分構造が決まる。これは第 1部で取り
上げた立体射影において次の図のように P’の立体射影を Pとする。

P’

P

q’

h

z’

図 10.9: p(ϕ, θ)において θ = 0の断面図

P ′ の座標を (x′, y′, z′)とするとリーマン球上にあるから式 10.4は

x′2 + y′2 + z′2 = 1

となる。この時 P’と Pを対応つける。しかし、P’が極にある場合が除外されるので

S2 − {Pole}
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として立体射影を定義する必要がある。さらに北極側の被覆と、南極側の被覆が必要である。つまり、球表

面をユークリッド平面のようにみなせば全球面をカバーするためには 2つの平面地図がいることになる。
これらの被覆の共通部分では先と同じようになめらかな変換関数を定義することができる。

実射影空間を一般化し

RPn

で表す。これはRn+1 次元において原点を通る直線の全体になる。

x = (x0, · · ·xn) ̸= 0

でれあれば原点を通る直線を 1つ決める。この時 y ∈ Rn+1に対してある実数 a ̸= 0, a ∈ R−{0}が存在して

y = ax

が成り立てば yもまた xと同じ直線を決める。この関係を同値関係といい

x ∼ y

で表す。そしてこの時、

RPn ∼ Rn+1 − {0}/ ∼

である。n+1個の x0, · · ·xnを斉次座標 (homogeneous coordinates)という。かたやRPnは n次元多様体な
のでこの座標表示には余分な次元が 1つあることになる。これを減らすために次のような定義をする。

ξj(i) =
xj

xi
∈ Ui

これにより新たなチャートが定義され座標近傍として Uiを xi ̸= 0を満たす直線の集合とし、この座標を非

斉次座標という。この時 ξj(i) = 1に射影した空間は

ξ(i) =
(
ξ0(i), ξ

1
(i), · · · , ξ

i−1
(i) , ξ

i+1
(i) , · · · ξ

n
(i),
)

の n個の座標で表示される。このとき ξ(i) を得るための写像が

ϕi : (x
0, · · · , xn)→

(
x0

xi
, · · · , x

i−1

xi
,
xi+1

xi
, · · · , x

n

xi

)
で表すことができる。さらに近傍において

Ui ∩ Uj = x

の領域であれば別な非斉次座標系 ξ(j) を選ぶこともできて

ϕj : (x
0, · · · , xn)→

(
x0

xj
, · · · , x

i−1

xj
,
xi+1

xj
, · · · , x

n

xj

)
となる。しかし、この時 ξk(i) = xk/xi とし、変換関数が次のように決まる。

ψij : ξ
k
(i) =

xj

xi
ξk(j)
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10.3.1 例 1 半球

　前部も見たように射影 RPn が球面 Sn の直径対蹠点を同一したものに等しい。

図 10.10: 射影空間が半球に等しく、さらに円板に同相になる

これは結局図のように Aと Bが同一視され、半球面で済む。さらにこれをつぶすと円板D2に同相になる。

10.3.2 例 2 立体射影 [48]

　図のような n次元球を考える。
Sn := {x ∈ Rn+1|x · x = 1}

極からの立体射影を表す写像が次のように定義できる

ϕ1(x1, · · · , xn+1) :=

(
x1

1− xn+1
, · · · , xn

1− xn+1
,

)
∈ Rn

ϕ2(x1, · · · , xn+1) :=

(
x1

1 + xn+1
, · · · , xn

1 + xn+1
,

)
∈ Rn

ただし

xn+1 :=
√
(1− x21 − · · · − x2n)

この 2つの写像があれば Sn を被覆できる。これは後に Hopf 写像として詳しく考察する。

図 10.11: 立体写像

10.3.3 例 3 Grassmann多様体

　射影 RPn の要素は上の図で見るように Rn+1 の原点を通る 1次元部分空間の全体である。
これを拡張すると Grassmann多様体 Gk,n(R)でこれは Rn の k次元平面全体の集合である。

よって射影空間とは k = 1の特別な場合で

G1,n+1(R) = RPn
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である。では Gk,n の多様体はどういう構造になるだろか。

先と同じ手順を使えば、まず、Mk,n(R)を rank = k ≤ n,さらに g ∈ GL(k,R)として

A = (aij) ∈Mk,n(R)ai =(aij) (1 ≤ i ≤ k)

とおくと rank(A) = k だから ai は全て 1次独立とすることがきる。しかし、同じ k 次元平面を作る行列

Mk,n(R)はいく通りもあることに注意する。

Ā = gA ∈Mk,n(R)

を考えると gは k平面で単に基底の変換をおこなうだだけだから Aと Āは同じ k平面を定めることになる。
この関係を同値

Ā ∼ A

で表す。よって

Gk,n(R) ∼Mk,n(R)/GL(k,R)

この時、Gk,n(R)のチャートは A ∈Mk,n(R)を取り、

{A1, · · ·Al}, l =

(
n

k

)

をAの全ての k× k小行列の集まりとする。rankA = kだからAα(1 ≤ α ≤ l)が存在し、detA ̸= 0となる。

そこで最初の k列からなる小行列をA1とし、その行列式は 0でないとすると次のように分けることができる。

A = (A1, Ã1)

ただし、Ãは k × (n− k)行列である。左から A−1
1 を作用させ

A−1
1 ·A = (Ik, A

−1
1 · Ã1) (10.5)

となることから自由度は k × (n− k)の行列 A−1
1 · Ã1 が担う。ここで Gk,n(R)の部分集合を U1

とすと、A−1
1 · Ã1 の k(n− k)個の成分で与えられる座標近傍をもち、

dimGk,n(R) = k(n− k) ∼ Rk(n−k)

である。一般にA−1 · Ã行列を書き表わすことを考えよう。そのためにAαを detAα ̸= 0とし、列 (i1, · · · ik)
からなるとする。これに A−1

α を掛けることで式 10.5から次のように ik の行は単位行を持つ

A−1
α ·A =

i1 i2 ik

· · · 1 · · · 0 · · · 0 · · ·
· · · 0 · · · 1 · · · 0 · · ·
...

...
...

...
...

...
...

· · · 0 · · · 0 · · · 1 · · ·

(10.6)

· · · の成分が k(n− k)の行列を持つ。
そこで A ∈Mk,n(R)を考え、ベクトル A(x0, x1, · · ·xn)である。Aの α番目の小行列が Aα が数 xα

なので

detAα ̸= 0↔ xα ̸= 0

だから 10.6は、まさに非斉次座標

(xα)
−1(x0, x1, · · ·xα, · · ·xn) =

(
x0

xα
,
x1

xα
, · · · , x

α

xα
= 1, · · · x

n

xα

)
を表している。
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10.4 微分多様体

　射影を定義したので次に複数の座標系が存在できるための空間を数学的にどう構成するかを見ていこう。

つまり、地球儀全体を 1枚の地図に書き下ろすための方法を考えるわけである。実際に紙から地球儀をつくる
ときには、のりとはさみは必須であった。ここでも同じようにいくつかの道具をまず用意する。

はじめに、微分可能な多様体というものを考える。これはただ、なめらかであるということよりも厳しい条

件がつくことになる。

ハウスドルフ空間M が n次元の微分可能多様体 (differensible manifold)であるとはM の開被覆 {U}, {V }
で次のような性質を持つ者が存在することである。

1. M の開被覆 {U}, {V }から n次元ユークリッド空間 Rn のある開集合 U, V の上への同相写像 ψα, ψβ が

存在する。(下図)

2. U の開部分集合 ψα(U ∩ V )から V の開部分集合 ψβ(U ∩ V )の上への写像

ψβα = ψβ ◦ ψ−1
α

が微分可能であること。

図 10.12: 変換関数 ψβα = ψβ(U ∩ V ) ◦ ψ−1
α (U ∩ V ),図は U ∩ V 省略して式を書いている

図のようにここには１つのサイクルがありサイクル上でさらに独立した空間を構成できるのが特徴である。

それらはある極限においてユークリッド空間と同一視できる。

よって Rn の座標系を用いて ψβα は次のように表すことができる。

yi = ψi(x1, x2, . . . , xn) 1 ≤ i ≤ n

この時、写像 ψは無限回微分可能であり C∞ クラスであるという。またこの時逆写像

ψαβ = ψα ◦ ψ−1
β

も微分可能になる。ハウスドルフ空間M がこのような開被覆 {Uα}を持つ時M を微分可能構造 (differen-
tible_structure)を持つ微分可能多様体という。この多様体M 上に

p ∈ U → ψ(p) = (x1(p), , . . . , xn(p)) ∈ V
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となる開集合 U, V があり

ψ ◦ ψ−1
α : ψα(U ∪ Uα)→ ψ(V ∪ Vα)

とこの逆

ψα ◦ ψ−1 : ψ(V ∪ Vα)→ ψ(U ∪ Uα)

が共に微分可能であれば U をM の座標近傍 (coordinate_neighborhood)といい U 上の関数系

{x1, x2, . . . , xn}

を U 上の座標系 (coordinate_sysytem)という。またはM の局所座標系という。また、

x1(p) = . . . ,= xn(p) = 0

V = {(x1, x2, . . . , xn); |xi| < δ}, δ > 0

となっていれば pを原点とする座標近傍という。M 上に微分可能な関数があることは局所座標には無関係で

ある。

開集合と写像との対 (Ui, ψi)をチャートとといい、この組の全体の族 {(Ui, ψi)}をアトラスという。
２つのアトラス {(Ui, ψi)}と {(Vi, ϕi)}の和が再びアトラスになればこの 2つのアトラスは両立すという。
このときの同値類が多様体Mの微分構造になる。

10.4.1 球面 [31]

チャートとアトラスというツールをまず球面 S2 でみてみる

U ∼ S2

そこで次の写像を定義する。

ϕ(x1, x2) =
(
x1, x2,

√
1− (x1)2 − (x2)2

)
(10.7)

図 10.13: [31]より
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このチャートを U を開被覆として、

(ϕ,U)

とおくと ϕ(U)は図の北半球に相当し、

ϕ(U) = {x ∈ S2|x3 > 0}

さらに図の下の部分に射影された像に連続的にうつすことができる。

(x1, x2)→
√
1− (x1)2 − (x2)2

よってその逆は ϕ−1 で表され、これは連続で、(x1, x2, x3) ∈ ϕ(U)として、

ϕ−1(x1, x2, x3) = (x1, x2) (10.8)

となる。

しかし、微分はどう写像されるだろか。次のように
√
tの微分は一般に連続ではない。

d

dt

√
t =

1

2
√
t

であるから t = 0では定義されない。しかし、この点を除いて

(x1, x2)|(x1)2 + (x2)2 < 1

で定義する。これによって Jacobi行列が次のようになる。式 10.8よりこれは正方行列ではない。

[
∂ϕi

∂xj

]
=


∂ϕ1

∂x1
∂ϕ1

∂x2

∂ϕ2

∂x1
∂ϕ2

∂x1

∂ϕ3

∂x1
∂ϕ3

∂x1

 =


1 0

0 1
−x1√

1−(x1)2−(x2)2
−x2√

1−(x1)2−(x2)2

 (10.9)

これによって次の図のように S2 を中心に 6つの座標系を持つ射影空間と対応する。

図 10.14: [31]より

さらに次の図のように合成写像をつくることができる。

(x1, x2) ϕ1−−→
(x1, x2,

√
1− (x1)2 − (x2)2) ϕ−1

2−−−→
(x1,

√
1− (x1)2 − (x2)2) = ϕ21

ϕ21 は、はじめに z成分を加え、次に y成分をとることになるので結局

y1 = x1

y2 =
√
1− (x1)2 − (x2)2

143



であるが定義領域として

U12 = {(x1, x2)|x2 > 0, (x1)2 + (x2)2 < 1}

をとれば ϕ12 は全領域でなめらかに連続である。

図 10.15: [31]より

ここで問題なのは座標系を別なものにかえても同じ結果になるだろうかということである。

そこで次のような極座標を持ってくる。

ϕ(θ, ϕ) = (sin θ cosψ, sin θ sinψ, cos θ)

この時、まず問題点の第 1は一対一の写像にならず次のような周期性を持つことである

ϕ(θ, ϕ) = ϕ(θ, ψ + 2nπ)

ϕ(θ, ϕ) = ϕ(−θ, ψ + nπ)

図 10.16: [31]より

第 2はさらに深刻でこの場合の Jacobianは

[
∂ϕi

∂xj

]
=


∂ϕ1

∂θ
∂ϕ1

∂ψ
∂ϕ2

∂θ
∂ϕ2

∂ψ
∂ϕ3

∂θ
∂ϕ3

∂ψ

 =

 cos θ cosψ − sin θ sinψ

cos θ cosψ0 sin θ cosψ

− sin θ 0


となるが北極でのこの値は θ = 0だから sin θ = 0となるが、ψが決まらない。

[
∂ϕi

∂xj

]
Pole

=

 ? 0

? 0

0 0


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10.4.2 微分同相

　異なる空間、ここでは多様体Mと多様体 Nとの関係を考える。このMと Nで前部ではおおざっぱに言
えば連続的な変形が可能であれば同相写像であるといった。ここではさらになめらかな変換であることを条件

に加えるとそれが微分同相になる。

下図のように fをm次元多様体Mからn次元多様体Nへの写像であるとする。M,N上にチャート (U, ϕ),(V, ψ)
をとる。

図 10.17: 異なる多様体間の写像 fと実空間との対応

この時、次の合成写像は

ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : Rm → Rn (10.10)

を表す。ここでM上に p ∈ U1 ∩ U2 をとると

ψ ◦ f ◦ ϕ−1
1 = ψ ◦ f ◦ ϕ−1

2

= ψ ◦ f
(
ϕ−1
1 ϕ1 ◦ ϕ−1

2

)
= ψfϕ−1

1

(
ϕ1 ◦ ϕ−1

2

)
となるが変換関数を

ψ12 = ϕ1 ◦ ϕ−1
2

と定義できたのでこの変換関数が無限回微分可能な C∞ とすれば式 10.10の合成写像も C∞ となる。

式 10.10が可逆、

ψ ◦ f ◦ ϕ−1 = ϕ ◦ f ◦ ψ−1

の時Mと Nは微分同相であるといい。

M = N

と書く。微分同相であれば同相になるがその逆は一般に成り立たない。

Donaldson によれば R4 には無限個の異なる微分構造があることが示された。

10.5 接空間

　多様体を定義してたが、その接空間は実際に物理現象の背景として重要になる。

次の図のように位置ベクトル x ∈ Sn を考えここでの接空間を次のように表す。

TxS
n := {v ∈ Rn+1|x · v = 0}

vは n+ 1次元の実空間にあるが内積が 0になるという条件が加わる。この時 Sn は Rn+1 に埋め込まれて

いる。
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図 10.18: Sn は Rn+1 に埋め込まれている

多様体の接空間は球体に接する平面板を思いがちであるが、実はそうではない。接空間はこの球面からはみ

出すことはないのである。

これを実現するためには球面上で同じ接ベクトルを持つ曲線の群を考える必要がある。

そこで次に多様体M上での例として曲線と関数を考えよう。
次の図のような開区間 (a, b)を 0を含めて定義する。開曲線であれば

c : (a, b)→M

もし、この直線が閉じていれば

c : S1 →M

とみなしてよい。M上でのチャート (U, ϕ)で曲線 c(t)は局所座標表示は

x = ϕ ◦ c : R→ Rm

この写像 ϕによって下図のように多様体上の点ははじめてある座標で表示される。cそのものは座標系と独

立していることに留意する。

c(t) c(0)

図 10.19: 開区間 (a, b)から曲線 cによってM上に点 pが決まる。さらに関数 fによって実数軸上に数が対応
する。

パラメタを利用することはスカラーをつくる必要がある。そこで f ◦ ϕ−1 を多様体M上の関数はMから R
へのなめらかな写像として
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f ◦ ϕ−1 : Rm → R

とする。上図下の座標系を観測系にしておこう。

次に曲線については t = 0において方向微分を用いて、曲線に沿った関数 f(c(t))の方向微分を c(0)におけ

る接ベクトルとして次のように定義する。
df(c(t))

dt
|t=0 (10.11)

これを局所座標で表すと 1形式として

df =
∂f

∂xµ
dxµ(c(t)) (10.12)

となるので式 10.11は局所座標で表すと

∂f

∂xµ
dxµ(c(t))

dt
|t=0

と表現できるが観測系からは
∂f

∂xµ
=
∂
(
f ◦ ϕ−1(x)

)
∂xµ

の意味であり、局所表示で t = 0での座標微分を

Xµ ≡ dxµ(c(t))

dt
|t=0 (10.13)

と定義すれば関数の微分を分離し、合成関数の微分則から

df(c(t))

dt
|t=0 = Xµ

(
∂f

∂xµ

)
≡ X[f ] (10.14)

が定義できる。ここでパラメタ tが直接見えない形で多様体Mでの接ベクトル TPM を

X = Xµ

(
∂

∂xµ

)
とすることができ、Xµ の部分が基底 (∂/∂xµ)の成分に対応する。

つまり連続した曲線 c(t)により、局所座標系が与えられると、ある点 p(c)で方向に沿った接ベクトルが決

まる。

ここで先の同値類を導入する。2つの曲線 c1(t), c2(t)が次を満たせば式 10.14は共に同じ微分作用素X を持

つことを意味している。

c1(0) = c2(0) = p

dxµ(c1(t))

dt
|t=0 =

dxµ(c2(t))

dt
|t=0

これを同値関係 ∼で表すことにする。これでX における接ベクトルと曲線の同値類

[c(t)] =

{
c̃(t)|c̃(t) = c(0) ∩ dxµ(c1(t))

dt
|t=0 =

dxµ(c2(t))

dt
|t=0

}
(10.15)

を同一視する。

これらの同値類全体が pにおける接空間 (tangent_space)をつくる。
前節でみたベクトル場の基底が

eµ =

{
∂

∂xµ

}
と選べ、ベクトル V ∈ TpM が

V = V µeµ
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のように決まる。Xµ が演算子のように定義できるので局所的な座標に接ベクトルが依存せずに決められる

ことである。

重要なのは有限な空間内にこの同値類は無限に多く、構成することができる。これは無限次元のヒルベルト

空間を前提とした量子論の構成に関わっている。

10.6 接ベクトル

　多様体M を考え、p点での接空間を TpM としよう。

σ1, σ2 は v1, v2 を接ベクトルに持つ TpM 上の曲線であるである。座標系としてチャート (U, ϕ)を p点の周
り次のようににとる。

p ∈M,ϕ(p) = 0 ∈ Rm

　　微分同相な多様体の存在を考えたので次に多様体上の微分を考えよう。

多様体M からM
′
への微分可能な写像 ϕがあれば次のようにM の点 pでの微分を定義できる。

X ∈ Tp(M)に対して微分可能な関数 F として

X
′
: f

′
∈ F (M

′
)→ X(f

′
· ϕ) ∈ R

つまりX
′
はM

′
の点 ϕ(p)における接ベクトルになる。

M

x(t)

X

N

(x(t))

(X)

図 10.20: 多様体M,N での接ベクトル

よって次を ϕの pにおける微分という。

(ϕ∗)p : X ∈ Tp(M)→ X
′
∈ Tϕ(p)(M

′
)

多様体は曲面をなすので接ベクトルは単純に考えれば多様体から下図のようにはみ出すのではないかと思う

だろう。

図 10.21: 異なる曲面への方向の変換

そこで方向微分というものを次のように定義する。

Rn の開集合 U 上の関数 f : U → Rが微分可能で Rn の開集合 U から Rm への写像 F : U → Rm があり
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F = {f1(x), f2(x), . . . f(x)n} (10.16)

と表される時、F の xによる微分を Fx と表すとして

点 xに対して F の点 xにおける微分 (diffrential)とはm× n 行列 JFx で次を満たすものをいう。

F (y)− F (x) = JFx(y − x) + o(∥y − x∥) (10.17)

ただし o(∥y − x∥) ∈ Rm は次を満たす。

lim
y→x

o(∥y − x∥)
∥y − x∥

= 0 (10.18)

これがはみだしを除外するトリックの１つになる。n = m = 1なら JFx(y − x)は通常の微分係数

df

dx
(x) (10.19)

と一致する。写像 F が xで微分可能であれば各成分の微分係数 ∂fi
∂xj と JFx の (i, j)成分と一致する。すな

わち JFx は F のヤコビ行列である。

例えばM,N をm,n次元の多様体として次の線形写像 (df)p を考える。

(df)p := Tp(M)→ Tq(N)

p, qでのベクトル vωを考えると

v =

m∑
i=1

vi

(
∂

∂xi

)
p

(10.20)

ω =

n∑
i=1

ωi

(
∂

∂yi

)
p

とかける。さらに

ω = (df)p(v)

で結ばれていれば J をヤコビアンとして、式 10.9から
ω1

ω2

...
ωn

 = (Jf)p


v1

v2
...
vm


ここにヤコビアンが登場することから (df)p を微分と呼ぶ。

これから合成写像の微分則が導かれ写像 F が xで微分可能でGが F (x)で微分可能であれば次が成り立つ。

J(G ◦ F )x = JGF (x)JFx (10.21)

また、基底が微分演算子となっているので例えば

v = (0, · · · 1i, · · · 0m) (10.22)

のように i成分のみが 1、後は 0であるような t単位ベクトルの場合

m∑
i=1

vi

(
∂

∂xi

)
p

=

(
∂

∂xi

)
p
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であるので

(df)p

(
m∑
i=1

vi

(
∂

∂xi

)
p

)
= (df)p

((
∂

∂xi

)
p

)
=

n∑
j=1

ωj

(
∂

∂yj

)
q

となり、式 10.22から

ωj =

m∑
i=1

∂fj
∂xi

(p)vi =
∂fj
∂xi

(p)

となる。よって

(df)p

((
∂

∂xi

)
p

)
=

n∑
j=1

∂fj
∂xi

(p)

(
∂

∂yj

)
q

(10.23)

のように基底の変換が決まる。重要なのは微分 (df)p が
(

∂
∂yj

)
q
を誘導していくことである。

10.7 方向微分

開区間 (a, b)から Cr 多様体M への Cr 写像

γ : (a, b)→M (10.24)

をM の Cr 曲線という。M 上の点 xを固定し t = 0で xを通る曲線を ϵ を十分小さい正の数として

γ : (−ϵ, ϵ)→M

γ(0) = x

γ((−ϵ, ϵ)) ⊂ U

を考える。xを含む U の座標近傍 (U,ψ(x))を選ぶこの時、ψ ◦ γは t = 0で ψ(x)を通る Rnの曲線である。

この時もう一つのトリックとして、t = 0で xを通る 2つの曲線 γ1, γ2 が等速度であることを次のように定

義することができる。

xを含む U の座標近傍 (U,ψ(x))に対して

d

dt
(ψ ◦ γ1) |t=0 =

d

dt
(ψ ◦ γ2) |t=0 (10.25)

が成り立つ時である。この等速度の定義は次で示すように座標系によらない。先に用いた微分演算子 J と合

成関数の微分を用いて

d

dt
(ψ ◦ γi) |t=0 = J(ψ ◦ γi)0

= J
(
(ψ ◦ ϕ−1) ◦ (ϕ ◦ γi)

)
0

= J(ψ ◦ ϕ−1)ϕ(x)J(ϕ ◦ γi)0

= J(ψ ◦ ϕ−1)ϕ(x)
d

dt
(ϕ ◦ γi) |t=0 (10.26)

よって J(ψ ◦ ϕ−1)ϕ(x) が存在すればこれは共通しているので

d

dt
(ψ ◦ γ1) |t=0 =

d

dt
(ψ ◦ γ2) |t=0 ↔

d

dt
(ϕ ◦ γ1) |t=0 =

d

dt
(ϕ ◦ γ2) |t=0 (10.27)

の関係が成り立ち、等速度である関係は座標系 ϕ, ψに依存しなくなる。

次に図のように点 xにおいて曲線 γ に等速度である同値類 [γ]がある場合を考える。
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図 10.22: 多様体上の点 xでの等速度な同値類 γ

この同値類 [γ]をここでは曲線 γ の決める接ベクトルと定義する。これにより

M 上の点 xでの接ベクトルの集合を TxM とする。

次のよう座標近傍 ϕ{x1, x2, . . . , xn}に 1形式の写像 dϕを定める。

dϕ([γ]) =
d

dt
(ϕ ◦ γ) |t=0 (10.28)

すると u ∈ Rn として
γ(t) = ϕ−1(ϕ(x) + tu) (10.29)

とおけば

dϕ([γ]) = u

を得るので dϕは単射であり、全射である。これにより次のように和と実数倍を定めることができる。

[γ] + [η] = dϕ−1 (dϕ([γ]) + dϕ([η])) (10.30)

λ[γ] = dϕ−1 (λdϕ([γ])) (10.31)

これにより TxM は実ベクトル空間になる。このベクトルの和、および実数倍も式 10.27により座標系 (U, ϕ)

に依存しない。

このときの比が式 10.26により J(ψ ◦ ϕ−1)ψ(x) となることがわかる。

次にM 上の Cr 関数 f を微分することを考える

f :M → R

Cr 曲線 γ をM 上で合成し

γ : (ϵ,−ϵ)→M (10.32)

となる 1変数関数 f ◦ γ(t)を考え、その t = 0での微分を

d

dt
(f ◦ γ) |t=0 (10.33)

で表す。M = Rn のとき、γ を次のようにおく

γ(t) = x+ tei

すると式 10.33から方向微分は次のように表すことができる。

Dγ(f) =
d

dt
(f ◦ γ) |t=0 =

∂f

∂xi
(x) (10.34)
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この方向微分Dγ(f)も式 10.27により座標系 (U, ϕ)に依存しない。

また 1変数の場合式 10.26から

Dγ(f) =
d

dt
(f ◦ γi) |t=0

= J
(
(f ◦ ϕ−1) ◦ (ϕ ◦ γi)

)
0

= J(f ◦ ϕ−1)ϕ(x)J(ϕ ◦ γi)0

= J(f ◦ ϕ−1)ϕ(x)
d

dt
(ϕ ◦ γi) |t=0

と書き直すことができるので t = 0 等速度であればDγ1(f) = Dγ2(f)である。

t = 0 で [γ]はある方向を決める同値類であるそこでこれを次のように表し、

ξx = [γ] ∈ TxM に対して関数 f の ξx 方向の微分係数を

ξx(f) = Dγ(f)

と定めることにする。すると ξxは γが異なっていてもDγ に依存するので γの選び方に関係なく一定である。

つまり ξx は tによる微分空間のみを見ている。

図 10.23: [48]より:多くの曲面が同じ接ベクトルを共有している。

　次にこれらの同値類と積分曲線の関係を見てみよう。

接ベクトルの基底は微分演算子であった。ベクトル場があるところに関数をもってくれば自然にこのベクト

ル場により微分が次のように定義できる。

X =

n∑
i=1

Xi
∂

∂xi

f(x)の xを連続性のもとに変化させる。tをパラメタとしてこのX の作用は次のような微分表現ができる。

X (f(x)) =
d

dt
f(x+ tX(x))|t=0

=

n∑
i=1

Xi
∂f

∂xi

1行目において各空間に共通の変化量 tがあたかも成分のようにかかっているので 2行目では tが消えるか

のように見える。さらに 2行目は外微分 df にX を代入した df(X)に等しい、従って

df(X) =

n∑
i=1

Xi
∂f

∂xi
= Xf(x) (10.35)
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とかける。これはベクトルである。一般化すると n次元接ベクトル vが次のように定義できる。

v(a1, · · · an) ∈ TpRn

これと可微分写像 ϕ

ϕ = (ϕ1, · · ·ϕm) : Rn → Rm

を用意すると点 pを始点として v方向に写像 ϕを微分したものとして

v(ϕ) =

m∑
i=1

ai
∂ϕ

∂xi
(p) = dϕ(v) ∈ Tϕ(p)Rm

と表すことができる。これは Rn 上の曲線が

c(0) = p

d

dt
c(t)|t=0 = v ∈ TpRn (10.36)

を満たすことになる。これは次の節で見るように局所 1パラメタ変換群をつくる。局所となるのは

c : [−ε, ε]→ Rn

でパラメタ tには制限がかかり、ある部分のみを見ていることに限定する必要があるからである。
ϕ ◦ cとしたものは Rm 上の曲線に変換される。この時 t = 0での接ベクトルは

d

dt
(ϕ ◦ c) |t=0 =

m∑
i

∂ϕ

∂xi
(c(0))

d

dt
ci(t)|t=0

=
{
(dϕ1)p (v), · · · (dϕm)p (v)

}
= dϕ(v)

となり、座標系に依存しない。これで写像 ϕの v方向への微分が求まった。

式 10.36から Rn 上の開集合 U の曲線

c = {c1, · · · cn} : (a, b)→ U(a, b)

は t = 0において c(0) = pを通る積分曲線であり次の連立常微分方程式の解になる。

ċ(t) =

(
dc1
dt

(t), · · · dcn
dt

(t)

)
= X(c(t)) ∈ iXTc(t)Rn

また n次元多様体M 上の点 pにおける接ベクトルを

X =

n∑
i=1

ai
∂

∂xi
∈ Tp(M) (10.37)

として次のような曲線を考える。

xi(t) = xi(p) + t(ai) 1 ≤ i ≤ n (10.38)

また、写像 ϕはX ∈ Tp(M) を Y ∈ Tϕ(p)(N)に移す写像とすると

Xf =
d(f(x1(t), · · ·xn(t)))

dt
|t=0 (10.39)
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であり X は曲線 x(t)に沿う方向微分係数ということができる。この時、写像 ϕによる x(t)の像は ϕ(p)か

ら出るN の曲線であるがこの曲線に沿う方向微分係数は次のようになる。

Y g =
d(g(ϕ(x1(t)), · · ·ϕ(xn(t))))

dt
|t=0 g ∈ F (N) (10.40)

n次元多様体M 上の点 pを始点とする曲線 x(t)に対し t = 0での接ベクトルはX ∈ TpM として

Xf =
d(f(x(t)))

dt
|t=0 , f ∈ F (M)

である。これが図のように多様体N に ϕで移される時、接ベクトル ϕp(X)になる。

M

x(t)

X

N

(x(t))

(X)

図 10.24: 多様体M,N での接ベクトル

曲線 x(t)の各 tにおける接ベクトルは

Xf =
d(f(x(t)))

dt
|t , f ∈ F (M) (10.41)

で定義でき、これを x′(t)で表す。tは変化していく。

局所座標系を多様体M の開集合 U で制限することにより次元が一致すれば同じ次元の多様体とみなすこと

ができる。

これを開部分多様体 (Open Submanifold)という。
例えば n次実行列の全体 gl(n,R)を Rn

2

と同一視すると

一般線形群 GL(n,R)(general linear group)はその開部分多様体になる。
つまり多様体からはみ出すように見える接ベクトルも局所的には同じ多様体として考えることができる。

以上から一般に物理学では次のように方向微分 (directional_derivative)を扱うことが多い。
多様体上に連続曲線があり座標 xα での接ベクトルをAとすると

A =
dϕ(x(t))

dt

よって方向微分は演算子とみなすことができて

∂A = Aα
∂

∂xα
=
dxα

dt

∂

∂xα
=

(
d

dt

)
c

(10.42)

と表すことができる。ただし、最後の下 cは曲線に沿ったパラメタ tによる全微分であることを表す。

10.8 双対空間

　　一方で式 10.12からこのベクトルの双対ベクトルを定義できる。これは余接ベクトルと呼ばれる。
余接空間 (cotangent_space)を T ∗

pM で表す。これは接空間と直交しているわけではない。
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接空間と余接空間を考えることはM 上で 1次微分形式を作ることと等しい。つまり、多様体M から 1次元
多様体 Rへの写像 f の微分

dfp : Tp(M)→ Tf(p)(R)

を考える。Tf(p) の基底を (
d

dx

)
f(p)

をとると Tf(p)(R)の元が

a

(
d

dx

)
f(p)

, a ∈ R

ととれるので

dfp : Tp(M)→ R

という線写像とみることができる。従って df は余接ベクトルの元と見なすことができて次のようにかける。

df ∈ T ∗
pM, V ∈ TpM

双対の定義から

⟨df, V ⟩ ≡ V [f ] = V µ
∂f

∂xµ
∈ R

として、さらに

X∗ = Xµ (dx
µ)

とすれば式 10.14は

df(c(t))

dt
|t=0 =

d

dt

(
∂
(
f ◦ ϕ−1(x)

)
∂xµ

dxµ(c(t))

)
|t=0 = Xµ (fdx

µ) ≡ X∗[f ]

ともかける。

Xµ = a ∧ b (10.43)

df = d(f1dx1 + f2dx2) =

(
∂f2
∂x1
− ∂f1
∂x2

)
dx1 ∧ dx2 (10.44)

10.9 部分多様体

　実際の物質が多くの構成要素からなるように多様体の中に多様体を考えることが必要になる。

そこでM
′
を多様体M の部分多様体とする。

TpM
′
⊂ TpM

この時、点 p ∈M1 ∩M2 について

TpM1 + TpM2 = TpM

が成り立つ時、M1とM2は点 pにいて横断的 (transuerse)に交わるという。横断的であれば次が成り立つ。

dim(M1 ∩M2) = dimM1 + dimM2 − dimM

また、

Tp(M1 ∩M2) = TpM1 ∩ TpM2
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図 10.25: aが横断的である。

部分多様体になるためには横断的な交わりが必要になる。

10.10 はめこみと埋め込み

　多様体M から N への微分可能写像 ϕはM の各点 pで ϕp(X)が 1対 1の時、M から N へのはめこみ

(immersion)という。
またこの時のM をN のはめこまれた部分多様体 (immersed submanifold)という。
特に ϕが 1対 1ので、しかもM から N の中への相対位相を持つ部分集合 ϕ(M)への写像 ϕが同相である

とき、ϕをうめこみ (imbedding)という。
この時のM をN のうめこまれた部分多様体 (imbedded submanifold)という。
つまり f :M → N がなめらかな写像で dimM ≤ dimN として

• ヤコビ行列
(
∂yi

∂xj

)
の階数がM のとき f は挿入であるという。

• 写像 f は f∗ : TpM → Tf(p)N が単射であれば rank(f∗) = dimM のとき、Mから Nへのはめ込みであ
るという。

• はめこみであり、かつ像 f(M)がMに微分同相であるとき、f は埋め込みであるという。このときの像
f(M)を Nの部分多様体という。[33]

図 10.26: [33]より

埋め込みのほうが条件が厳しいことになるがはめ込みを局所的に見ると埋め込みと見ることができる場合が

ある。

例えば f :→ S1 → R2を考えるとこれは S1の 1次元接空間を f∗により Tf(p)R2の 1次元部分空間に写すの
で次の図で見るようにはめ込みである。しかし、図の右は埋め込みになるが左は交点をもち、微分が一意に決

まらない点が存在するので微分同相にならなない。よってはめこみであっても埋め込みではない例である。

図 10.27: 図右ははめ込みであり、埋め込みになるが左ははめ込みであっても埋め込みではない。
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部分多様体の場合、M,f(M)を同一視し、p, f(p)も区別しないとする。また接空間 TpM も TpN の線型部

分空間とみなす。

11 写像の微積分 [57]

11.1 ベクトル場による微分

　 Rm 上の多様体を考え、f を 1次元に写す写像とする。

f : Rm → R (1 ≤ r ≤ ∞)

vはm次元ベクトルとして f の pにおける v方向の微分係数を次のように定義する。

f
′
=
df(p+ tv)

dt
|t=0

これはベクトルではない。定義に従って微分すれば結局 vに関数 f を作用させていることになり

f
′
=

m∑
i=1

vi
∂f

∂xi
= v(f)

とかける。そこで写像の微分を

(df)p : Tp(Rm)→ Tf(p)(R)

として vは Tp(Rm)の元とすれば Tf(p)(R)の基底が 1次元になることから偏微分の必要がなくなり、(
d

dy

)
f(p)

となる。

　点 pでの微分と方向微分 v(f)の関係をみておこう。式 10.23から

(df)p(v) = (df)p

(
m∑
i=1

vi

(
∂

∂xi

)
p

)

=

m∑
i=1

vi(df)p

((
∂

∂xi

)
p

)

=

m∑
i=1

vi

(
∂f

∂xi
(p)

(
∂

∂yi

)
f(p)

)

=

m∑
i=1

vi

[
∂f

∂xi
(p)

(
∂

∂yi

)
f(p)

]
n=1

=

{
m∑
i=1

vi
∂f

∂xi
(p)

}(
d

dyi

)
f(p)

= v(f)

(
d

dy

)
f(p)

となる。つまり方向微分において n = 1の多様体に写した例が関数の微分になっている。
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11.2 押し出し [11]

引き戻しをよく利用してきたが、ここではベクトル場による写像の微分から、押し出しを定義する。

ベクトル場を

X =

n∑
i=1

Xi
∂

∂xi

関数を

f ∈ C∞(Rn)

とする。点 xを通るベクトル場X(x)方向への直線が

t→ x+ tX

とできたから式 8.14より

X(f)(x) =
d

dt
f(x+ tX(x))|t=0

=

n∑
i=1

Xi
∂f

∂xi

となった。これを単にX(f)と表せば

X(f) = df

である。

次に可微分写像

ϕ = (ϕ1, · · ·ϕm) : Rn → Rm

を考え、点 pでのベクトル場は

v = (a1, · · · , an) ∈ TpRn

として、この方向への微分は

v (ϕ) =
∑

ai
∂ϕ

∂xi
(p) (11.1)

となるので、これを先の定義に従い、

v(ϕ) = dϕ(v)

= (dϕ1|p (v) , · · · dϕm|p (v)) ∈ Tϕ(p)Rm

ここで 1つの切断として

c(0) = p,
d

dt
c(0) = v ∈ TpRn

を選べるような Rn 上の曲線
c(t) = (c1(t), · · · cn(t))

を考える。つまり、接点で同じ接ベクトルを持つ曲線は多くある。

次に合成 ϕ ◦ cを考えるとこれは Rm 上の曲線である。また、曲線に沿って

v =
dc

dt

となるので、この時 t = 0での接ベクトルを考えると、式 11.1から

d

dt
(ϕ ◦ c) (0) =

∑ ∂ϕ

∂xi
(c(0))

dci
dt

(0)

=

(∑ ∂ϕ1
∂xi

(c(0))
dci
dt

(0) , · · · ,
∑ ∂ϕm

∂xi
(c(0))

dci
dt

(0)

)
= (dϕ1|p (v) , · · · dϕm|p (v))
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つまり、
d

dt
(ϕ ◦ c) (0) = dϕ(v)

であることがわかった。この dϕ (v)もまた、ベクトル場をつくる。

1形式との演算 dϕ(v)は vを接ベクトルに持つ曲線を考え、その ϕによる像の接ベクトルを求めればよい。

これが方向微分の考え方である。局所的にもこの値を求めることができる。

特に ϕ : Rn → Rn が微分同相つまり、1対 1でかつ逆が存在し、逆も微分できる場合、ベクトル場 X に対

して

p→ dϕ(X)(p) = dϕ
(
X
(
ϕ−1 (p)

))
∈ TpRn

と表現することができる。これはベクトル場 dϕ(X)が ϕによるX の押し出しと呼ぶ。

11.3 合成写像の微積分 [37]

　一般に C∞ 級の連続関数を F (t)とし、で次のような関係が成り立つとする。∫ b

a

dF

dt
(s)ds = F (b)− F (a)

これは、原始関数の存在定理を拡大して ∫ t

a

dF

dt
(s)ds

が、関数
dF

dt

の原始関数であるから、これから微分を知れば少なくとも 2点間の関数の差が得られることを示す。
そこで n次元ユークリッド空間 Rn の開集合 U 上で定義された関数

f(x) = f(x1 · · · , xn)

f(y) = f(y1 · · · , yn)

z(z1 · · · , zn)

に対し、f(z)− f(y)を求めることを考えたい。この時、図のような連続した曲線がパラメタ tで与えられる

場合を考えよう。

図 11.1: 曲線により座標位置を決める

　 yから zへの U 内の曲線

γ : [a, b]→ U (γ(a) = y, γ(b) = z)

159



が描けるためには f ◦ γ が連続かつ微分可能であれば

f(z)− f(y) = f (γ(a))− f (γ(b))

=

∫ b

a

d (f ◦ γ)
dt

(t)dt

とかける。ただし、合成写像の微分を

d (f ◦ γ)
dt

(t) =
∂f (γ(t))

∂x1
dγ1(t)

dt
+ · · ·+ ∂f (γ(t))

∂xn
dγn(t)

dt

で表す。これは次のように導かれる。一般に f の変化量を

∆f =
∂f

∂x1
dx1 + · · ·+ ∂f

∂xn
dxn

とおき、dxi の部分について部分積分を実行するために座標変化を曲線上の変化に置き換える。

このとき、連続した曲線がパラメタ tで与えらているので

dxi =
dγi
dt
dt

と全微分で表すことができる。次の積分に部分積分を実行するとストークスの定理から、

f(z)− f(y) =

∫ b

a

(
∂f (γ(t))

∂x1
dγ1(t)

dt
+ · · ·+ ∂f (γ(t))

∂xn
dγn(t)

dt

)
dt

=

∫
γ

(
∂f

∂x1
dx1 + · · ·+ ∂f

∂xn
dxn

)
=

∫
γ

df

が成り立つ。

11.4 積分可能条件 [37]

　　ここで微分 1形式
∂f

∂x1
dx1 + · · ·+ ∂f

∂xn
dxn

が常に積分が可能かという問題がある。積分が可能であるというのは線積分をした時に常に終点の座標のみ

の関数になる必要があるということである。次にこの条件を見てみよう。

　前部で次の 2つの複素数の積

z = x+ iy

w = a+ ib

w · z = (ax− by) + i(bx+ ay) ≡ u+ iv

複素空間での積分可能条件としてコーシー・リーマンの方程式

∂xu = ∂yv

∂xv = −∂yu

が成立する必要があることを見た。
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そこで

fi =
∂F

∂xi

として、2回連続微分が可能な原始関数が存在するためには次のように相互交換の条件を満たす必要がある。

∂fi
∂xj

=
∂2F

∂xi∂xj
=

∂2F

∂xj∂xi
=
∂fj
∂xi

(11.2)

しかし、これが必要十分であろうか？いくつかの例でみていこう。

はじめに次の図のような折れ線での積分経路を考えると

図 11.2: 折れ線的な積分経路１

dF = f1dx
1 + f1dx

2

水平方向にパラメタ s,鉛直方向には tとおいて

F (x1, x2) =

∫ x1

0

f1(s, 0)ds+

∫ x2

0

f2(x
1, t)dt

となるので式 11.2を用いると

∂F

∂x1
= f1(x

1, 0) +

∫ x2

0

∂f2(x
1, t)

∂x1
dt

= f1(x
1, 0) +

∫ x2

0

∂f1(x
1, t)

∂x2
dt

= f1(x
1, 0) +

[
f1(x

1, t)
]t=x2

t=0

= f1(x
1, x2)

が成り立つ。同様に
∂F

∂x1
= f2(x

1, x2)

が成立する。つまり、相互交換の条件によって積分経路が決められることがわかる。この条件が与えられな

いと ∫ x2

0

∂f2(x
1, t)

∂x1
dt

は不定になる。

次に図のように原点を除いて定義した平面を考えよう。
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図 11.3: 原点を除いて定義した、円周の経路２

このとき回転を

dF = f1dx
1 + f1dx

2 = − x2

(x1)
2
+ (x2)

2 dx
1 +

x1

(x1)
2
+ (x2)

2 dx
2

で考えれば原点が取り除かれているので dF を定義できる。

このとき、相互交換の条件は

∂f1
∂x2

=
∂

∂x2

(
− x2

(x1)
2
+ (x2)

2

)
= − 1

(x1)
2
+ (x2)

2 +
2
(
x2
)2(

(x1)
2
+ (x2)

)2 =
−
(
x1
)2

+
(
x2
)2(

(x1)
2
+ (x2)

)2
∂f2
∂x1

=
∂

∂x1

(
x1

(x1)
2
+ (x2)

2

)
=

1

(x1)
2
+ (x2)

2 −
2
(
x1
)2(

(x1)
2
+ (x2)

)2 =
−
(
x1
)2

+
(
x2
)2(

(x1)
2
+ (x2)

)2
となり満たされていることがわかる。

しかし、この dF から得られる F は原点を除いて定義することができない。理由は次のようになる。

γ : [0, 2π]→ R2/{0}

dF = − sin tdx1 + sin tdx2

として

γ(t) ≡ (cos t, sin t)

と定義する。もし F が存在すれば周期性から∫
γ

f1dx
1 + f2dx

2 = F (γ(2π))− F (γ(0)) = 0

でなくてはいけない。しかし、∫
γ

f1dx
1 + f2dx

2 =

∫ 2π

0

(
− sin t

d cos t

dt
+ cos t

d sin t

dt

)
dt =

∫ 2π

0

dt = 2π

である。よって F は原点を除いて定義ができない。

しかし、円周ではなく、最初の例でみたように長方形上であれば定義できている。そこで

n次元ユークリッド空間の部分集合 Uが次の性質を持つ時、Uは yに対し星型であるという。
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図 11.4: [37]より、開区間 U は yに対して星形である

任意の x ∈ U に対し、線分 lx が

lx = {(1− t)y + tx : (0 ≦ t ≦ 1)} ⊂ U (11.3)

星型であれば

F (x) =

∫
lx

(
∂f

∂x1
dx1 + · · ·+

∂f

∂xn
dxn

)
(11.4)

は全微分

df =
∂f

∂x1
dx1 +

∂f

∂x2
dx2 + · · ·+

∂f

∂xn
dxn (11.5)

を満たす。これは

F =

∫
ℓ(x)

f1dx
1 + · · · fndxn =

∫ 1

0

n∑
i=1

fi ((1− t)y + tx) dxi

とおき、t の変化に対して

dxi =
(
xi − yi

)
dt

とおいて xの係数 tが前に出るので

∂F

∂xi
=

∂

∂xi

∫ 1

0

n∑
j=1

fj ((1− t)y + tx)
(
xj − yj

)
dt

=

∫ 1

0

n∑
j=1

∂fj ((1− t)y + tx)

∂xi
t
(
xj − yj

)
dt+

∫ 1

0

fi ((1− t)y + tx) dt

ここに相互交換の条件をつかうと第 1項の添え字を入れ替えることができて、部分積分を使うと

∂F

∂xi
=

∫ 1

0

n∑
j=1

∂fi ((1− t)y + tx)

∂xj
t
(
xj − yj

)
dt+

∫ 1

0

fi ((1− t)y + tx) dt

= [fi ((1− t)y + tx) t]
1
0 −

∫ 1

0

fi ((1− t)y + tx) dt+

∫ 1

0

fi ((1− t)y + tx) dt

= fi(x)

を得る、前に出した tがきわめて重要な役割をしていることがわかる。
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11.5 逆関数の定理

　図のようにM,N を Cr 級の多様体とし f :M → N を Cr 級写像とする。前節でみたように微分

(df)p : Tp(M)→ Tf(p)(N)

の点 pでの f の幾何学的性質との対応をここでは考える。

この時 f は pの開近傍から f(p)の開近傍への Cr 級写同相写像になる。すなわち、pの開近傍 U と f(p)の

開近傍 V が存在し

f(U) = V

となる。

図 11.5: [57]より

ここに重要な逆関数の定理がある。つまり (df)p が同型であれば逆写像が局所的に存在する。

これを示すためにまず、(df)p が同型であるから

dimTp(M) = dimTf(p)(N)

となる。よって

dimM = dimN

局所的には接空間は Rm とみなせるので
f : Rm → Rm

とし、

p = o, f(p) = o

とすると局所的に

(df)o : To(R
m)→ To(R

m)

とかけるのでこれは同型である。従ってヤコビアン A = (Jf)0 は正則行列になる。

従って逆が存在する。A−1 に対応する線形写像を

g : Rm → Rm

とすると x ∈ Rm は式 8.5から縦ベクトルで

g(x) = A−1x

とおける。よって

g(o) = o (Jg)o = A−1
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したがって合成写像のヤコビアンは

J(f ◦ g)o = (Jf)o ◦ (Jg)o = AA−1 = Im

であり、m次の単位行列 Imであることがわかる。これは f と g を入れ替えても成り立つのでこのとき (Jf)0

は単位行列としてよい。

次に xが oの十分に近くにあれば (Jf)0 は単位行列だから (Jf)x は Im に十分に近いといえる。

そこで U を原点 oを中心とする半径 rの開円板

Dm
r = {x||x| < r}

とすると rを十分小さくとると fiは xiよりわずかに大きいだけだから U の各点で次の不等式が成り立つと

してよい。 ∣∣∣∣ ∂fi∂xi
(x)− 1

∣∣∣∣ ≤ 1

2m
(i = j = 1, 2, 3, · · · ,m)

1− 1

2m
≤ ∂fi
∂xi

(x) ≤ 1 +
1

2m
(i = j = 1, 2, 3, · · · ,m) (11.6)

∣∣∣∣ ∂fi∂xj
(x)

∣∣∣∣ ≤ 1

2m
(i ̸= j)

この時、

f : U → Rm

は次のようにして１対１の写像であることを松本氏は証明している。(参照 [57])

図 11.6: [57])より

下図のように U の異なる 2点 a,bについて線分をパラメーターで表示する。

c(t) = a(1− t) + bt = a+ (b− a)t (0 ≤ t ≤ 1)

そこで新たに次のように成分で表すと

a = (a1, a2, · · · am)

v = b− a = (v1, v2 · · · vm)

c(t) = a+ vt (0 ≤ t ≤ 1)

ここで vm の成分の大きさの最大値を vk がとるとする。この時、

∂fk
∂x1

(x)v1 +
∂fk
∂x2

(x)v2 + · · ·
∂fk
∂xm

(x)vm
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が 0をとらないことを確認するために上式の絶対値をとり、式 11.6から∣∣∣∣∂fk∂x1
(x)v1 +

∂fk
∂x2

(x)v2 + · · ·
∂fk
∂xm

(x)vm

∣∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣ ∂fk∂xk
(x)vk

∣∣∣∣−∑
i̸=k

∣∣∣∣∂fk∂xi
(x)vi

∣∣∣∣
≥
(
1− 1

2m

)
|vk| −

1

2m

∑
i ̸=k

|vi|

≥
(
1− 1

2m

)
|vk| −

m− 1

2m
|vk| =

1

2
|vk|

となり、0にはならない。ただし、 ∑
i̸=k

|vi| ≤ m|vk| − 1

を用いた。

次に fk(x1 · · ·xm)を線分 c(t)上に制限し、1変数とみなすと

d

dt
fk (c(t)) =

d

dt
fk (a1 + v1t, · · · am + vmt)

=

m∑
i=1

∂fk
∂xi

(c(t)) vi

̸= 0

とかける。従って任意の t(0 ≤ t ≤ 1)について

d

dt
fk(c(t)) ̸= 0

であり、t = 0から t = 1までの間に符号が変わることがない。従って

fk(c(1))− fk(c(0)) =
∫ 1

0

d

dt
fk(c(t))dt ̸= 0

であり、

f(a) ̸= f(b)

が示せた。よって f は 1対 1の写像である。
もうすこし、詳しく ||f(a)− f(b)||を見積もることができる。 d

dtfk(c(t)) が正か負であったので∣∣∣∣∫ 1

0

d

dt
fk(c(t))dt

∣∣∣∣ = ∫ 1

0

∣∣∣∣ ddtfk(c(t))
∣∣∣∣ dt

であり、先の結果から ∣∣∣∣ ddtfk(c(t))
∣∣∣∣ ≥ 1

2
|vk|

であり、

|vk| =
√
v2k ≥

√√√√ 1

m

(
m∑
i=1

v2i

)
=

1√
m
||v||

とすることができる。従って

|fk(b)− fk(a)| =
∫ 1

0

∣∣∣∣ ddtfk(c(t))
∣∣∣∣ dt ≥ 1

2
|vk| ≥

1

2
√
m
||v||

ここで v = b− aだったから

∥f(b)− f(a)∥ =
√

(f1(b)− f1(a))2 + · · ·+ (fk(b)− fk(a))2 + · · ·+ (fm(b)− fm(a))
2

≥
√
(fk(b)− fk(a))2 = |fk(b)− fk(a)| ≥

1

2
√
m
||b− a|| (11.7)
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となる。

oを中心に半径 r/2の円板をDm
r/2とし、簡単にDとする。このDの表面は半径 r/2の (m-1)次元球面であ

るのでこれを S とする。

すると、f : U → Rm は 1対 1の写像で、f(o) = o, f(x) ̸= oである。f(x)と oの距離を ||f(x)||として

||f(x)|| =

√√√√ m∑
i=1

fi(x)2

とかける。この時、S は Rm の有界な閉集合だから S 上の連続関数には最大値と最小値がある。

特に S 上を xが動く時、||f(x)||がとる最小値が存在し、それを δ とおく、この δ は f(S)と o との距離を
表している。

Rm の中に oを中心とする半径 δ/3の開円板 V を描く。ただし V は写像 f : Rm → Rm の中にとる。

図 11.7: [57]より

この時、次の定理が成り立つ。

任意の y0 ∈ Vについて、f(x0) = y0 となる点 x0 がD
′
= D − S の中に存在する。

これも次のように示すことができる。

任意の y0 ∈ Vを選び、固定する。点 xをDの中で動かした時の関数

h(x) = ||f(x)− y0||2

の最小値を考える。Dは Rm の有界開集合だからD上の連続関数 h(x)には最大値と最小値が存在する。

この最小値が S 上の点ではないことが次のように証明できる。

||f(x)|| ≥ δ, ||y0|| <
δ

3

だったから

||f(x)− y0|| ≥ ||f(x)|| − ||y0|| >
2

3
δ0 > 0

となるので x ∈ S なら
h(x) = ||f(x)− y0||2 >

4

9
δ2

となるが、一方で

h(o) = ||f(o)− y0||2 = ||y0||2 <
1

9
δ2

よって

h(x) > h(o)

が得られる。これから x0 ∈ Dは S 上の点ではありえず、D
′
上にあることがいえる。

例題　逆関数の定理の証明が長かったので、簡単な例を１つ見ておこう。

f : C → C を

f(z) = z2

167



と定義し、z = x+ iyとすると次のように座標表示が複素平面上でできる。

f(x, y) = (x2 − y2, 2xy)

この関数のヤコビアンとその行列式は

(Jf)x =

(
2x −2y
2y 2x

)

det(Jf)x = 4(x2 + y2)

となるので原点を除いて正則である。よって逆関数の定理から、原点以外の開近傍 U において次の図で見る

ように f |U は C∞ 級の微分同相写像である。

図 11.8: [57]より:2周するので微分同相にならない。

従って逆に原点を含む o点の開近傍W を考え次のように円周をパラメタ表示しておく

x(θ) = ϵ cos θ

y(θ) = ϵ sin θ

これは f によって別の円周

x
′
(θ) = ϵ2 cos 2θ

y
′
(θ) = ϵ2 sin 2θ

に写される。これは S が 1周する間に 2周することなるので微分同相にならない。
このように微分同相は写像の巻き数が保存されていないといけない。

11.6 陰関数の定理

　逆関数の定理を使うと次の重要な陰関数の定理 (implicit function theorem)が導ける。
Rm+n を 2つの Rm × Rn で表し、座標を

(x,y) = (x1, · · · , xm, y1, · · · yn)

で表す。Rmの一点を x0として固定し、{x0}×Rnを簡単にRn
0 で表す。同様に、Rnの一点を y0として固

定し、{y0}を簡単にRm
0 × y0 をRm

0 で表す。f : Rm ×Rn → Rnを C∞級写像、f(x0,y0) = z0(1 ≤ r ≤ ∞)

とする。

この時陰関数の定理は次の図のように
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図 11.9: [57]より:陰関数定理

f : Rm × Rn → Rn を縦軸Rn
0 に制限した写像

f |Rn0 : Rn → Rn

とし、点 y0のヤコビアンが正則であれば、縦軸 Rm0 における x0の開近傍W と C∞級写像 ψ :W → Rnが
存在し、次を陰関数定理という。

• 1)任意の x ∈W について、f(x, ψ(x)) = z0

• 2)ヤコビアン (Jψ)x0
= −J(f |Rn0 )−1

y0 J(f |R
m
0 )x0

ただし、ヤコビアンは Rm,Rn の自然な座標で計算するとする。この時 f(x, ψ(x)) = z0 から陰関数

y = ψ(x)

が決まる。つまり、(x0,y0) の付近で点 z0 の逆像 f−1(z0)が定義できて、これが上のグラフになる。

さらに点 (x0,y0)における

f : Rm × Rn → Rn

のヤコビ行列 (n, n+m)を次のように分解する。

(Jf)(x0,y0) =
m

[A|
n

B]}n

A = J(f |Rm0 )x0

B = J(f |Rn0 )y0

この時、陰関数定理は

detB ̸= 0

J(fψ)x0
= −B−1A

となることを示している。

陰関数定理を証明する準備として

F : Rm × Rn → Rm × Rn

を次の式で定義する。

F (x,y) = (x, f(x,y)) ∈ Rm × Rn
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これを座標表示すると

F1(x1, · · · , xm, y1 · · · , yn) = x1
...

...
...

Fm(x1, · · · , xm, y1 · · · , yn) = xm

Fm+1(x1, · · · , xm, y1 · · · , yn) = f1(x1, · · · , xm, y1 · · · , yn)
...

...
...

Fm+n(x1, · · · , xm, y1 · · · , yn) = fn(x1, · · · , xm, y1 · · · , yn)

ここで f1 · · · fn は f : Rm × Rn → Rn の座標表示中の Cr 級関数である。

F (x0,y0) = (x0, f(x0,y0)) = (x0, z0) (11.8)

であることに注意し、(x0,y0)での F のヤコビアンを求めてみよう。

(JF )(x0,y0) =


∂F1

∂x1
· · · ∂F1

∂xm

∂F1

∂y1
· · · ∂F1

∂yn
... · · · · · ·

...
∂Fm+n

∂x1
· · · ∂Fm+n

∂xm

∂Fm+n

∂y1
· · · ∂Fm+n

∂y1



=



1 0 0 |

0
. . . 0 | 0

0 0 1 |
− − − + − − −

|
J(f |Rm0 )x0 | J(f |Rn0 )y0

|


とすると J(f |Rn0 )y0 は正則行列である。よって (JF )(x0,y0) 　もまた、正則行列になる。

逆関数の定理から Rm × Rn における点 (x0,y0)の開近傍 U と Rm × Rn における点 (x0, z0)の開近傍 V が

存在し、F |U : U → V が Cr 級の微分同相写像になる。また、逆 (F |U)−1 : V → U も Cr 級の微分同相写像

になる。上の式では F で対応する (x,y)と (x, f(x,y))の第 1項から第m項までの座標は一致している。従っ
て、逆 (F |U)−1 : V → U でも第 1項から第 m項までの座標は一致するはずである。特に (x, z0)の形をした

V 内の点の (F |U)−1 による像 (F |U)−1(x, z0)は (x,y)の形をしている。

(x,y) = (F |U)−1(x, z0)

つまり z0 を止めると、この式の右辺は xだけで決まる。よって、左辺の yも xだけで決まり

y = ψ(x)

とする写像が存在する。

F (x0,y0) = (x0, z0)

から

(x0,y0) = (F |U)−1(x0, z0)

であり、

y0 = ψ(x0)
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となる。y = ψ(x)は Cr 級の写像になる。Rm の開集合をW として

W − {x ∈ Rm|(x, z0) ∈ V }

と定義する。W は (x, z0)が V = F (U)に属するような x ∈ Rmの全体である。(x0, z0) ∈ V であるから x0

はW の点であり、W は Rm の開近傍といえる。このW が写像 ψ(x)の定義域になる。y = ψ(x)とおけば

(x, ψ(x)) = (F |U)−1(x, z0), (∀x ∈W )

として両辺に (F |U)を作用させると

(F |U)(x, ψ(x)) = (F |U)(F |U)−1(x, z0), (∀x ∈W )

F (x, ψ(x)) = (x, z0)

式 11.8から F の定義を用いて

(x, f(x, ψ(x)) = (x, z0)

このm+ 1からm+ nまでを取り出せば

f(x, ψ(x)) = z0, (∀x ∈W )

これで定理 1)が示せた。

11.7 キューブ上の積分 [11]

k次元キューブ Ik = [0, 1]
k ⊂ Rk 上で k次微分形式を次のように定義する。

ω = fdx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxk

すると、積分が次のように定義できる。∫
Ik

ω =

∫ 1

0

· · ·
∫ 1

0

f(x1, · · ·xk)dx1 · · · dxk

ただし、これは k次元キューブの体積を表しているわけではないので注意する。

次節から引き戻しも同じ k次微分形式になったので符号 ±1関数をつけて

signϕ

∫
Ik
ω =

∫
ϕ∗ω

となる。これは関数 ϕが向きを保つかどうかで符号がきまる。または前節のはめこみを考えると

ϕ : Ik → Rk

写像 ϕに沿う積分として ∫
ϕ

ω =
∑
|J|−k

∫
Ik
ϕ∗ (fJdxJ)

が成り立つ。
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図 11.10: [11]より：曲面の ϕi に沿っての貼り付け

例えば、次の例では 5枚のキューブを貼り合わせている。この時次のように足し合わせの結果、経路が多様
体全体になる。 ∫

M

ω =
∑
i

∫
ϕi

ω

この式で重要なのは足し合わせは積分経路に効いていることである。これは ϕが向き付け可能であることに

より次の図のように

領域の貼り合わせを拡大できることになる。

図 11.11: 積分領域の足し合わせ

これは第 5部で詳しくみるストークスの定理の微分形式版である。

11.8 ストークスの定理 [11]

前節の境界の貼り合わせの考えを微分形式上で考える。

k次元キューブ Ik 上で定義された (k − 1)次微分形式 ω ∈ Ωk(Ik)を考えると∫
Ik
dω =

∫
∂Ik

ω (11.9)

が成り立つ。これをストークスの定理 (Stoks’s theory)という。
これを簡単に帰納法でみると

k = 1の時は

ω = fdx = dF (x)
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とすると ∫
∂Ik

ω = [F (x)]
1
0

積分の定義から f(x)の原始関数を F (x)として∫
Ik
dω =

∫ 1

0

∫ 1

0

df ∧ dx =

∫ 1

0

(∫ 1

0

df

dx
dx

)
dx

∫ 1

0

f(x)dx = [F (x)]
1
0 ,

を意味する。

次に k = 2の時、1形式を 2次元で
ω = fdx+ gdy

∫
D

dω =

∫ 1

0

∫ 1

0

(df ∧ dx+ dg ∧ dy)

=

∫ 1

0

∫ 1

0

((
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy

)
∧ dx+

(
∂g

∂x
dx+

∂g

∂y
dy

)
∧ dy

)
=

∫ 1

0

∫ 1

0

(
−∂f
∂y

+
∂g

∂x

)
dxdy

これを実行するために積分を分ければ∫ 1

0

∫ 1

0

(
−∂f
∂y

)
dxdy =

∫ 1

0

[−f(x, y)]y=1
y=0 dx =

∫ 1

0

(−f(x, 1) + f(x, 0)) dx (11.10)

∫ 1

0

∫ 1

0

(
∂g

∂x

)
dxdy =

∫ 1

0

[g(x, y)]
x=1
x=0 dy =

∫ 1

0

(g(1, y)− g(0, y)) dy (11.11)

f(x, 1), g(0, y)の符号が負だから次のような図になる。

図 11.12: [11]より：I2 の境界の内 ϕ0, ψ1 は正の向き、ϕ1, ψ0 は負の向きになる。

向きの符号を見るために ϕi : [0, 1]→ R2 とする。ϕi(t) = (t, i)として引き戻しを用いて ω = fdtおけば∫
[0,1]

ϕ∗ω =

∫ 1

0

f(t, i)dt, (i = 0, 1)

となる。これから ϕ1 は領域Dに対し、負の向き、ϕ0 は正の向きになる。
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同様に ψi : [0, 1]→ R2 とする。ψ(t) = (i, t)として引き戻しを用いれば ω = gdtとして∫
[0,1]

ψ∗ω =

∫ 1

0

g(i, t)dt, (i = 0, 1)

これから ψ1 は領域Dに対し正の向き、ψ0 は負の向きになる。

従ってこの場合も両辺を加えれば ∫
D

dω =

∫
∂D

ω

が成り立つ。k = 2以上の場合も同様に成り立つ。

11.9 ホモトピー [11]

　ストークスの定理の微分形式の表現 11.9は前節のようなはっきりと定義された領域ではなくても成り立つ。
距離のあいまいな空間に対しても利用できる考え方は第 6部のホモロジーにつながっていく。物理への応用
についても

とても重要な概念である。自由度を広げて、ホモトピーを考えてみよう。

前節の領域Dを次の図のように範囲だけをきめて、あいまいな関数にする。

D =
{
(x, y) ∈ R2|g(x) < y < f(x), a < x < b

}
従って写像 ϕ : I2 → Dを次のようにおく。

(x, y)→ ((1− x)a+ xb, (1− y)f ((1− x) a+ xb)− yg ((1− x)a+ xb))

図 11.13: [11]より:上半面、と下半面をことなる関数でつなぐ閉曲線でもストークスの定理が成り立つ

ホモトープについて詳しくは第 6部で考察するが、ここでその定義をする。
U 上の 2つの曲線 c0, c1 とする。

ci : [0, 1]→ U

は始点、終点が一致しているとする。

c0(0) = c1(0), c0(1) = c1(1)
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図 11.14: homotopy両端を同一視して得られる写像 h : I2 → U

次を満たす写像h(s, t) : I2 → Uがあれば c0, c1はホモトピック (homotopic)またはホモトープ (homotope)
であるという。

• h(0, t) = c0(t), h(1, t) = c1(t) ∀t ∈ I

• h(s, 0) = c0(0), h(s, 1) = c1(0) ∀s ∈ I

これらには端点を直線から点に同一視する考えが入る。次節のファイバーもこうしたあいまいさを持たせる概

念になる。

上記の条件が成り立てば ∫
c0

ω =

∫
c1

ω

であり積分値が経路に依存しない。

例えば関数 f : Rn → Rを外微分した 1次微分形式 ω = df を考える。

この時、図の p→ qが単連結な写像 h(s, t) : I2 → U があれば

h(s, t) = (1− s)c0(t) + sc1(t)

と、2変数で表現でき、c0.c1 はホモトピーである。
つまり積分値は次のように端点できまる。∫

ci

ω =

∫
ci

df =

∫ 1

0

c∗i (df) =

∫ 1

0

d

dt
(f ◦ ci) dt

= [f ◦ ci(t)]10 = f(q)− f(p)

この変形が微分形式が有用な点である。つまり 1形式は曲線により、いつでも引き戻すことができて

c∗i (df) =
d

dt
(f ◦ ci) · dt

とかける。引き戻された結果は双対表現に分解するのだが、d/dtがかかる関数 (f ◦ ci)は多価であってもか
まわない、

tの微分値が一致すればいいのである。

この時の端点 p, qは固定されている。単連結でなく、途中に穴があると U = R2 − {0}のような場合はホモ
トープではなくなる。

開集合 U が単連結であれば U 上の 1次閉形式は全て完全形式である。

12 多様体上の微分形式 [37]

12.1 引き戻し [37]

双対空間を導入したおかげで非常に多様な構造をとることができるようになる。その 1つは引き戻しである。
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これはベクトルの変化を双対関係を用いて遡ろうというものである。例えば

f : V →W

をベクトル空間の線形写像とする。同様に

g :W → K

をW 上の線形写像とする。よって、g ∈W ∗ である。

この時、図のように合成写像 g ◦ f は V 上の線型写像とみなせる。元 h ∈ V ∗,v ∈ V として

h(v) ≡ g(f(v))

となる。

ここで双対空間とのその要素 g ∈W ∗ が与えられると、h ∈ V ∗ として、写像 f : V →W が写像W ∗ → V ∗

を誘導したことになり、誘導写像 f∗ :W ∗ → V ∗ が

f∗ : g → h = f∗(g)

によって得られたことになる。つまり次の図にみるように

f∗g = g ◦ f

とかける。これを f∗ による gの引き戻しという。このような関係は双対関係を用いて、図のように１つの

ループを形成する。

図 12.1: [12]より：合成と引き戻しは双対の関係をつくる

この時

dimV ∗ = dimV

だから、次のように内積が定義されると V と V ∗ との間に同型写像をつくることができる。

これによって V 上に別の基底 {fi}と V ∗ 上に双対基底 {f∗i}を作ることができる。この時の成分は

fi = Ajiej

ただし、A ∈ GL(n,K)である。対応する双対基底が

e∗i = f∗jAij

とかける。よって内積

eje
i∗ = δij

が定義された。引き戻しの考え方は重要になるので次部でも詳しく触れる。
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12.1.1 多様体上の引き戻し

　　前部の双対空間で引き戻しを紹介したが、微分形式との関係をここでみていく。

簡単には写像でうつされたものを元にもどすために条件を考えていくわけである。

通常もとに戻すことが常に可能なわけではない。

しかし、微分形式が成り立つ場であれば、1対 1の関係になる。
外積空間の中で自然に全微分という関係が導かれることが面白い。

可微分写像 ϕ : Rm → Rn が与えられた時、関数 f を Rn の 0次微分形式と考えれば引き戻しとは次の合成
写像

f ◦ ϕ (12.1)

を次のように表し、次のような合成写像を考えよう。

ϕ∗(f) = f ◦ ϕ ∈ Ω0(Rn)

これを f の ϕによる引き戻しといった。

図 12.2: 引き戻し

次にこれを拡大して多様体の接空間での引き戻しを考える。

多様体M から多様体N への微分可能写像 ϕとすると、TxM から Tϕ(x)N への写像 ϕ∗を引き起こす。(下付
に注意)
写像 ϕ∗ は引き戻しではなく

ϕ∗ : TM → TN

であるがM 上のベクトル場をN 上のベクトル場に移さない。ことが問題になる。

つまり ϕ∗X は X が 1点での接ベクトルの時は意味があっても、X がベクトル場となるとM 上の異なる 2
点 x, yが同じ値域を与えても

ϕ(x) = ϕ(y)→ ϕ∗(Xx) ̸= ϕ∗(Xy)

ϕ∗ は異なる値域を与える場合があるのである。

しかし次節で示すように ϕ∗X は ϕ∗TN の切断になることはできる。

従ってベクトル場ではなく、双対関係が重要になる。p次微分形式に対しては

ϕ∗ : Ap(N)→ Ap(M) (12.2)

となる自然な写像を考えることができて ω ∈ Ap(N)ならば ϕ∗ω ∈ Ap(M)はXi ∈ TxM として

ϕ∗ω(X1, X2 · · · , Xp) = ω(ϕ∗X1, ϕ∗X2 · · · , ϕ∗Xp) (12.3)
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と定義し、ϕ∗ωは ωの ϕによる引き戻し (pullback)呼ぶ。
右辺の引数はXi ∈ TxM, ϕ∗Xi ∈ Tϕ(x)N だから多様体N の要素で表されていることに注意する。

全微分 　多様体 M 上の点 x の周りでの座標近傍 (U, ϕ = (x1, · · · , xn)) をとり、余接空間 T ∗
xM の基底を

{(dx1)x · · · (dxn)x}と書く。この時、点 xの近傍のもう一つの (V, ψ = (y1, · · · , yn))をとると基底の変換行列が

dyi =

n∑
j=1

(
∂yi
∂xj

)
ϕ(x)

dxj

となり、これは変換関数である。しかしこれは微分 1形式の引き戻しの定義の書き換え、

(
ϕ ◦ ψ−1

)∗
(dyi)ψ(x) =

∑(
∂yi
∂xj

)
ϕ(x)

(dxj)ϕ(x)

と同じである。全微分が引き戻しにより表現できることを表す。逆にこれは微分 1形式を決めることができ
て、多様体M の各点 xに余接空間 T ∗

xM の元を各座標近傍 (U, ϕ = (x1, · · · , xn))上で dxiの係数 fiが C∞級

関数になるように
∑n
i=1 fidxi の形で決める対応が存在し、これをM 上の C∞ 級微分 1形式ということがで

きる。

同じように全微分の定義として各座標近傍 (U, ϕ = (x1, · · · , xn))上で

n∑
i=1

∂f

∂xi
dxi

を対応させると、これはM 上の C∞ 級微分 1形式であり、これを f の全微分という。

合成写像の引き戻し [37] 　例えば図のようにm次元ユークリッド空間の開集合 V を {x1, x2 · · ·xm}、W の
開集合を {y1, y2 · · · yn}として C∞ 級の写像 ψ : V →W を次のように与える。

ψ : yi(x1, x2 · · ·xm) i = 1, 2, · · ·n

ψ(x) = y

このように V のm個の要素によりW の 1つの要素が決まり、計 n個の要素を決めていくので、次元の数

が異なっていても問題はない。

そこでW 上の C1 級関数 f に対して f ◦ ψは V 上の C1 級関数になるから、曲線 γ : [a, b]→ V に対し、

ψ ◦ γ : [a, b]→W (12.4)

はW 内の C1 級曲線になる。d(f ◦ ψ)が全微分でかけるから
全微分の線積分は関数の差になることを用いると次のように積分表示できる。

∫
γ

d(f ◦ ψ) = f(ψ(γ(b)))− f(ψ(γ(a))) (12.5)

=

∫
ψ◦γ

df (12.6)
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(a)

(b)

a b

( (a))

( (b))

V
W

図 12.3: 関数の引き戻し

これを成分で書き下すと

∫
γ

d(f ◦ ψ)→
∫
γ

m∑
j=1

∂

∂xj
(f ◦ ψ)dxj =

∫
ψ◦γ

m∑
i=1

∂f

∂yi
dyi ←

∫
ψ◦γ

df (12.7)

のように V とW 内の曲線による積分で表され、積分値が同じになる。

ψ = ψ(ψ1, · · ·ψn)

ψi = ψi(x1, · · ·xm)

として、yi = ψi(x
1 · · ·xm), (i = 1, · · ·n)で表すと合成関数の微分則から

∂

∂xj
(f ◦ ψ) =

n∑
i=1

∂

∂xj
f(ψ(ψi)) =

∂f

∂ψ1

∂ψ1(x
1 · · ·xm)

∂x1
+

∂f

∂ψ2

∂ψ2(x
1 · · ·xm)

∂x1
+ · · ·

=

n∑
i=1

∂f(ψ(ψi))

∂ψi

∂ψi
∂xj

=

n∑
i=1

(
∂f

∂yi
◦ ψ
)
∂ψi
∂xj

(12.8)

となるのでW 上の関数 f, ∂f∂yi に V 上の関数 f ◦ ψ, ∂f∂xi ◦ ψを対応させる関係が次のようになっていること
がわかる。

W :

(
f,
∂f

∂yi

)
→ V :

(
f ◦ ψ, ∂f

∂xi
◦ ψ
)

(12.9)

これを次のように全微分に対し拡張すると 12.8から

W :

n∑
i=1

∂f

∂yi
dyi → V :

m∑
j=1

∂

∂xj
(f ◦ ψ)dxj =

m∑
j=1

n∑
i=1

(
∂f

∂yi
◦ ψ
)
∂ψi
∂xj

dxj (12.10)

が対応すると考えると、全微分とは限らない微分 1形式に拡張される。

微分 1形式の引き戻し [37] 　　微分 1形式の引き戻しは後に重要になる。
m次元ユークリッド空間の開集合 V から n次元ユークリッド空間の開集合W への微分 1形式

ω =

n∑
i=1

fidy
i (12.11)

fi =
∂f

∂yi
(12.12)
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に対して

m∑
j=1

n∑
i=1

(fi ◦ ψ)
∂ψi
∂xj

dxj (12.13)

を ω =
∑n
i=1 fidy

i の ψによる引き戻しといい、

ψ∗

(
n∑
i=1

fidy
i

)
=

n∑
i=1

(ψ∗fi) (ψ
∗dyi) = ψ∗ω =

m∑
j=1

n∑
i=1

(fi ◦ ψ)
∂ψi
∂xj

dxj (12.14)

である。ω = f の時は式 12.5のように

ψ∗f = f ◦ ψ (12.15)

である。この時 dψ∗ = 0だから

d (ψ∗f) = ψ∗df

が成立する。また重要な関係式、1形式 ω =
∑n
i=1 fidy

i とすると∫
γ

ψ∗ω =

∫
ϕ◦γ

ω

が成立していることをみておこう。

ψ(x) = y, ψ ◦ γ : [a, b]→W は C1 級曲線になるから

x2j = kγ2j

とおけて、C1 級のパラメタ tを用いて両辺を微分すると

xj
dxi
dt

= kγj
dγi
dt

ここで定数 kを次のように選ぶ ∑
xj = 1, k

∑
γj = γ

とおけば

dxi = γ
dγi
dt
dt

同様に

y2j = hβ2
j

とおいて、tを用いて両辺を微分すると ψi ◦ γ = βj とおいて

yj
dyi
dt

= hβj
dβi
dt

ここで定数 hを次のように選ぶ ∑
yj = 1, h

∑
βj = β = ψ ◦ γ

dyi = ψ ◦ γ d (ψi ◦ γ)
dt

dt (12.16)

よって
m∑
j=1

∂

∂xj
(f ◦ ψ)dxj =

m∑
j=1

n∑
i=1

∂f

∂yi
◦ ψ∂ψi

∂xj
dxj
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だったから、これらから次が成り立つ。

∫
γ

ψ∗ω =

∫
γ

ψ∗

 m∑
j=1

n∑
i=1

fi
∂ψi
∂xj

dxj


=

∫
γ

m∑
j=1

n∑
i=1

fi ◦ ψ
∂ψi
∂xj

dxj

=

∫ b

a

m∑
j=1

n∑
i=1

fi ◦ ψ ◦ γ
∂ψi
∂xj
◦ γ dγj

dt
dt

=

∫ b

a

n∑
i=1

fi ◦ ψ ◦ γ
d (ψi ◦ γ)

dt
dt

=

∫ b

a

n∑
i=1

fidy
i

=

∫
ψ◦γ

ω

微分形式の引き戻し 積分変数が他の変数の従属になった時、微分形式の変換ができた。これを引き戻しで考

えてみる。

可微分写像を ϕ : Rn → Rm とし、f ∈ Rm のとき、f ◦ ϕは Rn の関数である。
引き戻しの定義から f を 0次微分形式とすると

ϕ∗(f) = f ◦ ϕ ∈ Ω0 (Rn)

とかけるが、これを 0次微分形式 f を ϕで引き戻したとき ϕ∗(f) = f ◦ ϕになる。という。
これにより従属関係ができて、座標を用いて

ym = ϕm(x1, · · ·xn)

により、独立であったm次の yが n次の xの関数になったということである。よって

dyj = dϕj =
∑ ∂ϕj

∂xi
dxi

であり、dyj は Rn上の 1次微分形式になったことになる。これは dyiの ϕによる引き戻しと考えられるので

ϕ∗(dyi) = dϕj =
∑ ∂ϕj

∂xi
dxi

となる。これは 2次以上の J 次微分形式について成り立つ。

dyJ ≡ dyj1 ∧ dyj2 ∧ · · · ∧ dyjk

に対して

ϕ∗ (dyJ) = ϕ∗ (dyj1) ∧ ϕ∗ (dyj2) ∧ · · · ∧ ϕ∗ (dyjk)

= dϕj1 ∧ dϕj2 ∧ · · · ∧ dϕjk

となるので、

ϕ∗ (dyJ) ∈ Ωk
(
Rk
)

とすると一般の微分形式

ω =
∑

fJdyJ ∈ Ω∗ (Rm)
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に対して、

ϕ∗ (ω) = ϕ∗
(∑

fJdyJ

)
=
∑

ϕ∗ (fI)ϕ
∗ (dyI) (12.17)

となるので ϕ∗ (ω)は ϕによる ωの引き戻しである。

では R2 を考え、微分 2形式の引き戻しをつくろう。

ϕ : U → V

を考え、2形式 dv1 ∧ dv2 を τ で引き戻すと

τ∗ (dv1 ∧ dv2) = det (J(τ)) du1 ∧ du2

ただし、変換行列 J は

J (ϕ) =

(
∂v1
∂u1

∂v1
∂u2

∂v2
∂u1

∂v2
∂u2

)
である。従って 2形式の引き戻しは 2形式である。12.17があるので次のように外積の引き戻しも外積になる。

ϕ∗ (ω ∧ η) = ϕ∗(ω) ∧ ϕ∗ (η)

式 12.14から p次微分形式の引き戻しを次のように定義する。
m次元ユークリッド空間の開集合 V をから n次元ユークリッド空間の開集合W への C∞ 級写像を

ψ : V →W

とし、W 上の微分 p形式を
α =

∑
i1<···<ip

fi1···ipdyi1 ∧ · · · ∧ dyip

とおくと、ψによる引き戻しは

ψ∗α = α ◦ ψ =
∑

i1<···<ip

fi1···ip ◦ ψdψi1 ∧ · · · ∧ dψip

で定義する。ただし全微分

dψij =

m∑
k=1

∂ψij
∂xk

dxk

である。つまり、引き戻されても微分形式の次数は同じ p形式である。

単純な例をみておこう。

• 分配則　W 上の p次微分形式 αと q次微分形式 β として

ψ∗(α ∧ β) = ψ∗α ∧ ψ∗β

を示そう、

α =
∑

i1<···<ip

fi1···ipdxi1 ∧ · · · ∧ dxip

β =
∑

j1<···<jq

gj1···jqdxj1 ∧ · · · ∧ dxq

とすると定義から
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ψ∗(α ∧ β) = ψ∗

 ∑
i1<···<ip

fi1···ipdxi1 ∧ · · · ∧ dxip

 ∧
 ∑
j1<···<jq

gj1···jqdxj1 ∧ · · · ∧ dxq


= ψ∗

 ∑
i1<···<ip,j1<···<jq

fi1···ipgj1···jqdxi1 ∧ · · · ∧ dxip ∧ dxj1 ∧ · · · ∧ dxq


=

∑
i1<···<ip,j1<···<jq

(
fi1···ip ◦ ψ

) (
gj1···jq ◦ ψ

)
dψi1 ∧ · · · ∧ dψip ∧ dψj1 ∧ · · · ∧ dψq

=

 ∑
i1<···<ip

(
fi1···ip ◦ ψ

)
dψi1 ∧ · · · ∧ dψip

 ∧
 ∑
,j1<···<jq

(
gj1···jq ◦ ψ

)
∧ dψj1 ∧ · · · ∧ dψq


= ψ∗

 ∑
i1<···<ip

fi1···ipdψi1 ∧ · · · ∧ dψip

 ∧ ψ∗

 ∑
,j1<···<jq

gj1···jq ∧ dψj1 ∧ · · · ∧ dψq


= ψ∗α ∧ ψ∗β

同様に

(ψ ◦ ϕ)∗ α = ϕ∗ψ∗a

も成り立つ。

そこで微分 p形式の積分を改めて考える。先にも見たように微分 1形式 αを

α =

n∑
i=1

fidxi

とし、γ : [a, b]→ U に沿う線積分を次のように細分化し、パラメタ tで積分する。∫
γ

α =

∫ b

a

n∑
i=1

fi(γ(t))
dγ

dt
dt (12.18)

これまでの引き戻しの定義から次の恒等写像 id

id : [a, b]→ [a, b]

として

γi(t) = kixi

γ =
∑
i

γi(t),
∑
i

ki = 1

と、とれば

γ∗α =

n∑
i=1

fi(γ(t))
dγi
dt
dt

となるから ∫
γ

α =

∫
id

γ∗α

を見つけることができる。
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微分 p形式 ここで微分 p形式の積分を考えよう。

　前部でも見たように微分 p形式の外微分は dfi を全微分として次のように表される。

d

 ∑
i1<···<ip

fi1···ipdxi1 ∧ · · · ∧ dxip

 =
∑

i1<···<ip

dfi1···ipdxi1 ∧ · · · ∧ dxip

U上の微分 p形式 αと q形式 β について次の関係が成り立つ。

d (α ∧ β) = dα ∧ β + (−1)pα ∧ dβ (12.19)

微分 p形式の積分は U上で κ：[a1, b1]× · · · × [ap, bp]の境界上の積分を次で定義する。

∫
κ

 ∑
i1<···<ip

fi1···ipdxi1 ∧ · · · ∧ dxip

 =

∫ b1

a1

· · ·
∫ bp

ap

∑
i1<···<ip

fi1···ip(κ(t1, · · · , tp))dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

=

∫ b1

a1

· · ·
∫ bp

ap

∑
i1<···<ip

fi1···ip(κ(t1, · · · , tp))det


∂κi1

∂t1
· · · ∂κi1

∂tp
...

. . .
...

∂κip

∂t1
· · · ∂κip

∂tp

 dt1 · · · dtp
ただし

dxj1 ∧ · · · ∧ dxjp = sign

(
j1 · · · jp

i1 · · · ip

)
dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

を用いれば次の順序を考えない形式にしても同じ結果になる。

∫
κ

 n∑
i1···ip=1

fi1···ipdxi1 ∧ · · · ∧ dxip

 =

∫ b1

a1

· · ·
∫ bp

ap

n∑
i1···ip=1

fi1··· ,ip(κ(t1, · · · , tp))dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

=

∫ b1

a1

· · ·
∫ bp

ap

n∑
i1···ip=1

fi1··· ,ip(κ(t1, · · · , tp))det


∂κi1

∂t1
· · · ∂κi1

∂tp
...

. . .
...

∂κip

∂t1
· · · ∂κip

∂tp

 dt1 · · · dtp
さらに αを微分 p形式とすると

α = fi1···ip ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip (12.20)

dα =

n∑
j=1

∂fi1···ip
∂xJ

∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip (12.21)

i1 < · · · < ip に対して p+1形式は j = 1 · · ·n, p < nだから

∫
dα =

∫
κ

n∑
j=1

∂fi1···ip
∂xJ

∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

=

∫
[a1,b1]×···×[ap+1,bp+1]

∂fi1···ip
∂xJ

(κ(t1, · · · , tp+1))


∂κi1

∂t1
· · · · · · ∂κi1

∂tp+1
∂κi1

∂tp+1
· · · · · · ∂κi1

∂tp+1

...
...

...
...

∂κip

∂t1
· · · · · · ∂κip

∂tp+1

 dt1 · · · dtp+1
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行列の q番目を取り出して

=

∫
[a1,b1]×···×[ap+1,bp+1]

∂fi1···ip
∂xJ

(κ(t1, · · · , tp+1))


p+1∑
q=1

(−1)q−1 ∂κj
∂tp

det



∂κi1

∂t1
· · · ∂κi1

∂tq−1

∂κi1

∂tq+1
· · · ∂κi1

∂tp+1

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

∂κip

∂t1
· · · ∂κip

∂tq−1

∂κip

∂tq+1
· · · ∂κip

∂tp+1



 dt1 · · · dtp+1

=

p+1∑
q=1

(−1)q−1

∫
[a1,b1]×···×[aq−1,bq−1]×[aq+1,bq+1]×···×[ap+1,bp+1]

[
fi1···ip(κ(t1, · · · , tp+1))

]tq=bq
tq=aq

det



∂κi1

∂t1
· · · ∂κi1

∂tq−1

∂κi1

∂tq+1
· · · ∂κi1

∂tp+1

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

∂κip

∂t1
· · · ∂κip

∂tq−1

∂κip

∂tq+1
· · · ∂κip

∂tp+1

 dt1 · · · dtq−1dtq+1 · · · dtp+1

よって式 12.20から p形式の差の和の形に表すことができる。

∫
dα =

p+1∑
q=1

(−1)q−1

(∫
κ(··· ,bq,··· )

α−
∫
κ(··· ,aq,··· )

α

)
(12.22)

次に U 上の微分 p形式の引き戻しを考えよう。

α =
∑

i1<···<ip

fi1···ipdxi1 ∧ · · · ∧ dxip

を

π : [a1, b1]× · · · × [ap, bp]→ U

で引き戻すと

π∗α =
∑

i1<···<ip

fi1···ip (π (t1, · · · , tp)) det


∂πi1

∂t1
· · · ∂πi1

∂tp
...

. . .
...

∂πip

∂t1
· · · ∂πip

∂tp

 dt1 ∧ · · · ∧ dt2

である。これは式 12.18から ∫
π

α =

∫
id

γ∗α

射影と恒等写像が積分領域として対応するわけであるが、ここでの恒等写像は微分 p形式で

id : [a1, b1]× · · · × [ap, bp]→ [a1, b1]× · · · × [ap, bp]

があることであり、この直方体 [a1, b1]× · · · × [ap, bp]の上に微分 p形式 fdt1 ∧ · · · ∧ dtp
を次のように関数に対応させる。∫

id

f(t1, · · · , tp)dt1 ∧ · · · ∧ dtp =
∫ b1

a1

· · ·
∫ bp

ap

f(t1, · · · , tp)dt1 · · · dtp

ここで ψ : V → W を m次元ユークリッド空間の開集合 V から n次元ユークリッド空間の開集合W への

C∞ 級写像とする。
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W 上の微分 p形式から C∞ 級写像 π : [a1, b1]× · · · × [ap, bp]→ V があれば∫
π

ψ∗α =

∫
id

π∗ψ∗α =

∫
id

(ψ ◦ π)∗ α =

∫
ψ◦π

α

という関係が成り立つ。つまり、外微分と引き戻しは交換し、

dψ∗α = ψ∗dα

が成り立つ、実際に αを微分 p形式とすると

α =
∑

i1<···<ip

fi1···ipdxi1 ∧ · · · ∧ dxip

に対し、

d(ψ∗α) = d

ψ∗

 ∑
i1<···<ip

fi1···ipdxi1 ∧ · · · ∧ dxip


= d

 ∑
i1<···<ip

fi1···ip ◦ ψdψi1 ∧ · · · ∧ dψip


=

∑
i1<···<ip

d
(
fi1···ip ◦ ψ

)
∧ dψi1 ∧ · · · ∧ dψip

= ψ∗

 ∑
i1<···<ip

dfi1···ip ∧ dψi1 ∧ · · · ∧ dψip


= ψ∗dα

となっている。

さらに π∗αは p+ 1次元直方体上の微分 p形式になるはずなので次のように dtq を除いた形で定義できる。

π∗α =

p+1∑
q=1

fqdt1 ∧ · · · ∧ dtq−1 ∧ dtq+1 · · · ∧ dtp+1

であり、これから p+ 1形式が

π∗ (dα) = d (π∗α) =

p+1∑
q=1

(−1)q−1 ∂fq
∂tq

dt1 ∧ · · · ∧ dtp+1

となり、

∫
π

dα =

∫
id

π∗ (dα) =

∫
id

d (π∗α)

=

∫ b1

a1

· · ·
∫ bp+1

ap+1

p+1∑
q=1

(−1)q−1 ∂fq
∂tq

dt1 ∧ · · · ∧ dtp+1

=

p+1∑
q=1

(−1)q−1

∫ b1

a1

· · ·
∫ bq−1

aq−1

∫ bq+1

aq+1

· · ·
∫ bp+1

ap+1

[fq]
tq=bp
tq=aq

dt1 · · · dtq−1dtq+1 · · · dtp+1

=

p+1∑
q=1

(−1)q−1

(∫
id

π(· · · , bq, · · · )∗α−
∫
id

π(· · · , aq, · · · )∗α
)

=

p+1∑
q=1

(−1)q−1

(∫
π(··· ,bq,··· )

α−
∫
π(··· ,aq,··· )

α

)
と表せる。
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多様体上の引き戻し 多様体M の局所座標系においても {x1, x2 · · ·xm}、N の局所座標系を {y1, y2 · · · yn}と
して

ϕ : yj(x1, x2 · · ·xm) j = 1, 2, · · ·n (12.23)

が与えられると p次微分形式

ω =
1

p!

∑
ai1···ip(y)dy

i1 ∧ dyi2 ∧ · · · ∧ dyip (12.24)

の引き戻し ϕ∗ωは yi に yj(x1, x2 · · ·xm)を代入して得られる。例えば

ω =
∑

aj(y)dy
j (12.25)

ならば

ϕ∗ω =
∑

aj(y(x))
∂yj

∂xi
dxi (12.26)

となる。これから引き戻し ϕ∗ωは線形写像の性質だけではなく、次の重要な性質を持つ。

任意の微分形式 ω ∈ Ω(V )について

ϕ∗(ω ∧ ω′) = ϕ∗ω ∧ ϕ∗ω′ (12.27)

ϕ∗dω = dϕ∗ω (12.28)

例えばこれは 0形式の関数 f について局所座標の入れ替えが次のようにできる。

ϕ∗(df) = ϕ∗
(∑ ∂f

∂yi
dyi

)
=

∑
i

ϕ∗
(
∂f

∂yi

)
ϕ∗(dyi)

=
∑
i,j

(
∂f

∂yi
◦ ϕ
)
∂ϕi
∂xj

dxj

=
∑
j

∂(f ◦ ϕ)
∂xj

dxj

= d (ϕ∗(f))

ここで m次元ユークリッド空間上の関数を U、n次元ユークリッド空間上の関数を Vとする。次元の異な
る空間への写像 ϕは

ϕ : U → V (12.29)

とおく。さらに V 上に関数 f が存在すると図のような f と ϕの合成写像を考えることができる。

図 12.4: 写像 ϕ∗f = f ◦ ϕ
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これを次のように表すことができた。

ϕ∗f = f ◦ ϕ ∈ Ω0(Rn) (12.30)

例えばともに n次元として式から体積形式として V 上に

ω = dy1 ∧ dy2 ∧ · · · ∧ dyn (12.31)

がある時、式から

ϕ∗ω = det

[
∂yi

∂xj

]
dx1 ∧ · · · ∧ dxn (12.32)

は U上に引き戻された体積形式を表す。
この写像を用いてユークリッド空間から微分 p形式に拡張することができる。
V 上の p形式を U 上の p形式に移す写像を

ϕ∗ : F p(V )→ FP (U) (12.33)

とすると p形式の ωを

ω =
∑

i1<···<ip

bi1···ip(y)dy
i1 ∧ dyi2 ∧ · · · ∧ dyip (12.34)

とすると引き戻しは次のようになる。

ϕ∗ω =
∑

i1<···<ip

∑
j1<···<jp

bi1···ip(ϕ(x))
∂yi1

∂xj1
· · · ∂y

ip

∂xjp
dxj1 ∧ · · · ∧ dxjp (12.35)

つまり ωを ϕで引き戻せば ϕ∗ω

ϕ∗(dy1 ∧ dy2) = det

[
∂y1
∂x1

∂y1
∂x2

∂y2
∂x1

∂y2
∂x2

]
dx1 ∧ dx2 (12.36)

となる。写像に列がある場合は

U −→ϕ1 V −→ϕ2 W −→ϕ3 · · · (12.37)

に対し引き戻しは

ϕ∗1 ◦ ϕ∗2 ◦ · · · = (· · ·ϕ2 ◦ ϕ1)∗ (12.38)

また微分形式の引き戻しは

ψ∗(ω ∧ ω′) = ψ∗ω ∧ ψ∗ω′ (12.39)

だったから

ψ∗(dyI ∧ dyJ) = ψ∗dyI ∧ ψ∗dyJ (12.40)

である。つまり式 12.28から次のような図式が可換になる。

Ωj(V ) ϕ∗
−→

Ωj(U)

↓d ↓d
Ωj+1(V ) ϕ∗

−→
Ωj+1(U)

(12.41)
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また、p > nに対しては Ωp(U) = {0}であるとすると次のような図式ができる。

0→ Ω0(U) d−→Ω1(U) d−→Ω2(U) d−→· · · d−→Ωn(U)→ 0 (12.42)

一般に d ◦ d : Ωp(U) → Ωp+2(U)は d(df) = 0であれば 0準同型である。この時の系列をコチェイン複体
(co-chain-complepsi)という。

12.1.2 引き戻し計算例

以上の性質を利用し、いくつかの例題を見ておこう。

微分 n形式 　　 Q.n次元ユークリッド空間上の微分 n形式引き戻しの成分表現

Ω = dx1 ∧ · · · ∧ dxn

を考え、線形写像 L : Rn → Rn が n× nMatricsA = (aij)i=1,···n;j=1,···n によって

L(x) = Ax =

 n∑
j=1

aijxj


の時、L∗ωを求めよ。

Ans.この場合は次元 nであるので

L∗Ω = d

 n∑
j1=1

a1j1xj1

 ∧ · · · ∧ d
 n∑
jn=1

anjnxjn


=

 n∑
j1=1

a1j1dxj1

 ∧ · · · ∧
 n∑
jn=1

anjndxjn


=

n∑
j1=1

· · ·
n∑

jn=1

a1j1 · · · anjndxj1 ∧ · · · ∧ dxjn

=

n∑
σ=1

sign(σ)a1σ(1) · · · anσ(n)dx1 ∧ · · · ∧ dxn

= det(A)dx1 ∧ · · · ∧ dxn

となり、行列式が出てくる。

4次元ユークリッド空間上の微分 2形式 　　　 Q.4次元ユークリッド空間上の微分 2形式

ω = dx1 ∧ dx2 + dx3 ∧ dx4

を考えると線形写像

L : R2 → R4

がMatripsiA = (aij)i=1,···4;j=1,2 によって

L(u1, u2) = A(u1, u2) =

 n∑
j=1,2

aijuj


i=1,···4

で与えられている時、切断となる引き戻し L∗ω = 0となる条件を求めよ。

Ans. 0ではない成分を拾うと dui ∧ dui = 0だから
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L∗ω = d

 n∑
j=1,2

a1juj

 ∧ d
 n∑
j=1,2

a2juj

+ d

 n∑
j=1,2

a3juj

 ∧ d
 n∑
j=1,2

a4juj


= det

(
a11 a12

a21 a22

)
du1 ∧ du2 + det

(
a31 a32

a41 42

)
du1 ∧ du2

よって切断 L∗ω = 0となるための条件が

det

(
a11 a12

a21 a22

)
+ det

(
a31 a32

a41 a42

)
= 0

であることがわかる。つまり、等長、等積になるような変換が存在してその方向の引き戻しは常に 0になる。

R3 上の微分 1形式 　　　 Q ) R3 の座標を (x, y, z) とし、R3 上の微分 1形式を

α = dz + xdy

で与える。さらに写像 F : R3 → R3 を

F (x, y, z) =
(
x, y, z − xy

2

)
で定義する時の F ∗αをまず求めよ。

A)

F ∗α = d
(
z − xy

2

)
+ xdy

= dz − ydx

2
− xdy

2
+ xdy

= dz − ydx

2
+
xdy

2

Q)次に、この F のヤコビ行列を求めよう。

A)

DF =

 1 0 0

0 1 0

− 1
2y − 1

2x 1


とかけるから

det[DF ] = 1

である。

Q)α ∧ dα, F ∗α ∧ dF ∗αを求めて比較せよ。

A)

α ∧ dα = (dz + xdy) ∧ d (dz + xdy)

= (dz + xdy) ∧ (dx ∧ dy)

= dx ∧ dy ∧ dz
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F ∗α ∧ dF ∗α =
(
d
(
z − xy

2

)
+ xdy

)
∧ d
(
d
(
z − xy

2

)
+ xdy

)
=

(
dz +

xdy

2
− ydx

2

)
∧
(
dx ∧ dy

2
− dy ∧ dx

2

)
= dx ∧ dy ∧ dz

となり、変わらない。

Q)さらに次のような tを持つ写像が入る場合

ϕ(x, y, z) = (x cos t− y cos t, x sin t+ y cos t, z)

として ψ∗F ∗αを求めよ。

A)

ψ∗F ∗α = ψ∗
(
dz +

xdy

2
− ydx

2

)
= dz +

(x cos t− y cos t)d(x sin t+ y cos t)

2
− (x cos t− y cos t)d(x sin t+ y cos t)

2

= dz +
xdy

2
− ydx

2
= F ∗α

12.2 双対微分演算子

引き戻しの定義をみたのでここで

定義 21. 双対微分演算子 (co-differential oprator)δを定義する。
k形式の ωにホッジ作用素 ∗を作用させると n− k形式になるので

∗ ∗ω = (−1)(n−k)kω (12.43)

となる。δωは dωが k + 1形式だから k − 1形式になるべきである。そこで

∗ωが n− k 形式、d ∗ ω が n− k + 1形式、∗d ∗ ωが k − 1形式になるので

δω = (−1)nk+n+1 ∗ d ∗ ω (12.44)

と書ける。

この演算子を用いるとラプラス演算子が簡単に次のように書ける。

△ = dδ + δd (12.45)

これは k形式を k形式に写す。例えば関数 f(C0)に作用させると

△f = − 1
√
g

∂

∂xi

(
gij
√
g
∂f

∂xj

)
(12.46)

また電磁場は次の 2つの関係式にまとめることができた。

∂µFνρ − ∂νFµρ = 0 (12.47)

∂µFµν = 4πjν (12.48)
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そこで次のように 1形式と 2形式で改めて場の量を定義すると

F =
1

2
Fµνdx

µ ∧ dxν (12.49)

J = Jµdx
µ (12.50)

さらに外微分を作用させると

dF =
1

2
∂µFµρdx

µ ∧ dxν ∧ dxρ = 0 (12.51)

となる。一方でこの dF に co-微分演算子を作用させると 1形式が次のように得られる。

δdF = ∂µFµνdx
µ = 4πjνdx

ν = 4πJ (12.52)

12.3 括弧積

多様体M 上でベクトル場X,Y と微分可能な関数 f ∈ F (M)があるときXf ∈ F (M)となるから

[X,Y ] = X(Y f)− Y (Xf)

を括弧積 (bracket)と定義すると各点 pにおいて

[X,Y ]pf = Xp(Y f)− Yp(Xf)

となるので [X,Y ]p ∈ Tp(M)であり接ベクトルをつくることがわかる。

括弧積は次のヤコビ恒等式を満たし、リー環をつくる。

[[X,Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0

具体的に

X =
∑

ξ
∂

∂xi
, Y =

∑
ξη

∂

∂xi

であれば

[X,Y ] =
∑
k=1

∑
i=1

(
ξi
∂ηk

∂xi
− ηi ∂ξ

k

∂xi
,

)
∂

∂xk

となる。

12.4 1パラメタ部分群

　多様体M 上にベクトル場X がある時、X の積分曲線を x(t)とするとX|x(t) となるものとして定義でき
る。この時式 10.13から

dxµ

dt
= Xµ(x(t)) (12.53)

X = Xµ ∂

∂xµ
(12.54)

とおける。ただし、xµ(t)は ϕ(x(t))の µ番目の成分である。積分曲線は上の微分方程式を初期条件

xµ0 = xµ(0) (12.55)
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を解くことになり、解は局所的には一意に存在する。しかし、tに対して定義域を広くとる必要がある。M
がコンパクトであれば任意おの tに対して積分曲線は存在する。
σ(t, x0)を X の積分曲線で t = 0において x0 を通るものとする。σµ(t, x0)で積分曲線を表すとする。この

時の常微分方程式が

d

dt
σµ(t, x0) = Xµ(σ(t, x0)) (12.56)

となり、初期条件が

σµ(t, x0) = xµ0 (12.57)

である。この時、Vをベクトル空間として、写像

σ : R×M →M (12.58)

はX ∈ Vにより生成された流れ flowとよばれる。流れは任意の t, s ∈ Rに対して次の関係がある。

σ(t, σµ(s, x0)) = σ(t+ s, x0) (12.59)

例えば t, sが時間として考えると、時刻 tから出発した流れは時間 sだけ進めた座標点での流れの値と時刻
t+ sでの値が一致することを示している。これは次のように常微分方程式の解からも確かめられる。

d

dt
σµ(t, σµ(s, x0)) = Xµ (σµ(t, σµ(s, x0)) (12.60)

σ(0, σ(s, x0)) = σ(s, x0) (12.61)

と異なる時刻での微分方程式、

d

dt
σµ(t+ s, σµ(s, x0)) =

d

d(t+ s)
σµ(t+ s, σµ(s, x0)) (12.62)

= Xµ (σ(t+ s, x0)) (12.63)

σ(0 + s, x0) = σ(s, x0) (12.64)

これは同じ初期条件を持ち、解は一意となる。よって次の定理が成り立つ。

任意の点 x ∈M に対して微分可能な写像 σ : R×M →M が存在して

1. σ(0, x) = x

2. t→ σ(t, x)は常微分方程式の解になる。

3. σ(t, σµ(s, x0)) = σ(t+ s, x0)

このような条件を満足するが次節で紹介する 1パラメタ変換群である。
flowの例として次のようなベクトル場をM = R2 で次のように決める。

X ((x, y)) = −y ∂
∂x
− x ∂

∂y
(12.65)

このベクトル場は次の図のようになる。
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図 12.5: 回転成分のあるベクトル場

この時X に生成される流れとは

σ (t, (x, y)) = (x cos t− y sin t, x sin t+ y cos t) (12.66)

となることがわかる。つまり tによりパラメトライズされた曲線 σ (t, (x, y))はその接ベクトルが常にX で

あらわされる。

具体的に流れの x成分について

d

dt
(x cos t− y sin t) = −(x sin t+ y cos t) (12.67)

となり式 12.65の x成分である yの値に一致する。y成分についても同様である。

12.5 無限小変換

1パラメタ変換群は ϕt が与えられると

x
′
= ϕt(x)

を満たし、これらの曲線群は決して交わることがない。したがってこの曲線の接ベクトル

Xx ≡
d

dt
ϕt(x)|t=0

は 1パラメタ変換群に対する無限小変換という。
ϕt のベクトル場への作用は誘導写像を ϕ∗ として

(ϕt∗V )
µ
(x) =

∂ϕt
∂xν

ϕ−t(x)V
ν (ϕ−t(x))

前節の flowの満たす性質が次の規則により可換群の性質を持つ。

1. σt (σs(x)) = σt+s(x), σt ◦ σs = σt+s

2. σ0 = e(単位元)

3. σ−t = (σt)
−1

このようにしてできる群が 1パラメタ変換群である。これは局所的には加法群 Rに似ていることもあるが大
局的には同型とは限らない。例えば先の例でみると σ2πn+tは σtと同じ写像である。この 1パラメタ変換群は
SO2 の中の (

cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
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でありこれは第 1部でみたように U(1)すなわち複素数 eiθ 全体のなす乗法群に同型である。

実数 tと多様体M 上の点 pについて次のような微分可能な写像を考える。

(t, p) ∈ R×M → ϕt(p) ∈M

多様体M の 1助変数変換群であれば上の ϕt 写像において

ϕt · ϕs = ϕt+s (12.68)

が成り立つような族 {ϕt}が存在する。ただし ϕ0 は恒等変換とする。この時任意の関数 f ∈ F について
式 10.41から

Xpf =
d(f(ϕt(p)))

dt
|t , f ∈ F (M) (12.69)

を定義すれば図のようにベクトル場X がつくられ特にXp は曲線 ϕt の t = 0 における接ベクトルである。

そこで通常の微分のように接線の傾きとして

XP = lim
t→0

ϕt(p)− p
t

(12.70)

と定義することができる。

M

図 12.6:

一方で流れについては十分小さい εに対して

σµε (x) = σµ(ε, x) = xµ + εXµ(x)

ことであり微小な長さに対応するのでベクトル場X を変換 σt の無限小生成子とすることができる。

よってこれから始点 x = σ(0, x)としてパラメタ tだけ離れた点は次のように展開できる。

σµ(t, x) = xµ + t
d

ds
σµ(s, x)|s=0 +

t2

2!

(
d

ds

)2

σµ(s, x)|s=0 + · · ·

=

[
1 + t

d

ds
+
t2

2!

(
d

ds

)2
]
σµ(s, x)|s=0

= exp

(
t
d

ds

)
σµ(s, x)|s=0

よってこれから

σµ(t, x) = exp (tX)xµ (12.71)
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とおくことができてこれをX の指数化という。指数関数の肩が演算子であることに注意する。

しかし、これから流れは次のような指数関数的な性質を持つことになる。

σ(0, x) = x = exp(0X)x

dσ(t, x)

dt
= Xexp(tX) =

d

dt
(exp(tX)x)

σ (t, σ(s, x)) = σ (t, exp(sX)x) = exp(tX)exp(sX)x (12.72)

= exp ((t+ s)X)x = σ(t+ s, x) (12.73)

逆にベクトル場X があれば族 {ϕt}が存在するであろうか。これには次の条件が必要である。
ベクトル場X ∈ V (M)がM の各点 pに対してその近傍 U とある正数 ϵと微分可能な次の写像が存在し、

(t, q) ∈ (−ϵ, ϵ)× U → ϕt(q) ∈M (12.74)

各 t : |t| < ϵに対して

ϕt : q → ϕt(q) (12.75)

が開集合 U から開集合 ϕt(U)への微分同相写像であり、|t|, |s|, |t+ s| < ϵ, q ∈ U, ϕt(q) ∈ U ならば

ϕs(ϕt(q))→ ϕs+t(q) (12.76)

が成り立ち

XP = lim
t→0

ϕt(p)− p
t

q ∈ U (12.77)

が成り立つことである。この {ϕt}が多様体M の 1助変数変換群 (one-parameter group transformations)
と定義できる。

この時 pの近傍の座標 {x1, x2, . . . , xn}についてベクトル場を

X =

n∑
i=1

ξi(x1, x2, . . . , xn)
∂

∂xi
∈ Tp(M)

とした時 ϕt(q)の座標を表す関数

ϕi(t, q) i ≤ i ≤ n

が次の微分方程式を満たす。

dϕi

dt
= ξi(ϕ1(t, q), ϕ2(t, q), . . . , ϕn(t, q)) i ≤ i ≤ n (12.78)

かつ初期条件として点 qの座標を {q1, q2, . . . , qn}としてこの微分方程式の解を

ϕt(q) = (ϕ1(t, q), ϕ2(t, q), . . . , ϕn(t, q)) i ≤ i ≤ n (12.79)

とおける。

またベクトル場X,Y の局所的 1助変数変換群の {ϕt}、{ψt}があれば

[Xp, Yp] = lim
t→0

Yp − ((ϕt)∗Y )p
t

(12.80)

とおける。ただし (ϕt)∗Y は図に示すように曲線 ϕt の t = 0における接ベクトルである。
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((ϕt)∗Y )p = (ϕt)∗ϕ−1
t (p)(Yϕ−1

t (p)) (12.81)

図 12.7: pを ϕ−1(p)で戻し、そこでのベクトル場 Y を得る。次にそのベクトル場を ϕで移して (ϕt)∗Yϕ−1(p)

を得る。

括弧積はこの (ϕt)∗Yϕ−1(p) に対する Yp のパラメタ tの変化率である。

ただし重要な注意点は式 12.78が解をもつための条件は一般的には制限されることである。
つまり一般には

{0} ×M ∈ R×M (12.82)

の適当な場所でなければならないことである。1助変数局所座標群はこれを満足する。
これは次のような積分可能曲線が存在する必要がありコーシ-リーマンの関係式と深い関わりがある。
多様体M 上でベクトル場X が 0でないならばM の各点でXp で張られる Tp(M)の 1次元部分空間を∆p

と書くことにする。

これにより多様体M 上の直線場が得られる。さらに一般には k次元接分布 (distribution)は多様体M の各

点 pに対してXpで張られる Tp(M)の k次元部分空間を∆pを対応させる規則のことである。Xpが微分可能

なら {X1, X2, . . . , Xn}を ∆の局所基 (local basis)という。また ∆の積分多様体 (integral manifold)とはM

の部分集合N で包含写像がはめこみになっていてN →M は各 p ∈ N : Tp(N) = ∆p が成り立つ場合をいう。

M の任意の点に積分多様体が存在すれば ∆を完全積分可能 (completely integrable)という。X,Y が ∆に属

し、[X,Y ]も∆に属す時、完全積分可能になる。また完全積分可能な多様体であれな。M の任意の点 pを通

る積分多様体で極大のものN が存在し、他の積分多様体はN の開部分多様体になっている。

12.6 両立

座標近傍系を {Ui, ψi}i∈I で表す。ただし、前節からM 上の微分 p形式を

ψ0(U0) = V0

を α(0) とする。微分 p− 1形式は I(α(0))とおく。ただし、

Vij = ψ(Ui ∪ Uj), ψij = ψi ◦ (ψj |Ui ∩ Uj)−1 : Vij → Vji

である。

{Ui, ψi}i∈I に対し、これに含まれない近傍 (U0, ψ0)は {{Ui, ψi}i∈I ∪ (U0, ψ0)}が再び、座標近傍となれば
{Ui, ψi}i∈I と近傍 (U0, ψ0)は両立するという。

座標近傍であることから V0 は {Vi0}i∈I で被覆されている。従って Vi0 ∩ Vj0 上で ψ∗
i0α

(i) と ψ∗
j0α

(j) が一致

すると V0 の全ての点で α(0) が定義できる。これは i, j, k ∈ {0} ∩ I に対して、Vik ∩ Vjk 上で、

ψik = ψij ◦ ψjk

であるから k = 0とすると Vi0 ∩ Vj0 上で

ψi0 = ψij ◦ ψj0
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一方で Vij では引き戻しにより、

α(j)|Vij = ψ∗
i0α

(i)

が成り立つから Vi0 ∩ Vj0 上で

ψ∗
i0α

(i) = (ψij ◦ ψj0)∗ α(i) = ψ∗
j0ψ

∗
ijα

(i) = ψ∗
j0α

(j)

つまり、

α(0)|Vi0 = ψ∗
i0α

(i)

を満たす。

多様体M 上の微分 p形式の定義として

α(j)|Vij = ψ∗
ijα

(i)

が成り立てばよい。

12.7 ユークリッド空間上の微分形式

　 n次元ユークリッド空間 Rn 上の開集合 U の微分 0形式は U 上の関数全体として定義する。以後の関数

は C∞ 級であるとする。

ユークリッド空間上の微分 p形式全体の集合をΩp(U)と書く。0 ≤ p ≤ nに対して U が空でなければΩp(U)

は無限次元の実ベクトル空間をつくる。p > nに対しては Ωp(U) = {∅}であるとする。
0 ≤ p ≤ n(n ≥ 1)に対して外微分 dは次を満たす線形作用素とになせる。

d : Ωp(U)→ Ωp+1(U)

p = 0の時が全微分演算子である。外微分の外微分は 0から

d(df) = 0

であるから次の系列が定義できる。

0→ Ω0(U) d−→Ω1(U) d−→Ω2(U) d−→· · · d−→Ωn(U)→ 0 (12.83)

これは後に扱うコチェイン複体になっている。n次元ユークリッド空間上では

d ◦ d : Ωp(U)→ Ωp+2(U)

は 0に準同型である。

12.8 Poincareの補題

12.8.1 星形領域

　ポアンカレの補題は次のようにいうことができる。ユークリッド空間の開集合を U とし、次の星形線分

ℓx = {(1− t)y + tx|0 ≤ t ≤ 1} (12.84)

が U に含まれるものがあるとする。この時、正数 pに対し、U 上の微分 p形式 αが dα = 0を満たすなら、

dβ = αとなる微分 p− 1形式が存在する。という内容である。
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これは次の系列が完全系列であることを意味する。

0→ R(U)→ Ω0(U) d−→Ω1(U) d−→Ω2(U) d−→· · · d−→Ωn(U)→ 0

こうした系列が微分形式からできることが前節の引き戻しを使って次のポアンカレの補題を説明していくの

に重要な役割を果たす。

改めて [0, 1]× U 上の微分 p形式 αを

α =
∑

i1<···<ip

fi1···ipdxi1 ∧ · · · ∧ dxip

とする。さらに新しい座標を α0 として導入すると [0, 1]× U 上で式 12.84から発展させ、

xi → x0(x− y) + y

dxi → dx0(xi − yi) + x0dxi

のように変換し、新たに微分 p形式として

β =
∑

i1<···<ip

fi1···ip(x0(x− y) + y) · (x0dxi1 + (xi1 − yi1)dx0) ∧ · · · ∧
(
x0dxip + (xip − yip)dx0

)
を考える。これは

ψ(x0,x) ≡ x0(x− y) + y (12.85)

で定義した写像 ψを考え

ψ : [0, 1]× U → U

における αによる引き戻しである。すなわち、

β = ψ∗α

となる。この写像は x0 = 0の時、式 12.85から

ψ(x0,x) = y

となるので U から yへの定値写像である。また、x0 = 1の時は

ψ(x0,x) = x

となり、U の恒等写像になる。つまり、直線ファイバーとして

x0[0, 1]

が与えられ、ψで射影される。この図は次のように星型開集合と区間 [0, 1]の集合となる。

図 12.8: [37]より
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この時、dα = 0とすると

dβ = d(ψ∗α) = ψ∗(dα) = 0

となるので式 13.43から
dI(β) = β − β0

とおける。p > 0として

β0 = π∗(ι∗0β) = π∗0 = 0

から

dI(β) = β

となる。ここで x0 = 1とすると

ι1 : U → [0, 1]× U

による引き戻しを考えると

α = ι∗1β = ι∗1dI(β) = d(ι∗1I(β))

となる。

12.8.2 Poincareの補題

　M を n次元多様体とし ωが p次微分形式で ω = dθとかければ d (dθ) = 0であった。この逆が成り立つ

がどうかが Poincareの補題である。結論としては次の例のように一般には成り立たない。
dω = 0なら適当な関数 f が存在し、ω = df とすることはできたが、例えば x-y平面から原点を除いた領域
で次の関数を定義すると

ω =
−ydx+ xdy

x2 + y2
(12.86)

これは 1次微分形式であり、dω = 0になる。つまり ωは閉形式であるが

M = R2 − {0}

の区間、全てにわたって ω = df の形には書けない。

例えば

f(x, y) = arctan
y

x
を考えれば次の条件は満たす。

∂f

∂x
= − y

x2 + y2
= −∂f

∂y

よって ω = df の条件を満たすように見えるがこれは部分的でしかない。よく見ればこの f は極座標の角 θ

一価性の要求があるので次の図のように f の定義域がR+ を原点を含む正の x軸として

R2 −R+

図 12.9: 原点とR+ の領域は定義されない
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に制限される。

また、これは電磁気のアンペールの法則と関係している。磁場をH(H1,H2, 0)とするとM = R2 − {0}に
おいて ∫

C

Hdr = H1dx+H2dy

=
I

2π

∫ 2π

0

dθ

=
I

2π

[
−ydx+ xdy

x2 + y2

]
=

I

2π

∫
C

ω

= I

12.8.3 ホモトピーとの関係

そこでまずホモトピー作用素を単位区間 I = [0, 1]として多様体M との直積を考える。

このシリンダーのような図形の上面と下面を次の写像によってM と同一視する。

x0 =1

x0 =0 M x

図 12.10: 多様体Mと Iの直積空間

j を次のように直積をつくる作用素として

j0 :M → I ×M ; j0(x) = (0, x), x ∈M

j1 :M → I ×M ; j1(x) = (1, x), x ∈M (12.87)

ホモトピー作用素K を

K : Ap+1(I ×M)→ Ap(M) (12.88)

とし、区間 I のパラメタを tとして I ×M 上の (p+ 1)次微分形式を ω ∈ Ap+1(I ×M)は

ω = ω1 + dt ∧ ω2 (12.89)

と表すと dtは 1形式であるはずだからM を n次元多様体としたので

dt = dθ1 ∧ · · · ∧ dθn (12.90)

と書ける。ただし ω1, ω2 は tを含んでも dtを含まないとする。つまり tに沿って見るとすでに ωは足しあ

わされたものである。

これは ω1 空間が基本区間に対して閉じていることになるので
∫ 1

0
ω1 = 0である。

この時作用素K を ωに作用させると dtと ω空間は直交しているので
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Kω =
∫ 1

0
ω1+

∫ 1

0

dt ∧ ω2 (12.91)

=

∫ 1

0

dtω2

として積作用素を定義する。ω2 は I ×M 上の p次微分形式だから次のようにおける。

ω2 =
1

p!

∑
ai1i2···ip(t, x)dx

j1 ∧ · · · ∧ dxjp (12.92)

この時、式 12.91は次のように p形式のままでかける。

Kω =
1

p!

∑(∫ 1

0

ai1i2···ip(t, x)dt

)
dxj1 ∧ · · · ∧ dxjp (12.93)

ここで式 12.87を用いれば次の重要な関係が成り立つ。

K(dω) + d(Kω) = j∗1ω − j∗0ω (12.94)

これを示すために次のように添え字を簡略化する。

J = j1 · · · jp+1 dxJ = dxj1 ∧ · · · ∧ dxjp

H = h1 · · ·hp+1 dxH = dxh1 ∧ · · · ∧ dxhp

これを用いて

ω =
∑

aJ(t, x)dx
J +

∑
aH(t, x)dt ∧ dxH (12.95)

とすると外積は同じものを含めば 0であったから

∑
K
∂aJ
∂t

dt ∧ dxJ =
∑∫ 1

0

∂aJ
∂t

dt ∧ dxJ =
∑

aJ(1, x)dx
J −

∑
aJ(0, x)dx

J

だから

K(dω) =
∑

K

(
∂aJ
∂t

dt ∧ dxJ +
∂aJ
∂xj

dxj ∧ dt ∧ dxJ +
∂aH
∂t

dt ∧ dt ∧ dxH +
∂aH
∂xi

dxi ∧ dt ∧ dxH
)

=
∑

K

(
∂aJ
∂t

dt ∧ dxJ − ∂aH
∂xi

dt ∧ dxi ∧ dxH
)

=
∑

aJ(1, x)dx
J −

∑
aJ(0, x)dx

J −
(∫ 1

0

∂aH
∂xi

dt

)
dxi ∧ dxH (12.96)

また一方で式 12.93から

d(Kω) =
∑

d

((∫ 1

0

aHdt

)
dxH

)
=
∑(∫ 1

0

∂aH
∂xi

dt

)
dxi ∧ dxH (12.97)

よって式 12.96、12.97から j の引き戻しとして j∗ を用いて

K(dω) + d(Kω) =
∑

aJ(1, x)dx
J −

∑
aJ(0, x)dx

J = j∗1ω − j∗0ω (12.98)
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を得て式 12.94を示すことができた。
次にM から Rn の領域 U で 1点に可縮なものを考える。つまり次の写像 ϕ

ϕ : I × U → U (12.99)

と 1点 x0 ∈ U が存在し、全ての x ∈ U に対し

ϕ(1, x) = x,ϕ(0, x) = x0

とすると直積をつくる作用素 j に作用すれば

ϕ ◦ j0(x) = x0,ϕ ◦ j1(x) = x

である。前節の引き戻しの定義によりこれは j の引き戻しである。

図 12.11: 引き戻しと切断

引き戻しは前部において多様体M → N への微分可能写像 ϕに対し、接空間の写像

ϕ∗ : TxM → Tϕ(x)N

がベクトル場をX として

ϕ(x) = ϕ(y)→ ϕ∗(Xx) = ϕ∗(Xy)

が成り立つとは限らないのでベクトル場を多様体M → N へのベクトル場に写さなかった。引き戻し ϕ∗ は

ϕ∗TxN の切断が ϕ∗(Xx)となるような写像である。微分形式に対しては

ϕ∗ : Ap(N)→ Ap(M)

が成り立ち、引き戻しは

ϕ∗ω(X1, X2 · · · , Xp) = ω(ϕ∗(X1), ϕ∗(X2) · · · , ϕ∗(Xp))

で定義される。そこで 1形式が
ω =

∑
aj(y)dy

j

であれば引き戻しにより ϕ座標系を用いて

ϕ∗ω =
∑

aj(y(x))
∂yj

∂xi
dxi (12.100)

となった。

これを拡張し、U 上の (p+1)次微分形式 ω ∈ Ap+1(U)に対し ϕ∗ω ∈ Ap+1(I × U)は次の性質を持つ。

j∗0 (ϕ
∗ω) = 0,j∗1 (ϕ

∗ω) = ω
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式 12.94を用いると

Kdϕ∗ω + dKϕ∗ω = j∗1 (ϕ
∗ω)− j∗0 (ϕ∗ω) = ω (12.101)

を得る。したがって dω = 0ならば dϕ∗ω = ϕ∗dω = 0だから

d(Kϕ∗ω) = Kdϕ∗ω + dKϕ∗ω +Kϕ∗dω

= ω

となる。Poincareの補題はRnの領域Uで 1点に可縮なものを考えるとU上の (p+1)次微分形式ω ∈ Ap+1(U)

が

dω = 0ならば ω = dθとかける。このような θは次のような領域では具体的につくることができる。

もし、U が球上領域のように原点 0を含み、全ての点 x ∈ U に対して次の線分を含む時、この領域を星型領
域という。

{tx; 0 ≤ t ≤ 1} (12.102)

ϕ : I × U → U として

ϕ(t, x) = tx (12.103)

をとると

ω =
1

(p+ 1)!

∑
ai0i1···ip(x)dx

i0 ∧ · · · ∧ dxip (12.104)

とおけば変数 t,psiのヤコビアンをとると式 12.100より a(tx)として xdxi0 = xi0dtだから

p+1形式を dtを含む項と含まない項に分離すると

ϕ∗ω =
1

(p+ 1)!

∑
ai0i1···ip

(
∂xtp+1

∂ (x, t)

)
dxi0 ∧ · · · ∧ dxip

=
1

(p+ 1)!

∑
ai0i1···ipt

p+1dxi0 ∧ · · · ∧ dxip

+
1

p!

∑
ai0i1···ipt

pxi0dt ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip (12.105)

を得る。よって式 12.91、12.93から式 12.105の第 1項には dt項がないので

θ = K(ϕ∗ω)

=
1

p!

∑(∫ 1

0

ai1i2···ip(tx)t
pdt

)
xj0dxj1 ∧ · · · ∧ dxjp

とおけばよい。

この時

ω = dθ = ω1 + dt ∧ ω2

とおける。

12.9 余接空間

　前節で多様体上で接空間を考える場合に式 10.15で定義したように多様体の接ベクトルは多様体上の曲線
の同値類と考えることができた。同様に多様体上で同値類を使って微分形式を定義してみよう。
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n次元多様体M の点 xにおいてM 上の連続微分関数 f1, f2が同値であることは点 xの周りに座標近傍 (U, ϕ)

を用いて

f1 ∼ f2 ⇐⇒ d(f1 ◦ ϕ−1)ϕ(x) = d(f2 ◦ ϕ−1)ϕ(x)

の時である。実際に (U, ϕ)の近傍の代わりに (V, ψ)の座標近傍を考えると

d(f1 ◦ ψ−1)ψ(x) = d(f2 ◦ ψ−1)ψ(x)

が成り立つ。実際に

fk ◦ ϕ−1 = fk ◦ ψ−1 ◦ (ψ ◦ ϕ−1) (k = 1, 2)

が成り立つから

d(f1 ◦ ϕ−1)ϕ(x) = d(f1 ◦ ψ−1 ◦ (ψ ◦ ϕ−1))ψ(x)

= (ψ ◦ ϕ−1)∗d(f1 ◦ ψ−1)ϕ(x)

= (ψ ◦ ϕ−1)∗d(f2 ◦ ψ−1)ϕ(x)

= d(f2 ◦ ψ−1) ◦ (ψ ◦ ϕ−1))ϕ(x)

= d(f2 ◦ ψ−1)ψ(x)

となる。全微分 d(f1 ◦ ϕ−1)の ϕ(x)における値が、全微分 d(f2 ◦ψ−1)の ψ(x)における値で決めることがで

きる。

この同値類 C∞(M)/ ∼を xにおけるM の余接空間 (cotangent_space)という。
n次元多様体M の点 xにおける余接空間 T ∗

xM は C∞(M)の実ベクトル空間の構造をもった、n次元ベクト
ル空間の構造を持つ。

これは点 xのまわりの座標近傍 (U, ϕ = (x1, · · · , xn))をとることにより、前節の定義から

d(f ◦ ϕ)ϕ(x) =
n∑
i=1

∂f

∂xi
(ϕ(x))(dxi)ϕ(x)

ここで [f ] ∈ C∞(M)/ ∼に対し、(
∂f

∂x1
(ϕ(x)), · · · , ∂f

∂xn
(ϕ(x))

)
∈ Rn

を対応させることを考えると f1, f2 ∈ C∞(M), a1, a2 ∈ Rに対し、第 i成分について

∂(a1f1 + a2f2)

∂xi
(ϕ(x)) = a1

∂f1
∂xi

(ϕ(x)) + a2
∂f2
∂xi

(ϕ(x))

とかけるので、これはベクトル空間に準同型であり、単射である。さらに

a = (a1, · · · , an) ∈ Rn

に対し、U 上の関数

fa =

n∑
i=1

aixi

をとる。supの定義
sup f = {x ∈M |f(x) ̸= 0}

から U に台を持つ xの近傍で 1である C∞ 級の関数 ν をとり、νfa を考えると U の補集合上では 0である

ように拡張してM 上の C∞ 級関数として考えることができる。よって

d(vfa)ϕ(x) =

n∑
i=1

ai(dxi)ϕ(x)

であるから全射でもある。
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12.10 微分 1形式

　点 xの周りでの座標近傍 (U, ϕ = (x1, · · · , xn))をとり、余接空間 T ∗
xM の基底を {(dx1)x · · · (dxn)x}と書

く。この時、点 xの近傍のもう一つの (V, ψ = (y1, · · · , yn))をとると基底の変換行列が

dyi =

n∑
j=1

(
∂yi
∂xj

)
ϕ(x)

dxj

となり、これは変換関数である。しかしこれは微分 1形式の引き戻しの定義の書き換え、(
ϕ ◦ ψ−1

)∗
(dyi)ψ(x) =

∑(
∂yi
∂xj

)
ϕ(x)

(dxj)ϕ(x)

と同じである。全微分が引き戻しにより表現できることを表す。逆にこれは微分 1形式を決めることができ
て、多様体M の各点 xに余接空間 T ∗

xM の元を各座標近傍 (U, ϕ = (x1, · · · , xn))上で dxiの係数 fiが C∞級

関数になるように
∑n
i=1 fidxi の形で決める対応が存在し、これをM 上の C∞ 級微分 1形式ということがで

きる。

同じように全微分の定義として各座標近傍 (U, ϕ = (x1, · · · , xn))上で

df =

n∑
i=1

∂f

∂xi
dxi

を対応させると、これはM 上の C∞ 級微分 1形式であり、これを f の全微分という。

ユーグリッド空間上の微分 1形式とベクトル場はともにベクトル座標をもつ関数とみなせる。しかし、多様
体上では次の例のように区別する必要があるので注意する。

図 12.12: [37]より

単位球面 S2 ⊂ R3 の点 pN = (0, 0, 1), pS = (0, 0,−1)から R2 × {0}への立体射影を

πN : S2/{pN} → R2, πS : S2/{pS} → R2

は次のようになる。

πN (x1, x2, x3) = (v1, v2) =

(
x1

1− x3
,

x2
1− x3

)

πS(x1, x2, x3) = (u1, u2) =

(
x1

1 + x3
,

x2
1 + x3

)
この逆像は単位球面上で

x21 + x22 + x23 = 1

を満たすので、南半球、北半球の場合に
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(x1, x2, x3) =

(
2v1

1 + v21 + v22
,

2v2
1 + v21 + v22

,−1− v21 − v22
1 + v21 + v22

)

(x1, x2, x3) =

(
2u1

1 + u21 + u22
,

2u2
1 + u21 + u22

,−1− u21 − u22
1 + u21 + u22

)
となる。

また、πN : S2/{pN}, πS : S2/{pS}が座標近傍にある時、座標変換は次のように求まる。

(u1, u2) =

(
x1

1 + x3
,

x2
1 + x3

)
=

(
v1

v21 + v22
,

v1
v21 + v22

)
(v1, v2) =

(
x1

1− x3
,

x2
1− x3

)
=

(
u1

u21 + u22
,

u2
u21 + u22

)
これから R2 上にベクトル場をつくることができて

ξ = P (v1, v2)
∂

∂v1
+Q(v1, v2)

∂

∂v2

とする。このとき、
(
π−1
N

)
∗ ξが S2 上で微分可能なベクトル場になるためには

∂u1
∂v1

∂

∂u1
+
∂u1
∂v1

∂

∂u1
=

∂

∂v1

(
v1

v21 + v22

)
∂

∂u1
+

∂

∂v2

(
v2

v21 + v22

)
∂

∂u2

=
−2v12v2
(v21 + v22)

2

∂

∂u1
+

v21 − v22
(v21 + v22)

2

∂

∂u2

= −2u12u2
∂

∂u1
+
(
u21 − u22

) ∂

∂u2

だから

πS∗
(
π−1
N

)
∗ ξ = P

(
u1

u21 + u22
,

u2
u21 + u22

)((
u21 − u22

) ∂

∂u1
− 2u1u2

∂

∂u2

)
+ Q

(
u1

u21 + u22
,

u2
u21 + u22

)(
−2u1u2

∂

∂u1
+
(
u21 − u22

) ∂

∂u2

)
また、R2 上の多項式係数の微分 1形式

α = P (v1, v2)dv1 +Q(v1, v2)dv2

について、π∗
Nαが S2 の微分形式になるためには

12.11 外微分作用素 [37][12]

　微分 1形式の点 xにおける値は余接空間 T ∗
xM にあった。これを拡張し、微分 p形式の値はその p次外積

空間にある。そこで dx1 · · · dxn を基底とする余接空間 T ∗
xM の p次外積空間は

1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n

となる自然数 i1 · · · ip に対応した
dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

の全部で
n!

p!(n− p)!
(12.106)
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個の記号を基底にとるベクトル空間を

∧pT ∗
xM

と書く。例えば 4次元多様体Mの余接空間 T ∗
xM の 2次外積の空間 ∧2T ∗

xM は

dx1 ∧ dx2, dx1 ∧ dx3, dx2 ∧ dx3, dx3 ∧ dx4, dx1 ∧ dx4, dx3 ∧ dx4

を基底とする 6次元ベクトル空間である。このように多様体の次元 nと微分形式の次数 pが式 12.106によっ
てベクトル空間の次元を決める。

外微分作用素を dp であらわす。これは Ωp(M)→ Ωp+1(M)への写像で p形式

ω =
1

p!
ωµ1···µpdx

µ1 ∧ · · · ∧ dxµr

とすると、

dpω =
1

p!

(
∂

∂xν
ωµ1···µp

)
dxν ∧ dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµr

である。ここで 3次元の場合

ω0 = f(x, y, z)

ω1 = ωx(x, y, z)dx+ ωy(x, y, z)dy + ωz(x, y, z)dz

ω2 = ωxy(x, y, z)dx ∧ dy + ωyz(x, y, z)dy ∧ dz + ωzx(x, y, z)dz ∧ dx

ω3 = ωxyz(x, y, z)dx ∧ dy ∧ dz

となる。軸性ベクトルを

Ωµ = ϵµνλωνλ

を用いると 2形式はベクトルとみなすことができる。
さらにこれらに外微分演算子 dを作用させると、電磁気でよく用いられる grad,rot,diuが次のように導か
れる。

dω0 =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy +

∂f

∂x
dy = ∇f · d1 = grad f

dω1 =

(
∂ωy
∂x
− ∂ωy

∂y

)
dx ∧ dy +

(
∂ωz
∂y
− ∂ωy

∂z

)
dy ∧ dz +

(
∂ωx
∂z
− ∂ωz

∂x

)
dz ∧ dx

= rotωd2

dω2 =

(
∂ωyz
∂x

+
∂ωzx
∂y

+
∂ωxy
∂z

)
dx ∧ dy ∧ dz

= divωd3

dω3 = 0

ただし、d3 = dx ∧ dy ∧ dzは 4次元目の方向を表す。
ベクトル場X = Xµ ∂

∂xµ ,Y = Y ν ∂
∂xν ∈ V (M)と 1形式 ω = ωµdx

µ ∈ Ω1(M)

を考えると

dω(X,Y ) = dωµdX ∧ dY =
∂ωµ

∂xν
(XνY µ −XµY ν)

= X[ω(Y )]− Y [ω(X)]− ω ([X,Y ])

となる。一般に微分 p形式の場合、̂を除外として

dω(X1, · · ·Xp+1) = Σpi=1(−1)
i+1Xiω(X1, · · · X̂i, · · ·Xp+1)

+ Σi<j(−1)i+jω([XiXj ], X1, · · · X̂i, · · · X̂j · · ·Xp+1)
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で表さる。例えば p = 2とすると

dω(X1, X2, X3) = X1ω(X2, X3)−X2ω(X1, X3)

− ω([X1, X2], X3)

である。

これから重要な d2 = 0を導こう。まず、p形式として

ω =
1

p!
ωµ1···µpdx

µ1 ∧ · · · ∧ dxµp ∈ Ωp(M)

とすると和記号を省略して

dω =
1

p!

∂ωµ1···µp

∂xν
dxν ∧ dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµp

となる。さらに

d2ω =
1

p!

∂2ωµ1···µp

∂xλ∂xν
dxλ ∧ dxν ∧ dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµp

となるが、項
∂2ωµ1···µp

∂xλ∂xν

は λ, ν の入れ替えに対称、

dxλ ∧ dxν

は λ, ν の入れ替えに反対称であるので

和をとれば 0になる。よって一般に
d2 = 0

になる。

12.12 具体例 [37]

　多様体上の微分形式を具体的にみてみよう。

単位球面 S2 ⊂ R3の点 pN = (0, 0, 1), pS = (0, 0,−1)から R2 ×{0}へのステレオグラフ射影を次のように 2
つの極を除き

πN : S2/{pN} → R2, πS : S2/{pS} → R2

次で定義する。

πN (x1, x2x3) = (v1,v2) =

(
x1

1− x3
,

x2
1− x3

)

πS(x1, x2x3) = (u1,u2) =

(
x1

1 + x3
,

x2
1 + x3

)
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12.12.1 トーラス上の微分形式 [37]

　 n次元ユークリッド空間 Rn 上の整数ベクトル全体のなす群 Zn の平行移動による作用

Zn × Rn → Rn

が

(n,x) ∈ Zn × Rn,n · x = x+ n

で与えられる。この作用の起動を同値類と考えて得られる商空間が n次元トーラス Tn になる。

Tn = Rn/Zn

と書く。射影 π : Rn → Tn において πが単射となるような Rn の開集合 U について

π(U) ⊂ Tn, (π|U)−1 : π(U)→ U

として

(
π(U), (π|U)−1

)
という座標をつくる。この新しい座標系の近傍で Tnの n次元 C∞級多様体の構造が得られることをみてみ

よう。

Tn 上の微分 p形式は座標近傍
(
π(U), (π|U)−1

)
上で Rn の座標を使って

α =
∑

i1<···<ip

fi1···ip(x)dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

と書くことができる。この表現は次の共通部分で一致している。

(
π(U), (π|U)−1

)
∩
(
π(V ), (π|V )−1

)
また、x ∈ Rn で定義され、fi1···ip(x)は n ∈ Zn に対して、次のような周期性を持つ

fi1···ip(x+ n) = fi1···ip(x)

つまり、n · x = x+ nのトーラスの周期性を表す。

従って Tn 上の微分 p形式 αは Rn 上の Zn 周期の微分 p形式となる。

例えば、定数係数の ∑
i1<···<ip

ai1···ipdxi1 ∧ · · · ∧ dxip

は Zn 周期だから Tn 上の微分 p形式である。

13 ファイバー

ゲージ論や接続の幾何では多様体上にファイバーを考えることで自然に理解できる。そこでこのファイバー

を理解するためにベクトル束を考えて発展させよう。

ファイバーは簡単には射影の逆である。射影するということは情報の消失を伴うのでファイバーは逆に次元

を上げることになる。
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13.1 ファイバー

　 n次元多様体M 上の点 pでの接空間を TpM で表し、その双対空間すなわち共変接空間を T ∗
pM で表すと

局所座標近傍 U(x1, x2 . . .)の両空間の基底が次のように表現できる。

TpM :

(
∂

∂x1
,
∂

∂x1
, . . .

∂

∂xn

)

T ∗
pM :

(
dx1, dx2, . . . , dxn

)
(13.1)

また接空間の全てを

TM = ∪p∈MTpM (13.2)

とすると TM は 2n次元の多様体となる。これを n次元多様体上の接ベクトル束 TM という。また TM がそ

の上に定義された多様体M を底空間という。{Ui}をM の開被覆とすると次の図のように

TUi = ∪p∈MTpM (13.3)

となる。

図 13.1: Mを底にファイバーが作られる

TUi の元は多様体上の点 pと接ベクトル

V = V u(p)
∂

∂xu
|p ∈ TpM

によって決まる。{Ui}は Rn の開集合 ϕi(Ui)に同相で各 TpM は Rn に同相なので図に示したように直積

TUi ∼= Rn ×Rn

とみなせる。つまりベクトル場の開集合の貼り合わせである。

そこで

u(p, V ) ∈ TUi

は局所座標で

uµ = (xµ(p), V µ(p))
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と表すことができるので TUiは 2n次元微分可能多様体である。これから水平、垂直成分への射影 πが導か

れる。

π : TUi → Ui

水平成分への射影は上図でみるように

π(u) = p ∈ Ui

であり、このとき、位相に関する情報は失われる。

また、射影演算子の逆が存在するとして

π−1(p) = TpM

が定義できて、この TpM は pにおけるファイバーと呼ばれる。

ではもう 1つの成分である V はどう決まるだろうか。これを見るために次のような別の座標系への写像を考

える

yu = ϕ(p) ∈ Uj (13.4)

ただし、

p ∈ Ui ∩ Uj (13.5)

でありベクトル V ∈ TpM は次のように 2つの表現ができる。

V = V u(p)
∂

∂xu
|p = V ′u(p)

∂

∂yu
|p ∈ TpM

これから

V ′ν(p) =
∂yν

∂xu
V u(p)

となる。そこで

ψνµ =
∂yν

∂xu
(13.6)

とおくとこれは後節に示す変換関数であり、これは一般線形群の元となる。

{
ψνµ
}
∈ GL(n,R) (13.7)

これを構造群といい。ファイバーにはこの群が加わるため、複雑な位相構造が入ることが可能になるので

ある。

一方で射影 πは大局的に作用する。

例えば接空間の要素である接ベクトルX ∈ TpM についてpの近傍の座標系
{
xi
}
に対して

ai = X(xi) 1 ≤ i ≤ n

という n個の実数成分が決まり、

X =
∑

ai
∂

∂xi

とした時に次のような局所座標系を導入できる。

X(x1(p), . . . xn(p), a1, . . . , an) (13.8)

これによって具体的に運動量と位置といった物理空間を構築することができるようになる。
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このような反変ベクトルがつくる接空間を TpM や共変接空間を T ∗
pM をベクトル束 (uector bundle)という。

多様体M からM ′ の上への 1対 1の微分可能な写像 ψでその逆 ψ−1 も微分可能である時 ψを微分同相写

像 (diffenmorphism)という。この写像が存在すればM とM ′ は微分同相 (diffemorphic)であるという。
多様体上のベクトル束 V は一般に次の条件をみたすものをいう。

1.V も多様体である。
2.V からM への微分可能な写像 πが存在する。

3.x ∈M にたいし Vx = π−1(x)は一定次元のベクトル空間になる。これを x上のファイバー (fiber)という。
4.V は局所的にM とファイバーとの直積である。すなわち x ∈M に対し近傍U があり、し π−1(U)とU×Rr

の間に次の微分同相な写像が存在し、

ψ : π−1(U) 7−→ U ×Rr (13.9)

次のようにベクトル空間 Rr と同型になる。

ψ(y) : Vy = π−1(y) 7−→ {y} ×Rr ≈ Rr (13.10)

つまりファイバー束は直感的には局所的に２つの空間の直積で表される位相空間 T のことである。例えば次

の図のように

T = L× S1 (13.11)

図 13.2: 円周と線の直積空間

によって円柱をつくることができるが、この円柱は大局的にも 2つの空間の直積になる例で自明な束 (tri-
ual bundle)と呼ぶ。これに対し、メビウスの帯のような場合は局所的には直積だが大局的には自明な束では
ない。

ファイバー束を決めるには後節で見るように多様体M と変換関数 ψαβ、ファイバー F、そして構造群Gが必

要である。

13.2 接続

　これにはまず多様体上に連続した曲線 C(t)を考え、パラメタを変化させ、次のような接空間での比較を

考える

TC(t=0)M, TC(t=t)M

最も単純なベクトルバンドルはベクトル空間の自由度が 1の時で

Dim[V ] = 1

の時でこれは直線バンドルになる。

異なるファイバー間での微分は線形写像を Ω(t)として次のように書けると考える。
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∇tv = lim
ε→0

1

ε
(v(x(t+ ε))− Ω(t+ ε)v(x(0))

=
d

dt
(v(x(t))− Ω(t)v(x(0))

Ω(t)は連続的になめらかにつながる必要性から 1形式である必要がある。
これから共変微分が接続係数と共に次のように導ける。

∇µvα = ∂µv
α +Aαµβv

β (13.12)

これは同じ座標でもファイバー上の異なる位置への移動である次の関係に対応する。x ∈M, v ∈ V として

(x, v)→ (x, g(x)v) (13.13)

この g(x)が接続の役割をし、ファイバー上を垂直移動させる。従って共変微分で変化しないので

∇µ(g(x)vα)→ g(x)∇µvα (13.14)

が成り立つ。これから式 13.12の Aµ を次のように変化させても影響をうけなことがわかる。

Aµ → g−1Aµg − g−1∂µg (13.15)

これは次のような一般的なゲージ変換に対応している。

Aµ → U(x)Aµ(x)U(x)−1 − i

g
U(x)∂µU(x)−1 (13.16)

また Aを行列での 1形式

A = Aµdx
µ (13.17)

とおけば

A→ g−1Ag − g−1dg (13.18)

である。

13.3 変換関数

M の近傍系 Uα, Uβ があるとM はこの近傍系で覆われ各 π−1(Uα)は Uα ×Rr と同型であり

x ∈ Uα ∩ Uβ (13.19)

に対しては次のように同型な写像が 2つ存在する。

ψα(x) : Ex 7−→ Rr (13.20)

ψβ(x) : Ex 7−→ Rr (13.21)

従って

ψαβ(x) = ψα ◦ ψ−1
β : Rr → Rr (13.22)
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とおいて

ψαβ(x) : Uα ∩ Uβ → GL(r : R) (13.23)

を定義するとこの写像の族 {ψαβ}は被覆 {Uα}に対する Eの変換関数 (transition function)という。変換関
数は次の性質を持つ

ψαβ ◦ ψβγ = ψαγ(x); x ∈ Uα ∩ Uβ ∩ Uγ (13.24)

ψαα = Ir (13.25)

ψβα = ψ−1
αβ (13.26)

これらは連結則と恒等写像、逆写像の存在を表す。

逆に 13.23が与えられれば {ψαβ}を変換関数に持つベクトル束 E が次のようにつくることができる。

直積ファイバーとして Uα ×Rr の直和として

∏
α

Uα ×Rr (13.27)

を考え、この中の次の２つの要素をとると

(x, ξ) ∈ Ua ×Rr, (y, η) ∈ Uβ ×Rr (13.28)

同値関係があるとは

x = y, and ξ = ψαβ(x)η (13.29)

が成り立つ時と考える。この同値関係によって
∏
α Uα ×Rr からつくられる商空間が E である。

この時関数 ψαβ(x)は Uα ×Rr と Uβ ×Rr との共通部分である (Uα ∩ Uβ)×Rr ではり合わせる時の合わせ
方を決める。

例えば p ∈ Uα ∩ Uβ での接ベクトルX を次のように 2つの局所座標系で表すと

X =
∑

ai
∂

∂xi
=
∑

bi
∂

∂yi
(13.30)

となるので

ψα(X) = (a1, a2, . . . , an) ∈ Rn (13.31)

ψβ(X) = (b1, b2, . . . , bn) ∈ Rn (13.32)

として a,bを縦ベクトルとすると

ψαβ(p)b = ψα ◦ ψ−1
β b = a (13.33)

が成り立つ。また、添え字を増やし和をとると

X =
∑

ai
∂

∂xi
=
∑

bi
∂

∂yi
=
∑

bj
∂xi

∂yj
∂

∂xi
(13.34)

ともかけるので

ai =
∑
j

bj
∂xi

∂yj
(13.35)
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となることから式 13.33と比べると接ベクトルの変換関数 ψαβ は座標変換のヤコビアンそのものとみなせる。

ψαβ(p) =
∂xiα

∂yjβ
(13.36)

同様に式 13.1から共変ベクトルの作る余接ベクトルは 1形式 ωを用いて

ω =

aαi (p)dxiα

aβi (p)dxiβ

(13.37)

と２つの局所座標系
{
xiα
}
,
{
xiβ

}
で表すことができ、この時の変換関数は

ψαβ(p) =
∂xiβ

∂yjα
(13.38)

である。

13.4 制限

　　 V,W が Rn の開集合として
V ⊂W

である時、包含写像

ι : V →W

についてのW 上の微分 p形式 αの引き戻し ι∗αは αの V への制限と呼ばれ、

α|V

のように書く。この意味はm < nに対して、写像 ι : Rm → Rn を

ι(x1, · · · , xm) = (x1, · · · , xm, 0, · · · , 0) (13.39)

とする。Rn の微分形式

α =
∑

i1<···<ip

fi1···ipdxi1 ∧ · · · ∧ dxip

とすると、この引き戻しは

ι∗α =
∑

i1<···<ip≤m

fi1···ip ◦ ιdxi1 ∧ · · · ∧ dxip (13.40)

のように制限されることである。

ただし、13.39が n > 0の成分は全て単位元につぶれている必要がある。

これを Rm ⊂ Rn と見るとき ι∗αは αの Rm への制限と呼ぶこともある。
また、逆にm > nに対して、写像 π : Rm → Rn を射影

π(x1, · · · , xm) = (x1, · · · , xn) (n < m)

で定義すると、Rm 上の微分 p形式

α =
∑

i1<···<ip

fi1···ipdxi1 ∧ · · · ∧ dxip
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に対して

π∗α =
∑

i1<···<in

fi1···ip ◦ πdxi1 ∧ · · · ∧ dxin (13.41)

である。π∗αは dxn+1, · · · , dxm を含まない、つまり、xn+1, · · ·xm の方向には値が一定である。

13.5 直線ファイバー

　　前部では微分形式の引き戻しをみてきたが、特に次のような直線をファーバーにもつ空間は重要になる。

　 n次元ユークリッド空間の開集合を U とし、n+ 1次元ユークリッド空間の部分集合を

[0, 1]× U

上の微分 p形式を

α =
∑

i1<···<ip

fi1···ipdxi1 ∧ · · · ∧ dxip

とおく、すると [0, 1]× U 上の微分 p− 1形式は i1 = 0の場合のみの和で

I(α) =
∑

0<i2<···<ip

(∫ x0

0

f0i2···ipdx0

)
dxi2 ∧ · · · ∧ dxip (13.42)

とかける。この時、後に重要になる関係

dI(α) + I(dα) = α− α0 (13.43)

となることを見ておこう。ただし、

α0 =
∑

i1<···<ip

fi1···ip(0, x1, · · ·xn)dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

である。まず、式 13.42から合成関数と考えて

dI(α) =
∑

i1=0,i2<···<ip

fi1···ipdxi1 ∧ · · · ∧ dxip

+

n∑
j=1

∑
0<i2<···<ip

(∫ x0

0

∂f0i2···ip
∂xj

dx0

)
dxij ∧ · · · ∧ dxip

となり、j = 0を分けると

I(dα) = I

 n∑
j=0

∑
i1<···<ip

∂fi1···ip
∂xj

dxj ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip


= I

 ∑
0<i1<···<ip

∂f0i2···ip
∂x0

dxj ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

+

n∑
j=1

∑
0<i2<···<ip

∂fi1···ip
∂xj

dxj ∧ dx0 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxip


=

∑
0<i1<···<ip

(∫ x0

0

∂f0i2···ip
∂xj

dx0

)
dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

−
n∑
j=1

∑
0<i2<···<ip

(∫ x0

0

∂f0i2···ip
∂xj

dx0

)
dxj ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxip
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ここで ()は dx0 以外は 0になるので省略してある。

dI(α) + I(dα) =
∑

i1=0,i2<···<ip

fi1···ipdxi1 ∧ · · · ∧ dxip +
∑

0<i1<···<ip

(∫ x0

0

∂f0i2···ip
∂xj

dx0

)
dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

であるが定積分の定義から∫ x0

0

∂fi1···ip
∂x0

= fi1···ip(x0, x1, · · · , xn)− fi1···ip(0, x1, · · · , xn)

よって i1 ̸= 0の和が加わり

dI(α) + I(dα) =
∑

i1<···<ip

fi1···ip(x0, x1, · · · , xn)dxi1 ∧ · · · ∧ dxip −
∑

0<i1<···<ip

fi1···ip(0, x1, · · · , xn)dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

= α− α0

が成り立つ。注意すべきは α0 は [0, 1]× U 上の微分 p形式で、値が x0 方向に一定である。

そこで

ι0 : U → [0, 1]× U, π : [0, 1]× U → U

を直線的なファイバー

ι0(x) = (0,x), π(x0,x) = x

で定義すると式 13.40から α0 = π∗(ι∗0α)となる。よって次が成り立つ。

n次元ユークリッド空間の開集合 U に対し、n+1次元ユークリッド空間の部分集合 π : [0, 1]×U を考える。
π : [0, 1]× U 上の微分 p形式 αに対して次が成り立つ。

dI(α) + I(dα) = α− π∗(ι∗0α)

例えば a ∈ [0, 1]とすると

Ia(α) =
∑

0<i2<···<ip

(∫ x0

a

f0i2···ipdx0

)
dxi2 ∧ · · · ∧ dxip

とすれば

dI(α) =
∑
i1=0,i2<···<ip fi1···ipdxi1 ∧ · · · ∧ dxip

+
∑
j=1

∑
0<i2<···<ip

(∫ x0

a

∂f0i2···ip
∂xj

dx0

)
dxij ∧ · · · ∧ dxip

であり、

I(dα) = I

 n∑
j=0

∑
i1<···<ip

∂fi1···ip
∂xj

dxj ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip


= I

 ∑
0<i1<···<ip

∂f0i2···ip
∂x0

dxj ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

+

n∑
j=1

∑
0<i2<···<ip

∂fi1···ip
∂xj

dxj ∧ dx0 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxip


=

∑
0<i1<···<ip

(∫ x0

a

∂f0i2···ip
∂xj

dx0

)
dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

−
n∑
j=1

∑
0<i2<···<ip

(∫ x0

a

∂f0i2···ip
∂xj

dx0

)
dxj ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxip

だから ιa(x) = (a,x)とし、

dIa(α) + Ia(dα) = α− π∗(ι∗aα)

である。
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13.6 切断

　力学では物体の運動がM 上の連続した直線で表すことができる。この時、ラグラジアン Lは q, q̇の関数

であるから接ベクトル束と見なせるし、運動量 pは pj = ∂L/∂q̇j で定義されているのでM 上の余接ベクトル

束と考えることができる。よって同じ物体の運動でも (qj , pj)と表現された場合は余接ベクトル空間で表現さ

れ、これがハミルトン形式であり、(qj , q̇)で現された場合は接ベクトル空間で表現されラグランジュ形式とな

る。このような表現の違いは運動が常に双対した空間で観察することのできる射影であることを表す。まず、

これらの表現の関係についてみてみよう。

運動を多様体上で見ると連続した曲線になるのでその運動と共に接点は移動し、従って接ベクトル空間も連

続的に変化していく。

そこでこの連続的に変化したベクトル空間をまとめて扱う必要があり、ベクトル束という考えが登場したわ

けだ。

ベクトル束とは多様体M の 1つ点 xにベクトル空間 Ex ≈ Rr がついていると考えることができる。
ベクトル束は古典的な電気力線や流束のように流れを持った連続した表現であるがある物質を考える時には

点としてみる必要がある。

そこで次の切断という考えが重要になる。通常では物体の位置は点と考えるが、ここではその点は物体の情

報の一部分でしかなく、同じ点の情報を持つが、さらに異なる情報も物体を観測するときには存在しているこ

とになる。

この別の情報がどう並んでいるかを表すのがファイバーになる。

各ファイバー Ex から 1つの元を選び出すことを切断 (section)という。つまり写像 σ :M → E の中で

π ◦ σ(x) = x, x ∈M (13.44)

となるものが切断である。特に Ex の原点 0x を対応させる切断をゼロ切断 (zero section)という。
簡単にM を図のように曲線で示すと点 pでの接空間は図のような接線で表される。

この接線を各点で図のように垂直に並べるとこれがファイバー束のイメージである。

このファイバー束を全てを貫く線を引くと各ファイバーとの交点（例えば図の q点)はM 上のベクトル場を

定義することになる。

図 13.3: 赤線が断面を表す。各ファイバーとの交点がそのＭ上での点のベクトル場を決める。

またファイバーは束空間 (fiber space)と呼ばれる位相空間 E と底空間 (base space)と呼ばれる位相空間X

があり、E からX の上への射影として写像 πがある。
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図 13.4: 束空間と底空間

ファイバー束 F を次のように決める。構造群 Gと呼ばれる F と同相写像の群 G。さらに底空間 X の開被

覆 {Uα}があり同相写像

ψα : π−1(Uα)→ Uα × F (13.45)

πψ−1
α (x, f)→ x x ∈ Uα, f ∈ F (13.46)

Uα × F で局所的にはユークリッド平面にみなせる面がつくれるわけである。
この特徴を例えばメビウス帯で考えてみる。この場合図のように

図 13.5: メビウスの帯に見るファイバー

• 束空間 E:メビウス帯

• 底空間X :円周 S1

• ファイバー F :線分
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が対応している。図に見るようにメビウス帯は自明な束ではない。しかしいたるところで直積空間を局所的に

定義できる。

図 13.6: メビウスの帯に書けたことからが Lie群であることを利用した構造群

次に構造群 Gについて見てみる。

次の図で見るようにX の開被覆 U1, U2 をとる。

共通部分である U1 ∪ U2 は互いに分離した 2つの開弧 A,B からなる。

一方の局所座標系 (ψ1, U1)から他方の局所座標系 (ψ2, U2)への座標変換を考える。

この時、次の合成写像が存在し、連続で可逆である。

ψ1 ◦ ψ−1
2 : (U1 ∪ U2)× F → (U1 ∪ U2)× F (13.47)

ここで x ∈ U1 ∪ U2, f ∈ F として xを固定して f を変化させれば (U1 ∪ U2)× F は単に F から F への写像

とみなせる。

この写像を g12(x)として書き換え関数 (trasition function)という。
この書き換え関数はファイバー F と同相写像である。

座標近傍系に対するこの写像は群をつくりこれを構造群 Gという。

図で領域 A× F はひねらずに貼り合わせ、領域 B × F は 1回ひねって貼り合わせてある。
つまり g12 は g を反転として次のようにかける。

g12(x) =

e (x ∈ A)

g (x ∈ B)
(13.48)

他に

g21 = g−1
12 , g11 = g22 = e

であり、メビウスの帯の場合、次の 2つの要素を構造群 Gは持ち、これを整数群 Z2 という。

G = {e, g}

n次元多様体のM 上の接ベクトル束 TM は底空間が多様体M であり、次のように接空間の集合と考えるこ

とができる。

TM =
∪
p∈M

TpM (13.49)

この時射影 πは TM からM への写像である。

π : TM →M, V ∈ TpM → p (13.50)

底空間を覆う近傍系を {Uα}とおくと接ベクトル束 TM の局所的な群構造を指定するために定義式 13.9で
示したように
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ψα : π−1(Uα) 7−→ Uα × Rr (13.51)

が必要になるわけである。

つまり接ベクトル束 TM の場合の切断は接ベクトル場であり、共変ベクトル束 T ∗M の切断は 1次微分形式
ωになる。

ω =
∑

fidx
i (13.52)

と表すことができる。また E が直積ベクトル束

E : M × Rr

の時の切断

σ : M →M × Rr

は

x→ (x, f(x)) f(x) ∈ Rr

とかけるから切断 σは Rr に値をとる関数 f

f : M → R (13.53)

になる。特に Rr の基底である

e1 = (1, 0, 0, . . . 0)

... =
...

er = (0, 0, 0, . . . 1)

に対応したE =M ×Rrの切断 {σr}が得られるがこれらは全てM の各点で 1次独立である。つまり x ∈M
の各点で切断 {σr}がファイバー Ex = π−1(x)の基底になっている。

逆に切断 {σr}がファイバー Ex = π−1(x)の基底になっているならば E は直積ベクトル束M × Rr に同型
である。

2つのベクトル束 (E, π,M), (E′, π′,M)においてE′が多様体で π′ = π|E′ とかけて x ∈M に対し、π′−1(x)

が π−1(x)の部分ベクトル空間である時、E′をEの部分ベクトル束 (vector subbundle)という。この時、商ベ
クトル束 (quotient vector bundle)が

E/E′ (13.54)

として定義できる。局所的に E の切断 {σr}を {σ1, σ2 . . . σβ}が π′−1(x)E の変換関数は E′ の変換関数を

ψ′
αβ、E/E

′ の変換関数を ψ′′
αβ として次のように書き表すことができる。

ψαβ =

(
ψ′
αβ ∗
0 ψ′′

αβ

)
(13.55)
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13.7 局所自明化

　一般にファイバー束の定義は多様体M の特別な被覆 {Ui}の選び型によらない。
全空間を E、F をファイバーとし、M を微分可能多様体とする。

底空間M に Ui を選ぶと π−1(Ui)は直積 Ui × F に微分同相であり、この時、次の写像は微分同相である。

ϕ−1 : π−1(Ui)→ Ui × F (13.56)

そこでこの写像 ϕiを ϕ−1が射影の逆像 π−1(Ui)を直積 Ui×F に写すのでこの像を一意に決めることから局
所自明化と呼ぶことにする。[12]
ここで先に見たように Uα ∩ Uβ ̸= 0であれば共通領域では 2つの写像 ϕα, ϕβ が存在する。そこで

π(u, p) = p ∈ Uα ∩ Uβ ∈M

f ∈ F

を満たすような点 uを選べば次が成り立つ。

ϕ−1
α (u) = (p, fα); ϕ−1

β (u) = (p, fβ)

fα = ψαβfβ

この時、fα, fβ を結びつけるのが次の図に示すように変換関数 ψαβ である。

図 13.7: 共通領域上の点 pは異なるファイバーから射影される

全ての変換関数が恒等写像にとることができる場合、そのファイバー束が自明束 (triual bundle)である。
直積M × F は自明束である。
ファイバー束 E π−→M が与えられても変換関数の可能な集合は一意的ではない。
{Ui}をM の被覆で {ϕi}, {ϕ′i}を同じファイバー束を与える局所自明化の 2つの集合とし、それぞれの変換
関数を

ψαβ(p) = ϕ−1
α,p ◦ ϕβ,p
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ψ
′

αβ(p) = ϕ−1′

α,p ◦ ϕ
′

β,p

とおく。点 p ∈M で写像 gi(p) : F → F を構造群 Gに属する同相写像として

gα(p) = ϕ−1
α,p ◦ ϕ′α,p

で定義する。これから変換関数自身の変換が

ψ′
αβ(p) = gα(p)

−1 ◦ ψαβ(p) ◦ gβ(p)

に従うことがわかる。後に見るように変換関数 ψαβ(p)が局所座標の貼り合わせで必要となる。ゲージ変換

に対応し、構造群の元 gα(p)が {Ui}の中でのゲージ自由度に対応する。
もし、ファーバー束が自明であれば

ψαβ(p) = gα(p)
−1 ◦ gβ(p) (13.57)

であることがわかる。

13.8 同値関係

E をファイバー束とする。F はファイバーである。次のようなX を定義する。

X =
∪
i

Ui × F

(p, f) ∈ Uα × F

(q, f ′) ∈ Uβ × F

このとき同値 ∼になる条件として次の 2つを課す。

p = q, f ′ = ψαβf → (p, f) = (q, f ′)

この条件は変換関数、微分条件をも含めているのでかなり厳しい条件である。この 2つが成立するならば同
値関係とみなし、

この時、ファイバー束が次のように定義される。

E = X/ ∼

この束の射影が E の元 {(p, f)}を用いて

π : {(p, f)} → p

であり局所自明化として次の写像が式 13.56から

ϕi : Ui × F → π−1(Ui)

が

ϕi : (p, f)→ {(p, f)}

で与えられる。
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2つのファイバー E,E′ が同値であるとは束写像が存在し、f̄ : E′ → E が存在し、f :M →M が恒等写像

で、f̄ が微分同相になる場合をいう。

E′ f̄
−→

E

↓π′ ↓π
M idM−−→ M

(13.58)

14 ベクトル束

　ここでファイバー束の簡単な例を見ておこう。

ベクトル束を E
π→ M はファイバーがベクトル空間になるファイバー束である。ファイバー F を Rk とし、

底空間M をm次元多様体とすれば全空間 E はm+ k次元になる。しかしこの時の kをファイバーの次元と

いい dimE = kで表す。変換関数はファイバーであるベクトル空間を同次元の別のベクトル空間に写すことに

なる。この変換関数は GL(k,R)に属する。
例えばm次元多様体Mの接束 TM はファイバーが Rm のベクトル束になる。そこで uを TM 上の点とし

てM の被覆 {Ui}に対して

π(u) = p ∈ Ui ∩ Uj (14.1)

を満たすとする。この時 Ui, Uj の座標系を

xµ = ψi(p)

yµ = ψj(p)

で表す。に対応するベクトル V はどちらの座標系でも表現できて

V = V µ
∂

∂xµ
|p = V̂ µ

∂

∂yµ
|p (14.2)

となる。この時の局所自明化は式 13.56から

ϕ−1
i (u) = (p, {V µ})

ϕ−1
j (u) =

(
p, {V̂ µ}

)
となる。この異なるファイバー座標 {V µ}, {V̂ µ}を結びつけるのが p点での接続で

V µ = Gµν (p)V̂
ν (14.3)

{Gµν (p)} =
{
∂xµ

∂yν
|p
}
∈ GL(m,R) (14.4)

という関係がある。(TM, π,M,Rm, GL(m,R)を接束という。TM の切断がM 上のベクトル場である。

例えば TS2 の場合は

UN ≡ S2 − SouthPole

US ≡ S2 −NorhtPole

として S2 の開被覆ができる。ここで (X,Y ), (U, V )をそれぞれの立体射影とすると

225



(X,Y ) ≡
(

x

1− z
,

y

1− z

)

(U, V ) ≡
(

x

1 + z
,

y

1 + z

)
これから

U =
X

X2 + y2

V =
−Y

X2 − Y 2

という関係があることがわかる。u ∈ TS2 として

π(u) = p ∈ UN ∩ US

となるように uを選択すると局所自明化は 1対 1の関係を得るために

ϕ−1
N (u) = (p, {V µN})

ϕ−1
S (u) =

(
p, {V̂ µS }

)
ととる。

X = r cos θ

Y = r sin θ

とおくと変換関数は

ψSN =
∂(U, V )

∂(X,Y )
=

1

r2

(
− cos 2θ − sin 2θ

sin 2θ − cos 2θ

)
(14.5)

となり、これはスケール変換と 2θの回転の合成である。

ベクトル束とは次の条件をみたすものだといえる。

1. 射影写像 πが存在する。

π : E →M

従って多様体上の各点 pにおいてこの逆写像がベクトル空間とみなせる。

π−1(p) ∼ V

2. ベクトル束 Eに適当な座標系の組であるアトラスを選ぶことができて xを開空間 Uの座標、uをベクト
ル空間の要素として uと xの座標系の間に関係式が存在し、次のようにベクトル束が表すことができる。

E; (x, v) ∼ Ui × V
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図 14.1: ベクトル束

図のように連続したベクトル空間を束ねたのがベクトル束である。従って異なるベクトル空間での関係をあ

きらかにしないと異なるベクトル空間上のベクトルの間に例えば微分関係などは定義できない。そこで次節で

あつかう接続という必要が生じる。

14.1 直線束

　前節で直線ファイバーを見たが、ファイバーが 1次元 (F = R, C)のベクトル束は直線束という。S1 ×R
は自明な R 直線束である。開メビウスの帯もまた直線束のうちの 1 つである。この構造群は GL(1,R) =

R− {0}, GL(1,C) = C− {0}で表すことができる。これらは可換群になる。
一般に標準直線束 Lとは複素射影 CPn の元 pは Cn+1 の原点を通る複素直線として表すことができた。

同様にベクトル束 Lのファイバー π−1(p)は Cn+1において pが属する直線群になる。In+1 ≡ CPn ×Cn+1

を CPn 上の自明な束として
p ∈ CPn, v ∈ Cn+1

に対して

L ≡ {(p, v) ∈ In+1|v = ap, a ∈ C}

で定義され、射影は

(p, v) π−→p

となる。実際に物理学ではよく登場し、例えば非相対論的量子力学では波動関数 ψ(x)はこの直線束 Lの切

断で表される。

第 7部で扱うゲージ理論において磁気モノポールが原点にあれば ψ(x)は R3 −{0}上で定義され、複素直線
束が R3 − {0}上に定義できる。

14.2 零切断

　 s, s′をベクトル束 E π−→M の切断とする。また、次のようにベクトル和とスカラー積が各点で定義されて
いるとする。

(s+ s
′
)(p) = s(p) + s

′
(p)

(fs) (p) = f(p)f(s)

ただし、

p ∈M, f ∈ F(M)

とする。各、ファイバーの 0ベクトルはGL(k,R), GL(k,C)の左作用に対しても不変であるという重要な性
質を持つ。

任意のベクトル束 E は自明化において

ϕ−1
i (s0(p)) = (p, 0)
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と取れる切断を零切断という。これは

s0 ∈ Γ(M,E)

と表すことができ、大局的な切断を持つ。

例えば CPn上の標準的直線束を Lとし、その切断を考えると。ξν(µ)を Uµ上の非斉次座標とすると Uµ上の

局所切断は

sµ =
{
ξ0(µ), · · · , 1, · · · , ξ

n
(µ)

}
∈ Cn+1

とかける。この時、1つの座標系から他の座標系への変換はスカラー倍となる。s∗µ, L∗ をそれぞれに対し双

対をなすとして (
s∗µ
)
sµ = 1

を満たすようにとることができる。よって s∗µ の変換は

s∗ν =

(
zν

zµ

)
s∗µ

で与えられる。これによりファイバー計量 hij(p)が各点できまる。s, s
′
の内積が p点においてファイバーが

Rk であれば (
s, s

′
)
p
= hij(p)s

i(p)s
′j(p)

で定義でき、ファイバーが Ck であれば

(
s, s

′
)
p
= hij(p)si(p)s

′j(p)

で定義できる。

　

14.3 フレーム

　接束 TM 上えは、各ファイバーはチャート Ui 上の局所座ひょい右傾 xµ による自然な基底 {∂/∂xµ}を
持つ。

M に計量が与えられれば直交基底 {êα}を選ぶこともできる。
これらの基底により、Ui 上にm個の独立したベクトル場をつくることができる。

しかし、M 全体でベクトル場をつくれるかどうかは決まらない。

例えば基底ベクトルを µ番目のみ 1として、

∂

∂xµ
= (0, · · · , 0, 1, 0, · · · , 0)

あるいは計量が与えられていれば α番目のみ 1として、

êα = (0, · · · , 0, 1, 0, · · · , 0)

をとることができる。これらの基底ベクトルから Ui 上のフレーム (Frame)を以下のように定義できる。
Rk または Ck 上のベクトル束を

E π−→M

とし、π−1(Ui)は自明でファイバーは

π−1(Ui) ≃ Ui × Rk

とする。
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また、Ui 上で k個の一次独立な切断 {e1(p), · · · ek(p)}を選ぶことができてフレーム F は次のスカラー値を

つくるベクトル場 V α により、

V = V αeα(p)→ {V α} ∈ F

自然な写像

Fp → F (Rk), or Fp → F (Ck)

で与えられる。この時、局所自明な写像

ϕ−1(V ) = (p, {V α(p))

が存在する。逆にこの ϕi は基底ベクトルを決める。

ϕi (p, 0, · · · , 0, 1, 0, · · · , 0) = eα(p)

ここで異なるフレームがどう対応するか、前節の式 13.38の変換関数 ψαβ(p)との関係を見ておこう。

Ui ∩ Uj ̸= ∅としてフレームの変換を考えると p ∈ Ui ∩ Uj の時、それぞれの基底を

Ui : {e1(p), · · · ek(p)}

Uj : {ẽ1(p), · · · ẽk(p)}

とおく、この時 G(p) ∈ GL(k,R)として ẽβ(p)が (1,k)型のベクトルであるから G(p)αβ が (k,k)行列として

ẽβ(p) = eα(p)G(p)
α
β

のように右からかかることに注意すると、ベクトルの変換は

Ṽ β = G−1(p)βαV
α

で結ばれ、次のように不変なスカラー V が保たれる。

V = V αeα(p) = Ṽ αẽα(p) = G−1(p)βαV
αeα(p)G(p)

α
γ = V G−1(p)βαG(p)

α
γ = V

ただし、

G−1(p)βαG(p)
α
γ = δβγ

である。従って先の変換関数 ψαβ(p)との関係が

ψαβ(p) = G−1(p)βα

であることがわかる。

14.4 引き戻し束

ファイバー束 E π−→M をファイバー束 F を持つファイバー束とする。

写像 f : N →M を f(p) = qが与えられると対 (E, f)は同じファイバー束を持つ N 上の新しいファイバー

束を定める。

ここで引き戻しを f∗E をN × E の部分空間で f(p) = π(u)を満たす点 (p, u)からなるものとする。

f∗E ≡ {(p, u) ∈ N × E| f(p) = π(u)} (14.6)

これを引き戻し束 (pullback_bundle)という。
この時、図のように f∗E のファイバー Fp は E のファイバー Ff(p) のコピーである。
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ここで次のように定義する。

π1 : f∗E → N ; π1 : (p, u)→ p

π2 : f∗E → E; π2 : (p, u)→ u

この時、π2 が束写像であることから前節の図と同様に

π(π2(p, u)) = π(u) = f(p) = f(π1(p, u))

が成り立つ。

図 14.2: ファイバー束 E π−→M が与えられると f : N →M はN 上の引き戻し束 f∗E を定める。

よってこの時、次のような図式が成り立つ。

f∗E π2−→ E

↓π1
↓π

N f
−→

M

(14.7)

(p, u) π2−→ u

↓π1 ↓π
p f

−→
f(p)

(14.8)

特にN =M で f = idM の恒等写像であれば 2つのファイバー束は同値である。

f∗E = E

この節のまとめとして {Ui}, {Uj}を多様体Mの開被覆とし、{ϕi}{ϕj}を局所自明化とする。すると {f−1(Ui)}
は f∗E が局所自明化となるようなN の開被覆をつくることになる。さらに p ∈ N に対して

π(u) = f(p) ∈ Ui

となるような u ∈ E をとる。また {Ui}, {Uj} は共通部分を持ち、同じファイバーの {Ui}, {Uj} 上の元を
Fi, Fj ∈ F とする。もし、

ϕ−1
i (f(p), u) = (f(p), Fi)
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ならば ϕ′i を f∗E の局所自明化とすれば

ϕ
′−1
i (p, u) = (p, Fi) (14.9)

となるので E 上の点 f(p)について f(p) ∈ Ui ∩ Uj における変換関数 ψij により各元 Fi, Fj について

fi = ψij(f(p))Fj

が成り立つ。また f∗E 上の点 pについても p ∈ f−1(Ui) ∩ f−1(Uj)であり、この変換関数を ψ∗
ij とすると、

次の図のように

fi = ψij(p)Fj

が成り立つので

ψ∗
ij(p) = ψij(f(p))

という関係が成立している。

図 14.3: ファイバーと変換関数の変換

14.5 余接束と双対束

余接束は T ∗M ≡
∪
p∈M T ∗

pM で定義される。座標 xµ がチャート Ui 上で T ∗
pM の基底は

{dx1, dx2, · · · dxm}

で表されこれは

{∂/∂x1, ∂/∂x1, · · · ∂/∂xm}

に双対である。そこで yµ を Ui ∩ Uj ̸= ∅であるような Uj の座標として p ∈ Ui ∩ Uj に対して変換

dyµ = dxν
(
∂yµ

∂xν

)
p

(14.10)

を得る。1形式 ωはそれぞれの座標系において

ω = ωµdx
µ = ω̃µdy

µ

が求まる。ここで
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Gνµ(p) ≡
(
∂xν

∂yµ

)
p

= tij(p) (14.11)

とすれば Gは変換関数そのものである。このとき接続は

Γ(M,T ∗M) = Ω1(M)

である。一般に双対束

E∗ π−→M

はファイバー F からRへの線形写像の全体の集合である。
基底 {en(p)}に双対な基底 {θn(p)}は内積

⟨eα(p), θβ(p)⟩ = δαβ

により定義できる。

15 主束

15.1 主束

主束 (principal bandles)は構造群 Gと同一のファイバー F を持つ。これからM上の G束と呼ばれること

もある。

P →M ;P (M,G)

変換関数はファイバーに左から作用した。

ここで Gのファーバー F への右からの作用を u ∈ π−1(Ui), p = π(u)に対して

ϕi : Ui ×G→ π−1(Ui)

は局所自明化で

ϕ−1
i (u) = (p, gi)

π−1(Ui)への右作用が

ϕ−1
i (ua) = (p, gia)

となり、これは図のような垂直移動をファイバー空間上で表している。

図 15.1: ϕは U ×Gを π−1(Ui)に写す
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また、p ∈ Ui ∩ Uj であれば変換関数 ψαβ によって

ua = ϕj(p, gja) = ϕj(p, ψji(p)gia) = ϕi(p, gia) (15.1)

である。また

ua = u

u = ϕi(p, gi)

であれば

ϕi(p, gia) = ϕi(p, gi)a = ua = u = ϕi(p, gi)

であるから ϕi は全単射なので aは単位元 eでないといけない。すなわち

a = e

この時切断 σi(p)は次のように表される。

σi(p) = ϕi(p, e)

またこの時、次の関係が成り立つ。

ϕi(p, g) = ϕi(p, e)g = σi(p)g

σi(p) = ϕi(p, e) = ϕj(p, ψji(p)e) = σj(p)ψji(p)

15.2 束写像

ファイバー束 E π−→M と E′ π′
−→M

′がある時、なめらかな写像 f̄ : E′ → E が束写像であるとは E′の各ファイ

バー F ′
pをEの各ファイバー Fqに写すもののことである。この時写像 f̄ は自然になめらかな写像 f :M ′ →M

を f(p) = qを満たすものを誘導する。

図 15.2:

注意すべきは u, v ∈ F ′
p であっても π(f̄(u)) ̸= π(f̄(v))となる場合は束写像ではないことである。
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束写像が成り立つ時、次の図式が可換になる。

E′ f̄
−→

E

↓π′ ↓π
M ′ f

−→
M

u f̄
−→

f̄(u)

↓π′ ↓π
p f
−→

q

15.3 具体例

ここで具体的な例で見てみよう。

P をファイバー U(1) = S1を持つ主束とする。底空間は S2にとる。この主束は次に見るモノポールを表現

している。

図 15.3: 左図は軸側からみた領域、右図は北極側からみたもの

上図のように {UN , US}を S2の北、南極側の開被覆とする。極座標を用いて ϵを微小な正の数として次のよ

うに球面を覆う

UN = {(θ, ϕ)|0 ≤ θ ≤ π

2
+ ϵ, 0 ≤ η < 2π}

US = {(θ, ϕ)|π
2
− ϵ ≤ θ ≤ π + ϵ, 0 ≤ η < 2π} (15.2)

この時、UN ∩US は赤道部分である。ここで p = π(u)として局所自明化で ϕ(u)を導入し、次のような変数

の組でおく。

ϕ−1
N (u) = (p, exp(iϕN ))

ϕ−1
S (u) = (p, exp(iϕS)) (15.3)

それぞれは同じファイバー上の uを持ち、底空間の pに射影するが位相が異なり、これによって北極側の被

覆と南極側の被覆に対応している。赤道上では共通部分になるので変換関数が存在し、これを ψNS とすると

ψNS は赤道 S1 を U1 に写す関数でないといけない。これは次のように書ける。
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exp(iϕN ) = ψNS exp(iϕS)

またホモトピーからすると S1 は 1点に縮めることができないので

π1(S1, x) = Z

となり、整数 Zに分類される。従って、整数 nがに対応した変換関数は次のようになる。

ψNS = exp(inϕ)

よって図右のようにファイバー座標 ϕN , ϕS の間の位相変換が次のように決まる。

exp(iϕN ) = exp(inϕ) exp(iϕS) = exp(i(n+ ϕS))

もし n = 0であれば変換関数は U(1)の単位元であり、自明束 P = S2 × S1が得られる。しかし n ̸= 0の場

合は U(1)束 Pは捻れていることになる。
U(1)は可換なので右、左作用も同じ結果が得られ右作用を g = eiλ とすると

ϕ−1
N (ug) = (p, exp(iϕN + λ))

ϕ−1
S (ug) = (p, exp(iϕS + λ))

が得られ右作用は U(1)ゲージ変換に対応している。

15.4 同伴束

主束 P (M,G)が与えられると次のように同伴ファイバ-を定義できる。
Gが多様体M に左から作用するとして g ∈ Gの P × F への作用を

(u, f)→ (ug, g−1f) u ∈ P, f ∈ F (15.4)

と定義する。この時同伴ファイバ束は (E, π,M,G, F, P )は 2点 (u, f), (ug, g−1f)を同一視した商空間

P × F/G (15.5)

で定義される。

例えばファイバ Fが k次元ベクトル空間 vである場合、ρをGの k次元表現とすると 2点 (u, v), (ug, ρ−1v)

を同一視した商空間

で定義されるのでM上のファイバ Rk のベクトル束は P (M,GL(k,Rk))に同伴する。同伴束 E = P ×ρ V
の構造は射影

πE : E → M : dimE = k

πE(u, v) → π(u)

π(ug) → π(u)

これから

πE(ug, ρ(g)
−1v) = πE(ug) = πE(u, v)
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とみなせる。また、局所自明化が

ϕi : Ui × V → π−1
E (Ui)

で与えられると変換関数も

ρ(ψij)

で与えられる。

また逆にベクトル束が与えられるとそれに同伴する主束が自然に誘導できる。例えば E π−→M を k次元のベ
クトル束とすると

P (E) ≡ P (M,G) (15.6)

となる主束 P が同じ変換則を用いて導ける。この時の構造群 Gは GL(k,R)orGL(k,C)になる。

主束 P 上では点があるファイバーから別なファイバーに写る。Gはリー代数を満たすとして

A ∈ L(G)

の要素 Aに対してベクトル場X とすると[
XA, XB

]
= X [A,B], ∀A,B ∈ L(G)

主ファイバー束は E がM上のベクトル束でそのファイバーが Rr とする。局所的に 1つの標構 {e1 · · · er}
を選び接続を考えてきた。

しかし E の標構を全て同時に考えると主ファイバー束 P がつくられる。

まず、ベクトル束 E から主ファイバー束 P をつくる。点 x ∈M を固定し、xでのファイバー Ex のベース

{e1 · · · er}を全部考え、その集合を Px とおく、Rr のベースを

B = {b1, b2, · · · br}

b1 = (1, 0, · · · 0)

b2 = (0, 1, · · · 0)
...

br = (0, 0, · · · 1)

とすると xでのファイバー Ex のベース {e1 · · · er}を選ぶことは同型写像

u : R→ Ex

において u(br) = eλ となるように選ぶことと同じである。これから Px は同型写像の全体と考え、

Px = {u : Rr → Ex;同型写像}

とおける。1つの Ex の基を決めればあとは線形変換で全ての基が得られるから Px は群 GL(r;R)と 1対 1
の対応を持つ。

しかし、1つの基を選ぶことで対応付けされるので自然な対応ではなく、Pxに自然な群構造が入るわけでは
ない。

逆に主ファイバー束 P とその構造群 Gの表現

ρ : G→ GL(r;R)

が与えられるとRr をファイバーとするベクトル束 E が商空間を (P ×Rr) /G = P ×ρ Rr とかくことにす

ると
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E = P ×ρ Rr

で定義できる。これの意味は群 Gを次の P ×Rr に

s : (u, y)→ (us, ρ(s)−1y)

で対応させる。ただし

s ∈ G, (u, y) ∈ E = P ×Rr

これは P ×Gにおいて (u, y)と (us, us, ρ(s)−1y)を同一視することになる。すると P を局所的に U ×Gと
したとき、写像

U ×Rr → U ×G×Rr, (x, y)→ (u, 1G, y)

が 1対 1の対応

U ×Rr → (U ×G)×ρ Rr

を引きおこすことに対応している。この関係は一般化できる。例えば

ρ : GL(r;R)→ GL(r;R)

を恒等写像とすれば元のベクトル束 E が得られるし

ρ : GL(r;R)→ GL(N ;R)

とすればベクトル束 P ×Rr が得られ、

ρ(s) =t s−1

とすると双対ベクトル束E∗が得られる。このように PからGの表現 ρによってつくられるベクトル束は第

4部でみたように Pに同伴するベクトル束といった。
Lie群 GとH を閉じた Lie部分群であるとすると商空間 G/H に射影

π : G→ G/H

を定義して商位相を入れる。このとき Gの単位元 eの近傍 U 内の部分多様体を S とすると

e ∈ S

であり、S は部分多様体H ⊂ Gと eで横断的に交わるので次のように分解できる。

TeG = TeS ⊕ TeH

この時、G/H には πが微分可能な写像であり、Gは主ファイバーになり G/H を底とし、H が構造群にな

る。自然に多様体の構造が入る。そこで前節の結果から例えば

Lie群 Gは主束 P の構造群であり、gは Lie環であるので多様体の構造が入る。この時、
主ファイバー束 P上の g値 1次微分形式 ωは 2つの作用を持つ。1つは Gの Pに対する作用でもう一つが

gの作用である。

元 a ∈ Gによる P の変換 u→ uaを右作用 Ra : P → P と表すと da = 0から

R∗
aω = a−1s−1ωsa+ a−1s−1d (sa)

= a−1s−1ωsa+ a−1s−1sda+ a−1s−1ds a

= a−1
(
ω + s−1ds

)
a

= a−1ω
′
a
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であり、同じように

R∗
aθ = a−1θa

となる。

次に A ∈ g をとる。前節でみたように 1パラメタ変数部分群 etA の作用が P上にベクトル場 A∗ を引き起

こす。

このとき接続 ωの 2つめの性質として、次の関係が成り立つ。

ω(A∗) = A

これは次のように示すことができる。A∗はファイバーに沿ったベクトル場であったので Uα上の微分形式が

ωα だから

s−1
α ωα (A

∗) sa = 0

となる。

16 Hopf_fibration[12],[40],[47]

前節で fiberが射影と逆のイメージのようにとらえてきた。これをうまくつかうと多次元をイメージする道
具に使える。

その１つの例が Hopf_fibrationである。fiberは繊維と一般に訳される。線が点に射影されるのは直線的な
棒を立て、真上からみることに対応するが、fibrationはその逆になる。点としてみたいたことが１つ次元の上
の世界からみると線として見えることになる。物理学は変化を扱う。点の変化がどう線の変化に絡んでいくの

か Hopf_fibrationはこの問題に大きな指針を与える。

16.1 SU(2)

SU(2)は微分写像で単位 4元数の埋め込まれたM2(C)多様体から S3への写像をつくる。C2上の SU(2)は

Lie代数により、自然な作用を R3 上に展開することができる。つまり、

Lie(SU(2)) = su2 =spanR{iσ1, iσ2, iσ3}

パウリ行列 σi は su2の基底で

σ1 =

(
0 1

1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0

0 −1

)
であり、スピンの章で見たようにこれらは次の交換関係をみたした。

[σi, σj ] = Σkc
k
ijσk

また、

σ2
j = I2

iσi · σj = σk

となり、通常のベクトルのように直交していれば内積が 0になるわけでなく、のこりの基底がでてくる。
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これらの基底を用いれば任意のX ∈ su2 として

X = − i
2
αn · σ, α ∈ R,n ∈ S2

と表すことができる。。このとき、nベクトルについて内積は

n · σ⃗ =

3∑
i=1

niσi

で定義される。1パラメタの SU(2)の部分空間はX が行列であることに注意し、

η(t) = exp (tX)

とおけたので、2次元の単位行列を I2 とすると偶数冪では

(n · σ⃗)2 = I2

であり、全て単位行列になるという特徴がわかる。よって 1パラメタ部分群は

η(t) =

∞∑
k=0

(−tiαn · σ⃗/2)k

k!

= I2

∞∑
k=0

(−1)k(αt)2k

(2k)!
+ i (n · σ⃗)

∞∑
k=0

(−1)k(αt)2k+1

(2k + 1)!

= I2 cos(tα) + in · σ sin(tα) (16.1)

とかける。虚成分には n · σがかかることに注意する。
一般的に SU2上の要素 A ∈ SU(2)は単位球上の回転として次のような複素数

z = a0 + ia3, ω = a1 + ia2 (16.2)

から次のような行列をつくる。

A = a0I2 + i (a · σ⃗) , a = (a0, a1, a2, a3) (16.3)

とすると

A =

(
z −ω̄
ω z̄

)
となり、エルミート共役をとれば

AA† = A†A =

(
det|A| 0

0 det|A|

)

となる。この時、

det|A| = a20 + a21 + a22 + a23 = 1

である。極めて標準的な物理量を表すと期待できる。

ここで f(A) ∈M3(R)を SU(2)上の作用として f を SU(2) 7→ SO(3)の準同型写像になるように作ってみよ

う。すると行列の列添え字 j として次の関係式から実係数を持つように比較することができる。

AσjA
∗ =

∑
i

f(A)ijσi (16.4)

239



この変換をすることで実成分をもつ次のMatrixf(A)が得られる。
f(A) ∈M3(R)を式 16.4から i = 1, 2, 3について

f(A) =

 Re[z2 − ω̄2] Im[z2 + ω̄2] 2Re[zω̄]

−Im[z2 − ω̄2] Re[z2 + ω̄2] −2Im[zω̄]

−2Re[zω] −2Im[zω] |z|2 − |ω|2

 (16.5)

これは f(A) = f(−A)であれば Z/2 ⫅ ker(f)であり、[A, σi] = 0であれば AσiA
∗ = σi

となる。SU(2)において交換するのは唯一スカラーの基底 ±I2 をもつときのみで

A = λI2

となる。また、一般に A ∈ SU(2)は単位球上の回転とみなさせるがら余弦を第一成分にとるような角度 α

を考え、aベクトルと同じ向きを持つ単位ベクトルを次のように決める。

cos(α) = a0

n = a⃗/|a|

これから Aを次のように決めることができる。式 16.1から

A = exp [iα(n · σ⃗)] = I2 cos(α) + i(n · σ⃗) sin(α)

よって式 17.17から

f(A)ab = δab cosα+ (1− cosα)nanb − ϵabcnc sinα = exp
[
α(n · 1⃗)

]
となり、これは SO(3)の要素になる。

Z/2 7→ SU(2) 7→ SO(3)

のように準同型写像がつくられている。これを利用してHopf 写像がつくれる。

16.2 Hopf_Map

　 Hopf写像を求めるために、先の 4元数をつかい 4元数の集合 Hと R4 との対応を次のようにとる

{a0, a1, a2, a3} ↔ r = a0 + a1i+ a2j+ a3k

この時、3次元単位球面 S3 = {r ∈ H : |r| = 1}は群になる。また、虚数部分から

S2 = {x ∈ Im[H] : |x| = 1}

として Hopf写像 πは π : S3 → S2 をし、

π(a) = aia−1

とする。さらに S2 の単位接束を US2 とし、これを S2 × S2 の部分集合と同一視する。

US2 = {(x, v) ∈ S2 × S2 : ⟨x, v⟩ = 0

として自然な射影として

π1 : US2 → S2, π1(x, v) = x

fibrationとして
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π2 : S3 → US2, π2(a) = (aia−1, aja−1)

とするとこの π2 は 2重被覆になり
π2(−a) = π2(a) (16.6)

π(a) = π1 ◦ π2

となる。

では Hopf写像を具体的に考えよう、まず式 16.2から χ ∈ C2 として

χ = (z, w)

をとる。Hopfs写像は次のような写像であった。

π : C2 → R3

この射影を前節の内容を用いて求めてみよう。、

はじめに式 17.17からパウリ行列を変換し、

χ = (z, ω) 7→ r := χ∗σ⃗χ =
(
zω̄ + ωz̄, i(zω̄ − ωz̄), |z|2 − |ω|2

)
となる 3次元球上のベクトル rを導く。このノルムをとると

Norm[r] = χ∗χ =

(
z

ω

)
(z̄, ω̄) = r = det|A| = a20 + a21 + a22 + a23

であり、4次元球の半径である。ところがエルミート行列をつくると

χχ∗ = (z, ω)

(
z̄

ω̄

)

=

(
|z|2 zω̄

ωz̄ |ω|2

)

=
1

2

(
|z|2 + |ω|2

)
I2 +

1

2

(
|z|2 − |ω|2 zω̄

ωz̄ |ω|2 − |z|2

)

=
1

2
(rI2 + r · σ⃗)

従って射影 πは次のような図式で表すことができる。

C2 → A → C2

↓ ↓
π π

↓ ↓
R3 → f(A) → R3

つまり射影 πは

π(χ) = r (16.7)

であり、従って、常に

|π(χ)|2 = |
(
zω̄ + ωz̄, i(zω̄ − ωz̄), |z|2 − |ω|2

)
|2 = (|z|2 + |ω|2)2 = |r|2
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が成り立つ。これから S3 → S2; ζ → nの写像が

ζζ∗ =
1

2
(I2 + n · σ⃗) (16.8)

ただし、nは単位ベクトルで、

n = ζ∗σ⃗ζ

からつくられるとする。これで実際に Hopf写像を見ることができる。
そこで新たに a, b ∈ Rとして

ζ =

(
a

b

)
これを先の Aで変換すると

A =

(
z −ω̄
ω z̄

)
から

Aζ =

(
az − bω̄
aω + bz̄

)
となる。次にこの射影を考える。式 16.7から π =

(
zω̄ + ωz̄, i(zω̄ − ωz̄), |z|2 − |ω|2

)
に代入し、次のように

射影が決まる。

π (Aζ) =


(az − bω̄)(az + bω̄) + (az − bω̄)(az + bω̄)

i
[
(az − bω̄)(az + bω̄)− (az − bω̄)(az + bω̄)

]
|az − bω̄|2 − |aω + bz̄|2

 (16.9)

一方で f が SU(2) 7→ SO(3)の準同型写像であったから次のように合成写像をつくると

f(A) · π(ζ) =

 Re[z2 − ω̄2] Im[z2 + ω̄2] 2Re[zω̄]

−Im[z2 − ω̄2] Re[z2 + ω̄2] −2Im[zω̄]

−2Re[zω] −2Im[zω] |z|2 − |ω|2


 ab̄+ āb

i(ab̄− āb)
|a|2 − |b|2

 (16.10)

となる。そこで

fA ◦ π(ζ) = π(Aζ) (16.11)

であることを見てみよう。それには式 16.4から

fA(ζ
∗σ⃗ζ) = (Aζ)∗σ⃗(Aζ)

fA−1(σi) = A∗σiA

となることを利用する。

左辺の成分は添え字の順番に注意して

[π(Aζ)]i = (Aζ)∗σi(Aζ) = ζ∗(A∗σiA)ζ = ζ∗fA−1(σi)ζ

= ζ∗

 3∑
j=1

(fA−1)ji σj

 ζ = ζ∗

 3∑
j=1

(fA)ij σj

 ζ

=

3∑
j=1

(fA)ij (ζ
∗σjζ) = [fA (ζ∗σ⃗ζ)]i

となる。
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例えばはじめの成分を比較すると、式 16.9の第一成分は

(az − bω̄)(az + bω̄) + (az − bω̄)(az + bω̄) =
(
|a|2 − |b|2

)
(zω̄ + ωz̄) + ab̄(z2 − ω2)

+āb(z̄2 − ω̄2)

=
(
|a|2 − |b|2

)
2Re [zω̄] +

(
ab̄+ āb

)
Re
[
z2 − ω̄2

]
+i
(
ab̄− āb

)
Im
[
z̄2 − ω2

]

=
(
Re[z2 − ω̄2], Im[z2 + ω̄2], 2Re[zω̄]

) ab̄+ āb

i(ab̄− āb)
|a|2 − |b|2


となり確かに 16.11が成りたっていることがわかる。一方で λ, z, ω ∈ Cとして一般に次が成り立つ。

(λ+ λ̄)Re(z2 − ω̄2) + i(λ+ λ̄)Re(z2 + ω̄2) =
1

2
[(λ+ λ̄)(z2 − ω̄2 + z̄2 − ω2)

+(λ− λ̄)(z2 + ω̄2 − z̄2 − ω2)

=
1

2

[
2λ
(
z2 − ω2

)
+ 2λ̄(z̄2 − ω̄2)

]
= λ

(
z2 − ω2

)
+ λ̄

(
z̄2 − ω̄2

)
また、次の関係も有用である。

Re(λ)Re(z2 − ω̄2) + Im(λ)Re(z2 + ω̄2) =
1

2

[
2λ
(
z2 − ω2

)
+ 2λ̄(z̄2 − ω̄2)

]

16.3 Euler angles

そこで具体的に π : S3 → S2 をオイラー角 (θ, ϕ, ψ)→ (θ, ϕ)を考えることにする。

π(θ, ϕ, ψ) = (θ, ϕ)

式 16.6から 2重被覆であることを考え、

z = cos(
θ

2
) exp

(
i

2
(ψ + ϕ)

)

ω = sin(
θ

2
) exp

(
− i
2
(ψ − ϕ)

)
とおく、この時は

π(θ, ϕ, ψ) = π

(
cos(

θ

2
) exp

(
i

2
(ψ + ϕ)

)
, sin(

θ

2
) exp

(
− i
2
(ψ − ϕ)

))

=

 cos
(
θ
2

)
sin
(
θ
2

)
e−iϕ + cos

(
θ
2

)
sin
(
θ
2

)
eiϕ

i(cos
(
θ
2

)
sin
(
θ
2

)
e−iϕ − cos

(
θ
2

)
sin
(
θ
2

)
eiϕ)

cos2
(
θ
2

)
− sin2

(
θ
2

)


=

 sin θ cosϕ

sin θ cosϕ

cos θ

 = (θ, ϕ)
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となることを意味する。ζ ∈ S3 であり、nを単位ベクトルとすると式 16.8から ζζ∗ = 1
2 (I2 + n · σ⃗)だから

(n · σ⃗)ζ = (2ζζ∗ − I2) ζ = 2ζ − ζ = ζ

ここで π : S3 → S2 の射影に対応する fibreを S3 上の SU(2)の移動で表すことを考えよう。

n軸周りの回転座標系を stabで表し、B ∈ SU(2), f(B) ∈ stabSO3(n),Bζ ∈ S3 とすると

π−1(n) = {Bζ : π(Bζ) = n} = {Bζ : f(B)π(ζ) = n}

= {Bζ : f(B)n = n} = {Bζ : f(B) ∈ stabSO3(n)}

が成り立つと考える。これにより SO(3)の部分群は SO(2) ≃ S1 の円周に準同型になる。

パラメタ tを用いてこの部分群は式 16.8から

B(t)ζ = e−
i
2 tn·σ⃗ζ =

(
cos

t

2
I2 − i sin

t

2
n · σ⃗

)
ζ

=

(
cos

t

2
− i sin t

2

)
ζ = e−

i
2 tζ = eiαζ

16.4 Clifford Torus[44]

16.4.1 立体射影

　第 1部で複素数を用いた立体射影、円の反転等に触れた。ここではまずに立体射影を一般的に考えてみよ
う。はじめに 3次元空間 R3 内に埋め込まれた S2 を

S2 = {x = (x, y, z) : |x| = 1}

で定義する。図のような平面への立体射影を π(x)として

π(x) =
1

1− z
(x, y) (16.12)

を考え、

S2 \ {(0, 0, 1)} ontoR2{(x, y, 0)}

とすればこの写像は 1対 1の単射である。

図 16.1: [44]

次に赤道上の大円を

C = {x ∈ S2 : x2 + y2 = 1} = {x : x2 + y2 = 1, z = 0}
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とすると π(C) = C となる。

次に立体射影上の回転を考えよう。はじめに球面上 y軸の ϕの回転を

Ryϕ(C) = {(x cosϕ, y, x sinϕ) : x
2 + y2 = 1}

とすると立体射影上の回転は式 16.12より次の合成写像で表される。

π ◦Ryϕ(C) =
{(

x cosϕ

1− x sinϕ
,

y

1− x sinϕ

)
: x2 + y2 = 1

}
となる。

図 16.2: π ◦Ryϕ(C)のフラフ ϕ = π/5, 2π/5, 3π/5, 4π/5の場合

もし、πの逆があり

π−1 : R2 → S2

とすると、

π ◦Ryϕ(C) = {a = (a, b) : π−1(a) ∈ P}

から逆に

π−1(a) =
1

|a|2 + 1

(
2a, 2b, |a|2 − 1

)
とすると π−1(a) ∈ P は球面上の点でないといけないから

a2 + b2 = 1 + 2a tanϕ

つまり、次のような円が球面上に描ける。

(a− tanϕ)2 + b2 = sec2 ϕ
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図 16.3: 球面上の円周の射影

さらにこの回転を y軸周りだけではなく、z軸まわりの θ, ψの回転を合成すると

Rzψ ◦R
y
ϕ ◦R

z
θ = R

また、一般に回転行列は

Rzψ(x) =

 cosψ − sinψ 0

sinψ cosψ 0

0 0 1


 x

y

z


とおけた。単位ベクトルを

e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1)

とすると、これらの単位ベクトルがどう回転するかをみてみよう。

Rzθ(e3) = e3

となるから

Rzψ ◦R
y
ϕ ◦R

z
θ(e3) = Rzψ ◦R

y
ϕ(e3)

となるので

R(e3) = Rzψ ◦R
y
ϕ(e3) =

 cosψ − sinψ 0

sinψ cosψ 0

0 0 1


 cosϕ 0 − sinϕ

0 1 0

sinϕ 0 cosϕ


 0

0

1



=

 cosψ − sinψ 0

sinψ cosψ 0

0 0 1


 − sinϕ

0

cosϕ

 =

 − cosψ sinϕ

− sinψ sinϕ

cosϕ


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16.4.2 4次元の場合

　次に 4次元に拡張して考えてみよう。S3 = {x ∈ R4 : |x| = 1}として Clifford torusを

Cl = {(x, y, z, w) ∈ R4 : x2 + y2 = z2 + w2 =
1

2
}

で表そう。これを立体射影を用いて R3 上に射影すると

w2 =
1

2
− z2 = x2 + y2 − z2

だから

x2 + y2 + z2+

Cl = {(x, y, z) ∈ R3 :
(√

x2 + y2 −
√
2
)2

+ z2 = 1}

という回転対称性を持ったリングができる。

16.5 Hopf_fibration

　一般に Rn+1 内に Sn を埋め込むと(
x1
)2

+
(
x2
)2

+ · · ·+ (xn)
2
= 1

例えば S3 → S2 において a2 + b2 + c2 + d2 = 1 とすると、

(
(a2 + b2 − c2 − d2

)2
+ (2(ad+ bc))

2
+ (2(bd− ac))2 = 1

となるので射影 hは

h(a, b, c, d) = (a2 + b2 − c2 − d2, 2(ad+ bc), 2(bd− ac)) (16.13)

で表すことができる。

ここで次元にとらわれない、ベクトルの回転と並進を表すことを考えよう。

そこで R3 において次のような軸性ベクトルとその回転 θを決めよう。

図 16.4: [40]より

ここで次のような (3 + 1)次元の組を考える

(kv, θ + 2nπ)

ただし、kは正のスカラー、nは整数である。さらに vは 3次元、θは 1次元の実数である。
これで 1つのユークリッド平面に対して法線ベクトルを決めることができる。しかし、1組の

(v, θ)

247



は同じ回転を自由にするのでこの回転を決めないといけない。これを軸の回転と呼ぶ。

この 2つの回転をどう決めるかは 19世紀半ばにWilliam_Rowan_Hamiltonにより 4元数を用いて表わさ
れた。

これを R4 上で次のような基底を考える。

i = (0, 1, 0, 0)

j = (0, 0, 1, 0)

k = (0, 0, 0, 1)

ただし、前部のクリフォード代数を用いて複素数を拡張し、次のような乗法の規則をつける。

i2 = j2 = k2 = −1

ij = k, jk = −i, ki = j (16.14)

４元単位ベクトルとスカラー値を用いて次のような位置ベクトルをつくる。

r = a+ bi+ cj+ dk

とした時、共役として

r̄ = a− bi− cj− dk

であり、ノルムは

||r|| =
√
rr̄ =

√
a2 + b2 + c2 + d2

で定義する。また、結合則

p(qr) = (pq)r

が成立する。逆元についても

r−1 =
r̄

||r||2

であるから、もし、単位ベクトルであれば

r−1 = r̄

となることに注意する。ノルムが一定になる場合は球面上の位置ベクトルとみなすことができる。

さらに、単位円周上にあり、||r|| =
√
rr̄ = 1とすると

a2 + b2 + c2 + d2 = 1

となる。

ここで Rr を３次元空間回転を与える演算子としよう。もし、r = ±1であれば Rr は恒等写像である。

重要なアイディアは Rr の固有方程式を考えることである。

この Rr の固有ベクトルをw(b, c, d)にとる。これは先の図でみたように回転 Rt の軸ベクトルになる。

図のように位置 rで紙面垂直になり、回転で向きを変えない。

固有値は 1をとると次の固有方程式がみつかる。

Rrw = w (16.15)
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次に、ベクトルw(b, c, d)に対して直交するベクトルを vを考える。この時、

w · v = 0

この vの成分について、少なくとも b, cのうち１つが 0ではないから

v = ci− bj

c = b = 0であれば

v = i

がとれる。

次に下図のように vを θだけ回転させた Rrvを考える。

これはw(b, c, d)に直交するから一般には b2 + c2 + d2 = 1− a2 だから

a2 − b2 − c2 − d2 = 2a2 − 1

また、vと回転させた Rrvとのなす角 θは式 16.14から ||v|| = 1として

cos θ =
v ·Rrv
||v||2

=
⟨(a− bi− cj− dk)|(a+ bi+ cj+ dk)⟩

1

=
a2 − b2 − c2 − d2

1

= 2a2 − 1

これから

a =

√
1 + cos θ

2
= cos

θ

2

の関係が下の図のようになっていることがわかる。

図 16.5: 軸ベクトルWとその回転

この (b, c, d)を軸ベクトルにとり、角度 θ は次の関係がある。

θ = 2 cos−1(a) = 2 sin−1
(√

b2 + c2 + d2
)

さら r, sが単位４元ベクトルであれば、に回転の演算子の合成則

Rr ◦Rs = Rrs
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が満たされ群の条件を満たしている。

ここでは直交群 SO3 と商群

S3/{1,−1} ≃ SO3

が同値になっている。

16.6 例 S3

　例えば S2 上に点 P0 = (1, 0, 0)をとる。S3 上の点を (a, b, c, d)で表す。単位 4元数を

r = a+ bi+ cj+ ck

で表す。球面上の回転を先と同じ Rr で表す。この時の Hopf_fibrationは次のように表すことができる。

r 7→ Rr(P0) = rir̄ (16.16)

これは具体的には式 16.13と同じである。また、図のような球面上の移動を表している。

図 16.6: [40]より

これは S3 上の円周である点集合 C は Hopf写像 hによって全て点 (1, 0, 0)に写される。

C = {cos t, sin t, 0, 0}|t ∈ R} 7→ (1, 0, 0) (16.17)

この C は R4上の単位円と考えることができる。よって h−1(1, 0, 0)は Hopf写像の (1, 0, 0)におけるファイ

バー束であると考えることができる。つまり Hopf写像によって円周は点に射影される。

16.7 円による空間の充填

　 1つの問題として、いくつかの独立な同心円と、直交する１つの直線で 3次元の空間を埋めることができ
るかを考えてみよう。例えば次の図のようにそれぞれの同心円が独立している場合を考えると簡単にイメージ

できる。
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図 16.7: [40]より

しかし、これらの円にすべて関連性を持たせるにはどうすればよいか。その答えの一つが Hopf_fibrersで
ある。

例えば次の図のように球面上においえ Aから B に移動することを考えよう。

図 16.8: [40]より

この時、弧 AB に直交する大円が必ずかけて、これを C とする。この球面上の Aから B への移動は次の 2
つの回転によって可能である。

回転 R1 の回転軸は AB の中点M を通る。この回転軸は大円 C の半径 OM 上にある。これに対し回転 R2

は A×B の回転で回転軸が大円 C の半径 ON 上にあり、

OM ⊥ ON

になっている。注目すべきはこれらの回転が 4元数で表すことができることである。
前節の式 16.15の表現を利用すると

R1 = Rr1 , R2 = Rr2

とすると (1, 0, 0)から点 P (p1, p2, p3)の回転をつくる 2つの軸ベクトルが r1 · r2 = 0を満たすようにつくると

r1 =
1√

2(1 + p1)
((1 + p1)i+ p2j + p3k)

r2 =

√
1 + p1

2

(
1 +

−p3j
1 + p1

+
p2k

1 + p1

)
(16.18)
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で表すことができる。

図 16.9: [40]より

よって円周上の点 eit = cos t+ i sin tからファイバー h−1(P )は R4 内の円として、

次のように書くことができる。

h−1(P ) =
{
r1e

it
}
0≤t≤2π

h−1(P ) =
{
r2e

it
}
0≤t≤2π

と表すことができる。ただし P (−1, 0, 0)は特別な場合で

h−1((−1, 0, 0)) =
{
keit

}
0≤t≤2π

である。

16.8 Hopf fibration

　 Hopf fibrationの例として第 1部で紹介した図のような立体射影を考える。

図 16.10: [40]より

これは R3 上の S2 上の極を除く点を R2 の点に射影する。

(x, y, z) 7→
(

x

1− z
,

y

1− z

)
この逆は

R2 → S2 \ (0, 0, 1)

であり、平面上の点 (a, b)から半球上の点を決めることができる。

これを応用し、次元を拡大して 4次元球を想像してみよう。S2では次の図のように立体射影すと 1つの平面
上に円、または直線が射影される。
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図 16.11: 直線に写す射影と円に写す立体射影

そこで、3次元に射影することを考えるためにまず、特別な点 (1, 0, 0), (−1, 0, 0)を考えよう。
sを立体射影

S3 \ (0, 0, 0, 1)→ R3

を表すものとし、

(w, x, y, z) 7→
(

x

1− w
,

y

1− w
,

z

1− w

)
(16.19)

を考える。式 16.17で見たように点 P (1, 0, 0)のファイバーは単位円であった。

4次元でも同じことが sを合成して考えれば成り立つはずであるから

R3 において x軸が
s ◦ h−1 ((1, 0, 0))→ x− axis

で射影され、yz平面の単位円が

s ◦ h−1 ((−1, 0, 0))→ y, z − unit circle

に射影される。

つまり次の図のように球上の点 (1, 0, 0), (−1, 0, 0)は式 16.18の直交する 2つの回転の自由度が加わるわけだ。
これを次の図では射影中心を回転させ、(1, 0, 0)Red (−1, 0, 0)Green, (p1, p2, p3)Blue

で描いてみている。赤は直線、緑が単位円、青は y-z平面にはから傾いいた円である。

図 16.12: 射影基準を変化させた時の Hopf写像

図の青色に相当する (1, 0, 0), (−1, 0, 0)以外の球面 S2上の点 P (p1, p2, p3)は s ◦ h−1によって yz平面には 2
つの点として写される。この時必ず 1つの点Aは単位円の中に、もう一つの点Bは単位円の外に写される。こ

の点 Aと B はベクトル

A⃗B(0, p3,−p2)
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を y− z平面に作る。重要なのは単位円はこのベクトル ABと交差し、x軸とも絡むことである。y− z平面
上の単位円を中心に見ると次の図のように絡んでいることがよくわかる。

図 16.13: [40]より

これは別な P 点をとっても同じであり、任意の射影された円、C,Dは次の図のように絡むことがHopf写像
の特徴である。

しかも次部で扱う絡み数で考察するが、この絡みの数は位相不変になっている。例えば次のような写像を考

えよう。先の 4元数を用いて CDを回転させる写像 ϕが次のように作られる。

f : R4 → R4 f(x) = kr−1x

ϕ = s ◦ f ◦ s−1

これによって CDが C ′D′ に写ったとしても次の図のように絡みの関係が保たれる。

図 16.14: [40]より

以上から Hopf fibration の簡単なイメージとして次の図のようにまとめることができる。
R4 上の S3 の絡んだ円 h−1(P ), h−1(Q)は R3 上の S2 球面上の点 P,Qのファイバーになっていて、図のよ

うに S3 から射影される。一方で同じ円 h−1(P ), h−1(Q)は立体射影により R3 上の絡んだ円に写さる。

図 16.15: [40]より
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これらは物理的な微小時間変化についての重要な示唆を含んでいる。絡んだ円により満たされると同時に 1
つの並進ベクトルを持つ空間とはどんなものになるか、次部で考察を深めることにしよう。

Hopf写像の回転をシミュレーションすることがMathematica[42]　などの数式処理ソフトを利用すると可
能になる。

下図では左側に 3次元の S2上の点を色を付けて表示し、対応する 4次元上の S3の絡み合う円が同じ色で描

かれている。

実際のソフト上では任意に回転することができるので円の回転による幾何的な模様として見ることができる。

図 16.16: S2 上の点と対応する S3 上の円　参照 [42]　を利用すれば回転させてみることができる。

16.9 例U1束

　具体的に S3 が S2 上の U(1)束になる場合を考える。ファイバーを実際にみるためにこの Hopf写像を考
えよう。

R4 に埋め込まれた 3次元単位球面は

(
x1
)2

+
(
x2
)2

+
(
x3
)2

+
(
x4
)2

= 1

を満たす。ここで複素数 zを

z0 = x1 + ix2, z1 = x3 − ix4

とおくと

|z0|2 + |z1|2 = 1

となる。次に S2 を

(
ξ1
)2

+
(
ξ2
)2

+
(
ξ3
)2

= 1 (16.20)

で表すと Hopf写像 πは π : S3 → S2 として

ξ1 = 2(x1x2 − x3x4)

ξ2 = 2(x2x3 − x1x4)

ξ3 =
(
x1
)2

+
(
x2
)2 − (x3)2 − (x4)2

となる。(X,Y )を S2の南半球 Usの点の北極点からの立体射影とする。S2の赤道を通る複素平面をとると

Z = X + iY 半径 1の円の中にあり、第 1部でみたメビウス変換

Z =
ξ1 + iξ2

1− ξ3
=
x1 + ix2

x3 + ix4
=
z0

z1
(ξ ∈ US)
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になる。

図 16.17: [12]より

ここで λ ∈ U(1)とするとこの Z は次の変換では不変である。

(z0, z1) 7→ (λz0, λz1)

|λ| = 1だから、点 (λz0, λz1)　も S3 上にある。

南極からの射影を図のように (U, V )で表すと、

W = U + iV =
ξ1 − iξ2

1 + ξ3
=
x3 + ix4

x1 + ix2
=
z1

z0
(ξ ∈ UN )

である。赤道は UN ∩ US であり
Z =

1

W

が成立している。ファイバー束構造を求めると、まず南、北半球上の局所自明化を

ϕ−1
S : π−1(US)→ US × U(1), (z0, z1) 7→ (z0/z1, z1/|z1|)

ϕ−1
N : π−1(UN )→ UN × U(1), (z0, z1) 7→ (z1/z0, z0/|z0|)

として定義する。UN 上では z0 ̸= 0であり、US 上では z1 ̸= 0である。

また、赤道上では ξ3 = 0であるから、式 16.20から |z0| = |z1| = 1/
√
2である。

これから赤道上の局所自明化を

ϕ−1
S : (z0, z1) 7→ (z0/z1, z1/

√
2z1)

ϕ−1
N : (z0, z1) 7→ (z1/z0, z0/

√
2z0)

これから赤道上の変換関数が

tNS(ξ) =

√
2z0√
2z1

=

√
2(x1 + ix2)√
2(x3 − ix4)

= 2(x1x2 − x3x4) + 2i(x2x3 − x1x4)

= ξ1 + iξ2 ∈ U(1)

と表される。

256



16.10 複素Hop Map　 [45]

　ここで R4 を C2 として考える。つまり、
x

y

z

w

 ≃ µ =

(
x+ iy

z + iw

)

とみなすことにする。この時、S3 は

S3 = {ψ ∈ C| |ψ| = 1} (16.21)

と表される。そこで単位ベクトルを µ ∈ C2 とし、複素平面上の µ方向の複素直線を

Lµ = {cµ|c ∈ C}

とする。また、S3 と、Lµ の境界部分を

Cµ = Lµ ∩ S3 = {eiϕµ|ϕ ∈ R}

とすると、これは S3 表面上の円 S1 であり、この円によって結合された領域を考えてみよう。

視覚化するために R4 を S3 へ立体射影する変換を考える。µ ∈ R4 を 3次元の球座標からの類推で次のよう
においてみる。 

x = sinα sinβ sin γ

y = sinα sinβ cos γ

z = sinα cosβ

w = cosα

ここで α, β ∈ [0, π], γ ∈ [0, 2π)であることに注意する。

実際に Cµ はこの変換を µに作用させると

Cµ = eiϕ

(
x+ iy

z + iw

)
≃


cosϕ − sinϕ 0 0

sinϕ cosϕ 0 0

0 0 cosϕ − sinϕ

0 0 sinϕ cosϕ




x

y

z

w


立体射影式 16.19の類推で 

x

y

z

w

 7→ 1

1− w

 x

y

z


の射影を考えると、R3 の図が得られる。

図 16.18: [45]より
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16.11 Qubit2準位量子状態

　 Hopf写像が 2次元の複素空間の組 C2と対応していたことを利用し、物理的な応用がいくつかある。2次
元複素ヒルベルト空間を考え、2準位モデル qubitを考えてみよう。2つの複素数の内積を

⟨z, w⟩ = z̄1w1 + z̄2w2 = z†w

で定義する。量子力学的な純粋状態は密度演算子 ρによって

ρ =
zz†

Z†Z

と表された。ある観測 Aの状態の期待値は密度演算子との対角和

Tr Aρ (16.22)

で表され、これは実数でなくてはならないので Aはエルミート演算子である必要があった。

よって期待値は
z†Az

z†z

で表される。ただし、次のように状態ベクトルは規格化しておく。

⟨z, z⟩ = 1

この時、幾何学的位相でみてきたように実数 αとして、位相因子

eiα

の自由度があり、これを決定することができなかった。そこでこれを射影演算子 P を用いて

P (C2) = CP1

から対応を対応を考えてみよう。

そこでまず密度演算子を決めることから始めよう。パウリ行列を

σ1 =

(
0 1

1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0

0 −1

)

とおく。第 3部で見たようにこれらはスピン 1/2粒子の運動量関係していた。そこで

σ =(σ1, σ2, σ3)

とおくと密度演算子によって期待値が式より uectorとして

R := Tr ρσ ∈ R3

のようにおける。そこでこれから純粋状態であれば

R(z) :=
z†σz

z†z

ただし、R2(z) = 1
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17 ファイバーバンドル [47]

　 Rupert Wayは主束の写像と物理的な固有値の考え方を発展させ前節の Hopf写像を応用している。参考
文献 [47]には非常に豊富にファーバーをイメージするために図が掲載されている。そこで改めてファーバーを
用いてディラックモノポールや Hopf写像を考えてみる。
はじめにファイバーバンドルを改めてとりあげる。

　多様体M上に空間 Pを考え、接続G,射影 πを持つ主束を (P,M,G, π)とする。Gは左作用の Lie群であ
るとする。また、射影 πは

π : P →M

とし、q ∈ P, x = π(q) ∈M,p ∈ π−1(x) である。左作用は

Φ : G× P → P

Φ(g, p) = Φg(p) = p · q

と表される。これは [47]にわかりやすい図があるので引用する。

図 17.1: principal bandle[47]より

この図で見るように P 上の点 qを通る連続曲線が fibreGである。よって TqGは接線で描かれている。これ

に対し、TqP は線ではなく、空間になる。fibreG上の異なる点 pは

Φg(p) = p · g (17.1)

によってファイバー上を移動する。しかし、Tπ(p)M への射影はファーバー上で区別はできなく

x = π(p) = π(q) (17.2)

である。

前節式??で見たようにベクトル空間は接空間 TqP は垂直部分空間 VqP と水平部分空間 HqP に分けること

ができた。これを図では立体空間として表現してある。

TqP = VqP ⊕HqP

ただし、垂直部分空間は次のように定義された。

VqP = ker(π∗)
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ここで π∗ は 14.6でみた引き戻し (pull back)の逆で (push forward)で先に移動させることを表す。これは
局所的な規則で強力である。この時、水平部分空間HqP は次元が

dim(TqP )− dim(TqG)

で決まる。よって今度は VqP は接線で描かれたのに対し次の図のようにHqP が面を表している。これは式

??で定義したような 1形式と 2形式がつくられ、VqP,HqP が次のような 3重積のように対応する。

A · (B × C)

従って接続 G上に沿った移動は gによって垂直空間は

Φg : Vq·gP

に写るが、水平空間は次のように先に移動する。

(Φg)∗ : Hq·gP

が対応する。これは連続した曲面を構成していく。

図 17.2: Horizontal spaces[47]より

この時 fibreG上を　点 pが次の写像 Φg で p · qに移動したがHqP を表している面は

Hq·gP = (Φg)∗(HqP )

で移動している。(Φg)∗ は左作用し、HqP の部分空間に

(Φg)∗ : TqP → TΦg(q)P

として作用するとみなせる。

これはM 上に x = π(q) = π(p)が射影されているがこれを含む面が

π∗(HqP ) = Tπ(q)M (17.3)

で表されることになる。この図で点 q,線 TqG,面 Tπ(p)M の関係をイメージしておくことが重要である。ま

た、この写像が同相であるためには次元が等しく、

dim(HqP ) = dim(Tπ(q)M)

になっている。
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17.1 one-parameter表示

　ここでリー代数 g ∈ Gを用いて接空間での各点 qはリー代数の要件を満たすとする。

TqG ≃ g

とすると、Lie代数をもちいて微分幾何を構築できる。そこで gを P 上の 1形式として接続 1形式を考える。
e ∈ Gとして g ≃ TeGとし、Xを前節式??で定義した左不変のベクトル空間とする。Xξ ∈ XL(G)として

Xξ ∈ XL(G)

で左不変のベクトルを表す。この時、ξ ∈ gとし、次を満たす点を t = 0で考える。

Xξ(e) = ξ

これは前節式??から gξ(t)が積分曲線になることを示し、Gの one-parameter部分空間になる。

exp(ξ) = gξ(1)

exp(tξ) = gξ(t) ∈ G

この時 V ∈ TqP をベクトルとしてHpP と VpP の射影関係を参照 [47]では次のように図示している。

図 17.3: TqP = VqP ⊕HqP [47]より

これは前節の図 12.6に相当している。点線の立体が TqP = VqP ⊕HqP を表す。

one-parameter部分群の生成は次のようになされた。

ξP (q) =
d

dt
Φ(gξ(t), q)|t=0

ファイバー上の移動は Φ(g, q) = q · gだから

ξP (q) =
d

dt
Φ(gξ(t), q)|t=0

=
d

dt
(q · gξ(t)) |t=0

=
d

dt
(q · exp(tξ)) |t=0

= q ξ

となり、ベクトル場Xξ と積分曲線の関係がパラメタ tの曲線で参照 [47]では次のように空間 P を図示して

いる。
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図 17.4: 主束上の左作用 [47]より

つまり、one-parameter群と左作用不変のベクトル場は同じものを表していて、ファイバーの底空間を貫通
していく閉曲線を形成する。Φg がこの曲線上の移動をになっている。

さらに ωp ∈ gの 1形式として次の関係式を満たす。

ωp(ξP (q)) = ξ ∀ξ ∈ g

ωΦg(q)
([(Φg)∗|q]V) = Adg(ωg(V)), ∀V ∈ TqP, ∀g ∈ G (17.4)

ここで Adg : g→ g(g ∈ G)は式 8.11の随伴演算子である。よって内積の要請から

Adg(σ) = g−1σg g ∈ G, σ ∈ g

である。これから式 17.4は

ωΦg(q)
([(Φg)∗|q]V) = Φ−1

g (ωq(V))Φg, ∀V ∈ TqP, ∀g ∈ G (17.5)

で表される。この様子を参照 [47]では次のように図示している。
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図 17.5: G不変な接続形式 [47]

このイメージ図から式 17.3と 17.5の間の双対性が連続したパラメタ曲線に必要であることを示唆している。
射影空間上の値が 2次元、3次元の空間の作用から決まる力学をさらに考察していく必要がある。

17.2 平行移動

　主束 P 上で t ∈ [c, d] ⊂ Rとして Pathを次で表す。

t 7→ q(t) ∈ P

平行移動

この Pathは水平空間にあり、接ベクトル q̇(t)は各 tでのHq(t)P の接続により決められる。

しかし、式 17.4で見たように水平部分空間は 1形式の ωの接続の Kernelの定義によって決められる。従っ
て、全ての ∀tに対して

ω(q̇(t)) = 0 (17.6)

をみたす pathが q(t)である。

これから常に垂直空間において q(t)に対しての接ベクトル q̇(t)の成分が 0になるわけである。
この水平部分空間上の Pathq(t)の時間変化 q(t1), q(t2), q(t3)の様子が次に描かれている。

図 17.6: 主束上の Pathの tの変化 [47]
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これは前節式??でみた水平持ち上げの様子を表している。その式の図と比べてみると時間の進みがよくわか
る。この図では時間推進毎に曲線 Gが描かれていることに注意する。

今回の水平持ち上げを次のように表そう。

q̂(t) = q(t)a(t) (17.7)

ただし

a(t) ∈ G

Rupert Wayは次のような微分である。式 17.7の時間微分について考えると接続 ωについて式 17.6の関係が
ある。

ω
(

˙ˆ(t)q
)
= 0

ここでこの a(t)に前節の接続の微分方程式式??から次の条件を課す。

ȧ(t)a−1(t) = −ω (q̇(t)) (17.8)

この時、a(c) = eを満たす cは次を満たす。

q(c) = q̂(c)

この様子を図示すると次のようになる。

図 17.7: 垂直移動を伴う水平方向の変化 [47]

この図は水平部分空上での pathの変化が持ち上げのない場合と比較して描かれている。
持ち上げられている pathは q̂(t)でそうでない pathが q(t)である。重要なのは接ベクトルを考える場合で

q̂(t)に沿った接ベクトルは
˙̂q(t) ∈ H ˙̂q(t)P

となるが

q̇(t) /∈ Hq̇(t)P

であり、水平部分空間の要素ではなくなる。
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17.3 Hopf写像

　 Rupert Wayはもし物理的な観測可能な uが解として得られれば cを複素数として

c = reiθ

uは固有値として superfluousな情報を持つ。しかし、これらは通常の解析の対象に現れることがない。例え
ば大きさを表す rと位相をしめす θがそうである。

従ってここで考える自然な空間は前節でも取り上げた複素射影空間 CPn−1を考えると Cn上の pathに沿っ
て進んだ場合の固有値として重要な意味を持つ。その例が Hopf写像である。前節で紹介したように Hopf写
像は

π : S2n−1 → CPn−1 z ∈ S2n−1

で与えられる。これを次のような写像で表す。

z = (z1, z2, · · · zn) ∈ S2n−1 ⊂ Cn 7→ [z1, z2, · · · zn] ∈ CPn−1

これを先の水平、垂直空間にわけることに対応させる。主束を U(1)とし、底の baseを CPn−1 とし、全空

間が S2n−1 となる次のような対応を考える。

U(1)→
S2n−1

↓
CPn−1

つまり、主束 P = S2n−1 とし、底の多様体をM = CPn−1、接続は G = U(1)とし、リー代数を g = iRと
する。n = 2において Hopf写像を次のようにおく

π : C2 ⊃ S3 → S2

(z1, z2) 7→ π(z1, z2) =
(
z̄1z2 + z1z̄2, i(z̄1z2 − z1z̄2), |z1|2 − |z2|2

)
するとたしかに

|π(z1, z2)|2 =
(
|z1|2 + |z2|2

)2
が成り立つのので

(z1, z2) ∈ S3 =⇒ π(z1, z2) ∈ S2

である。さらに S3 ⊂ C2 上の各点は写像 πによって S2 ⊂ R3 上の点に写る。

さらに、eiθ ∈ U(1)として

π(eiθ(z1, z2) = π
(
(eiθz1, e

iθz2)
)
= π ((z1, z2))

が成り立っている。

ここでは v, ωの記号を用いて

v ∈ S2n−1 ⊂ Cn

とし、さらに

ω ∈ S2n−1 ⊂ Cn

θ ∈ R
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として vを v(eiθ, [ω])で表す。ただし、[ω] ∈ CPn−1 とする。すると ω, eiθ らは共に S2n−1 上の点であり

π : S2n−1 → CPn−1

eiθω 7→ [ω]

が対応する。ファイバーの考えでは要素 [ω] ∈ CPn−1 が S1 − fibreで S2n−1 上の点で底は同じ点に射影さ

れる。CPn−1 上では同じでも θが位相として S2n−1 上の差を表す。垂直ベクトルはファイバーの接ベクトル

から決められ、θによってパラメタライズされると考えてよい。

この時、垂直ベクトルは間隔 {
∂

∂θ

}
で決められる。

一般に Cn+1 内のトーラスは C∗ = GL1(C)であり、スカラー積ｖ

z⃗ 7→ λ · z⃗

から連続した曲線をつくる。射影CPnにより、これはCn+1内のモジュライ 1次元部分空間を単位球 S2n+1 ∈
Cn+1 上につくる。これは結局 S1 = U(1) ≤ C∗ となる S1 − bundleを次のようにつくることである。

S1 ↪→ S2n+1 π−→ CPn

Hopfバンドルは n = 1の特別な場合であり、このとき

CP 1 ≃ S2

である。

17.4 位相空間の階層

　立体射影と Hopf写像を見てきたのでこれを用いて C \ {0}上の pathを考える。単位球 S2n−1 上の path
を CPn−1の成分と S1の成分に分けることを考えよう。前節で S1 − bundleの構造を持つ Hopf写像を見てき
た。そこで自然な階層分けとして次のような階層を考える。

(u ∈) C ≃ R2n

↓
(u ∈) C \ {0}

↓
(v, ω ∈) S2n−1

↓
([v], [ω] ∈) CPn−1

ここでは Hopfバンドルの pathvを次のような自然なパラメタを用いて記述する。

v(x) = eiθ(x)ω(x)

x ∈ [x0, x1] ⊂ R

ただし、x ∈ Rとし v(x)は単位球 S2n−1 上の pathであり、ω(x)もまた単位球 S2n−1 上の pathである。
どんな C \ {0}上の pathも次のように射影される。例えば n = 2とすると

π ◦ P : R4 → S3 → S2
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この様子は次の図で表される。

図 17.8: 合成写像による空間の階層化 [47]より

つまり、R4 内の連続曲線が射影 P により R4 内に埋め込まれた S3 上の曲線に射影される。

次にこの S3 上の曲線は射影 πにより R3 内に埋め込まれた S2 上の曲線に射影される。

ここで ω(x)も S2n−1上の pathとし、θ(x)は局所座標に依存するとする v(x)と ω(x)は S2n−1上にあるわ

けだから、次のような回転で結ばれる。

v(x) = eiθ(x)ω(x) (17.9)

これらは式 17.2から CPn−1 上では同じ pathを通る。
式 17.8において

a(x) = eiθ(x)

とすると v(x)が S3にあり、これを射影し π(v(x))は S2にある。図には S3では 2周期分が S2で 1周期分
になることに注意する。

ベクトル束の式 17.8で見たように ω(x)が接続の性質を満たせば[
d

dx
(e−iθ(x))

]
eiθ(x) = −ω(vx)

となるがこれはすなわち

θx(x) = −iω(vx)
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であることを示す。これは 1形式が一般に積分を表すとするとバンドル上の接続 1形式は pathに沿って続
1形式を積分すると虚軸上に位相の S2n−1 上の曲りを示す。xが x0 から x1 に変化する間に θ(x)が v(x)の速

さで球上を動く。

これが Hopfバンドルの姿でもある。この局所的な周回に依存し、別な周回と接触するところでは打消しあ
うことができない。

17.5 Hopf_bundleの接続 [47]

　ここで Cn 上の接ベクトルを考える。q ∈ S2n−1,V ∈ TqS2n−1 として自然な接続を水平部分の成分を用

いて

ωq(V) = qHV (17.10)

で表す。ただし、肩のH は Hermitian転置を表す。従って次が成り立つ。

qqH ̸= qHq = 1

V は S2n−1 上の単位ベクトルだから Orr-Sommerfeld_equationから

V = (1− qqH)ω + iαq, α ∈ R, ω ∈ Cn (17.11)

とかける。この方程式は接空間へのベクトル場からの射影を表している。

これは Stiefel_manifoldの特別な場合である。これを水平部分空間での式 17.10から qHq = 1を用いると

ωq(V) = qHV = qH
[
(1− qqH)ω + iαq

]
=

(
qH − qHqqH

)
ω + iαqHq

=
(
qH − qH

)
ω + iα

= iα

となる。従って、ωq は接ベクトルを Lie代数 iRに写す

TqS
2n−1 → g

よって右作用素 Φと Lie代数 ξ ∈ gさらに q ∈ S2n−1 として微小変化の演算子

ξP (q) = qξ

を用いて

ωq(ξP (q)) = ωq(qξ) = qHqξ = ξ

の関係が必要になる。

ここで γ(s)を S2n−1 上の pathとする。ただし、γ(0) = qである。この時、接ベクトルは

V =
d

ds
γ(s)|s=0

である。この γ(s)上の U(1)の右作用は

Φg(γ(s)) = γ(s) · g
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のようになる。これは [
(Φg)∗ |q

]
V =

[
(Φg)∗ |q

]( d

ds
γ(s)|s=0

)
=

d

ds
Φg(γ(s))|s=0

=
d

ds
(γ(s) · g)|s=0

=

(
d

ds
γ(s)|s=0

)
g

= Vg ∀g ∈ U(1)

であり、随伴表現を用いると

ωΦgq ([(Φg)∗|q]V) = ωq·g(Vg)

= (qg)H (Vg)

= gHqHVg

= g−1(qHV)g since g ∈ U(1)

= Adg(ωq(V)) (17.12)

となる。

17.6 平行移動

　 S2n−1 上のベクトルを

v(x) =


v1(x)

...
vn(x)

 ∈ S2n−1 ⊂ C

とすると pathに沿った自然な接続として

ω = vHdv

= Re
(
vHdv

)
+ i Im(vHdv)

と書くことができる。しかし、複素数の表現を

v1 = (x1 + iy1), · · · vn(xn + iyn), ||v|| = 1

とすると

Re(vHdv) = 0

だから

ω = i Im(vHdv) (17.13)

である。

v =
u

||u||
だから移動の速度の比として

ω = i Im(vHdv) = i
Im(uHdu)

uHu
(17.14)

を得る。これからいわゆる自然な接続として水平空間上に局所座標の関数として

θx(x) = −ivHvx = Im(vHvx) (17.15)

が成り立つ。
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17.7 位相の曲り

　水平、垂直部分空間に分けるというアイディアを考えたが、水平空間からのずれは Cn内にある S2n−1の

実球への接続に相当し、これが前節で紹介した Hopf_bundleと呼ばれるものになる。
ここで Pathに沿ったベクトルを u(x) ∈ Cn \ {0}とし、これに関連してユニークに決まる位相変化を θ(x)

とするとこれが水平空間からのずれになる。従ってこの位相の曲り θ(x)をいかに決めるかが重要な課題になる

一般的な pathを γ̂ : R ⊃ [x0, x1]→ C \ {0}を考え、これは立体射影を表すとする。この pathに沿って接続
を積分するために S2n−1 上に γ を引き戻し、次のように計算する。これは前部で紹介した S2n−1 上の 1形式

ω = f(u)du

と置き換えることで簡単になる。式 17.14を用いて

∫
γ

ω =

∫
[x0,x1]

(γ)
∗
ω

=

∫ x1

x0

(
f(u(x))

du

dx

)
dx

=

∫ x1

x0

(
i
Im(uHux)

uHu

)
dx

従って位相 θは式 17.15を用いて一般的に u = u(s) として、

θ(x) =

∫ x1

x0

(
Im(uHus)

uHu

)
ds (17.16)

となる。この位相変化が局所的な経路に依存することは別部の不可積分位相で取り上げた幾何学的位相と同

じである。

そこでさらに次の固有方程式が条件として付け加える場合を考えよう。

ux = Au, u(x) ∈ Cn \ {0}, x ∈ R, A ∈Mn(C), u(0) = u0 (17.17)

これは ux = Auが位相のみで変化することを表す。Mn(C)は n× nの複素行列である。これにより C \ {0}
に射影される。球上への射影を

v(x) =
u(x)

||u(x)||
∈ S2n−1 ⊂ Cn (17.18)

とする。これが作用Aでどう変化するかを見てみよう。大きさと向きに分けてベクトルを微分すると式 17.17
から

vx =

(
u

||u||

)
x

=
ux
||u||

+ u
[
(uHu)−1/2

]
x

=
ux
||u||

+ u

(
−1
2

)
(uHu)−3/2

(
uHx u+ uHux

)
=

Au

||u||
− 1

2

u

||u||
1

||u||2
[
(Au)

H
u+ uH (Au)

]
=

Au

||u||
− 1

2

u

||u||

[
uH

||u||
AH

u

||u||
+
uH

||u||
A

u

||u||

]
= Av − 1

2
v
[
vHAHv + vHAv

]
ここで肩のH がエルミート転置であることを考えると

1

2
[z̄ + z] = Re[z]
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だから結局

vx = Av − vRe(vHAv)

となる。さらに次の関係を用いると

vHAv = Re
(
vHAv

)
+ iIm

(
vHAv

)

vx =
(
I − vvH

)
Av + ivIm

(
vHAv

)
(17.19)

が得られ、これが S2n−1 上の v(x)を決める運動方程式である。

次に局所座標を用いて S1 × CPn−1 に射影するために

v(x) = eiθ(x)ω(x)

を考えるとこれから vHAv = ωHAωが成り立つことを利用し、これを引きもどして

ωx =
(
e−iθ(x)v(x)

)
x

= e−iθvx − ie−iθθxv

= e−iθ
[(
I − vvH

)
Av + ivIm

(
vHAv

)]
− ie−iθθxv

=
(
I − ωωH

)
Aω + iωIm

(
ωHAω

)
− iωθx

=
(
I − ωωH

)
Aω + iωIm

(
ωHAω − θx

)
(17.20)

となり、位相の xに対する変化は虚成分に効くことがわかる。この項については後に考察する。

この式が v(x)に対応する fibreω(x)を決める。運動方程式である。つまり、初期値 x0を考えると次のよう

に v(x)と ω(x)は θ(x0) = 0であれば同じ点からスタートする。

v(x) : {v(x0)}, ω(x){v(x0), θ(x0)}

しかし、θ(x)が変化すると v(x), ω(x)は S2n−1 上では異なる点に変化していく、θ(x)の周期性と規格化条

件から ω(x)は S2n−1上では式 17.18から S1を描く、これが Hopf写像に相当する。しかし、今後考察しなく
てはいけないのはこの θ(x)の任意性である。この θが fibreと fibreを結ぶわかだが曖昧な点が多い。
例えばもし、θxが一定であれば v(x)と ω(x)は決まった位相差 θ0で結ばれる。これはゲージ変換であり、こ

の空間にゲージ場にる相互作用が働いていることを意味する。この位相差はあらゆる時空点で一挙に一定の θ0

にならないといけない。こうした θx, θが幾何学的位相やゲージ自由度と関連し、物理現象の時間推進と相互

作用を明らかにする観測問題の重要な課題の１つである。

この様子を次に図示する。
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図 17.9: [47]より

注目すべきは θ(x)の xによる変化量が 0である時の ω(x1)と θ(x)の xによる変化量が 0ではない時の ω(x1)

はでは S2n−1 上の点が異なることである。また、まとめると次のような特徴がある。

• x ∈ [x0, x1] ⊂ R,の時は v(x), ω(x)共に射影面 CPn−1上では同一点で S2n−1上では同一 path上の点に
なる。

• S2n−1上の v(x)の path上の点それぞれに対応し、円周 S1 − fibreが ω(x) = e−iθ(x)v(x)に対応し、こ

れらは射影平面 CPn−1 上では同じ点になる。　

　次に式 17.20の虚数項にある
i Im(ωHAω)

について考える。これは ω(x)の pathが

ux = Au u ∈ Cn, A ⊂Mn(C)

の微分方程式に従い、水平部分空間上の自然な接続条件

θx(x) = Im
(
ωHAω

)
が成り立つとすると式 17.20は単純に

ωx = (I − ωωH)Aω
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となるが、これは水平部分空間では実空間上の微分方程式

ux = Au u ∈ Rn, A ⊂Mn(R)

と同じである。従ってこのような微分方程式が成り立つ場合位相 θ(x)は式から

θ(x1) =

∫ x1

x0

(
Im(uHAu)

uHu

)
ds (17.21)

となり、これを足し合わせ

n∑
θ(x)

∫ x1

x0

(
Im
(
uHAuuHAu · · ·uuHAu

)
(uHu)

n

)
ds

を考えると

uuH = 1, uHu = 1

が成り立てば

n∑
θ(x) =

∫ x1

x0

(
Im(uHAu)n

uHu

)
ds = θn

が成り立つ。

17.8 4元数

Hopf bundleを考えるのに式 16.14でみた 4元数を用いよう。前回と同様に次のように定義する。

H = {a+ bi+ cj + dk : a, b, c, d ∈ R}

4元数の行列として、J1, J2, J3,K1,K2,K3 を次のように決める。ｂ

J1 =


0 −1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 −1
0 0 1 0

 , J2 =


0 0 −1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 −1 0 0

 , J3 =


0 0 0 −1
0 0 −1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

 (17.22)

K1 =


0 0 0 1

0 0 −1 0

0 1 0 0

−1 0 0 0

 ,K2 =


0 1 0 0

−1 0 0 0

0 0 0 −1
0 0 1 0

 ,K3 =


0 0 1 0

0 0 0 1

−1 0 0 0

0 −1 0 0

 (17.23)

すると Lie代数を満たす so(4)の基底ができる。これにより、例えば
a b c d

−b a −d c

−c d a −b
−d −c b a

 = aI4 + bK2 + cK3 + dK1

である。これらの定義により各成分が次の関係を満たす。

J2
i = −I4, K2

i = −I4 (i = 1, 2, 3)

JiJj = ϵijkJk KiKj = ϵijkKk (i = 1, 2, 3)
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また、次の共役作用素を定義する

R =


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1


この時、J,K は次の関係で結ばれる。

K1 = RTJ3R

K2 = RTJ1R

K3 = RTJ2R

この関係は逆もまた同様に成り立つ。

重要なのはこれらから R4 の基底をつくることができることである。例えば

ξ ∈ R4, ξ ̸= 0

をとると i ̸= j の時、Ki の歪対称性を利用して ⟨ξ|Kjξ⟩ = 0であり

⟨Kiξ|Kjξ⟩ =
⟨
ξ|KT

i Kjξ
⟩
= ⟨ξ| −KiKjξ⟩ = ⟨ξ| − ϵijkKkξ⟩ = 0

だから

{ξ,K1ξ,K2ξ,K3ξ}

の基底は互いに直交している。

これから 1つの S3に直交した 4元ベクトル v ∈ S3をとると接ベクトルは直交する他の 3成分の距離になる
から

TvS
3 = span {K1v,K2v,K3v}

となるののでこれらの 4元ベクトルは 3次元球の接空間の基底を表すのに適している。

18 Hopf束

　再び、ここで Hopf束を考える。式 16.21で見たように複素平面を考え、
複素座標として (z1, z2) ∈ S3 ⊂ C2 をとると

Φ : S1 × S3 → S3

を次の写像で表す。

(eiθ, (z1, z2)) 7→ (eimθz1, e
inθz2), (m,n ∈ Z \ {0})

特に S3 の点を異なる点に回転させると S1 の作用は

m,n = ±1

の場合は特別に異なった座標系で示すことができる。Cushman の著書などに紹介されている。
ここでは複素座標として z ∈ S3 ⊂ C2 をとり、m = n = 1の場合

Φ : S1 × S3 → S3
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(eiθ, z) 7→ eiθz (18.1)

を考えよう。この時の Hopf写像は次のようになる。

π : C2 → R3

(
z1

z2

)
7→

 2Re(z1z̄2)

2Im(z1z̄2)

|z1|2 − |z2|2

 =

 z̄1z2 + z1z̄2

i(z̄1z2 + z1z̄2)

|z1|2 − |z2|2


ここで zは次のような成分を持つ

z =

(
z1

z2

)
=

(
x1 + iy1

x2 + iy2

)
=

(
x1

x2

)
+ i

(
y1

y2

)

さらにここで次のような実、虚座標を成分に持つ 4元ベクトルを

v ≡


x1

x2

y1

y2

 =


Re(z1)

Re(z2)

Im(z1)

Im(z2)

 ∈ S3 ⊂ R4 (18.2)

と置き、さらに射影 πを

π :


x1

x2

y1

y2

 =

 2(x1x2 + y1y2)

2(x2x1 − x1y2)
x21 + y2 − x22 − y22


とすると位置 vにおいて接平面写像 π∗ : TvS

3 → Tπ(v)S
2 が定義できて、

π∗ = 2

 x2 x1 y2 y1

−y2 y1 x2 −x1
x1 −x2 y1 −y2


となる。この時確かに、

π∗v =

 2(x1x2 + y1y2)

2(x2x1 − x1y2)
x21 + y2 − x22 − y22


が成り立つ。

次に前節で水平、垂直部分空間に分けたので、ここでもHopf主束を垂直空間として v, Vv を考える。ただし

これらはKer(π∗)になっている。今 a ∈ TvS3 を考える。ただし、この接空間の基底は式 17.23の 4元数を用
いて

{K1v,K2v,K3v}

で表されたから、一般に aは c ∈ Rとして、

a = c1K1v + c2K2v + c3K3v

275



従って垂直空間のベクトルは実成分のかけ算で push forwardと距離 spanを用いて次のようにおく。

Vv = ker(π∗)|TvS3

= span {K3v} (18.3)

= span




0 0 1 0

0 0 0 1

−1 0 0 0

0 −1 0 0




x1

x2

y1

y2




= span




y1

y2

−x1
−x2




=

α


y1

y2

−x1
−x2




ただし、α ∈ Rである。ただし、これを元の複素数で表示するとα


y1

y2

−x1
−x2


 ∈ R4 ↔

[
α

(
y1

y2

)
+ iα

(
−x1
−x2

)]
∈ C2

という対応があるが、

α

(
y1

y2

)
+ iα

(
−x1
−x2

)
= −iα

[(
x1

−x

)
+ i

(
y1

y2

)]

= −iα

(
z1

z2

)

とかけるので

Vz = {−iαz : α ∈ R} = span{iz}

となる。しかし、重要なのは複素座標上では式 18.1のように位相がかかり eiθz が位置を示すがこれが次の

ような微分の関係で表すことができることである。[
d

dθ

(
eiθz

)]
θ=0

= ieiθz|θ=0 = iz

θ = 0の切断により、この微分演算を作用に選ぶとうまく当てはまるが、他の演算も定義できる可能性もある。

18.1 群作用

複素作用での群作用が

Φ : S1 × S3 → S3, (eiθ, z) 7→ eiθz
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で表されたが、これを実座標で表現すると次のように変数を分離できる。

eiθz =

(
eiθz1

eiθz2

)

=

(
(cos θ + i sin θ) (x1 + iy1)

(cos θ + i sin θ) (x2 + iy2)

)

=

(
x1 cos θ − y1 sin θ
x2 cos θ − y2 sin θ

)
+ i

(
x1 cos θ + y1 sin θ

x2 cos θ + y2 sin θ

)
(18.4)

そこで実、虚空間を共に表現するためのGθを用いる。前節式 17.1で定義したようにGがファイバーである。

Gθv = Gθ


x1

x2

y1

y2



=


x1 cos θ − y1 sin θ1
x2 cos θ − y2 sin θ
x1 cos θ + y1 sin θ

x2 cos θ + y2 sin θ



=


cos θ 0 − sin θ 0

0 cos θ 0 − sin θ

sin θ 0 cos θ 0

0 sin θ 0 cos θ




x1

x2

y1

y2

 (18.5)

=

(
I2 cos θ −I2 sin θ
I2 sin v I2 cos θ

)
v

と表され、これはまさに実、虚空間の回転に相当する。

ここでGはリー群であり、リー環を構成するとする。すると前節でみたように指数写像を持つことができて

t ∈ R, ξ ∈ gとして

t 7→ exp(tξ)

と書ける。t = 0での接ベクトルは exp(ξ)となる。1パラメタ群を

exp(tξ) = gξ(t) ∈ G

で表すとする。ここでは 4× 4の行列を考え、

K3 =


0 0 1 0

0 0 0 1

−1 0 0 0

0 −1 0 0


Gθ = e−K3θ

とおくと、写像

ϕ : G→ H

は Lie群の写像で ∀g1, g2 ∈ Gであれば

ϕ(g1 ◦ g2) = ϕ(g1) ◦ ϕ(g2)
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が成り立つ。さらにH が一般線型群 GLn(R)か GLn(C)であれば ϕは Gの表現である。

行列を利用して Lie群と Lie代数を表すことができる。これはm×mの行列をAとすると eAもまた、m×m
の行列になる。

{K1,K2,K3}を Lie代数 S3 の基底として、式 18.3から

g ≃ TeG, TvS3 = span{K1v,K2v,K3v}

とおくと、これは Lie群 SU(2)が Lie代数 S3 と微分同相であるとして θ ∈ Rを用いて TvS
3 上のベクトル

をK3vで表す。式 17.23から次の行列を対応させる。

θ → exp(θK3)

これは R4を張り、内訳が 1パラメタの S1の U(1)群と S3の SU(2)群になる。これから θ = 0でK3vにな

る。これを垂直成分の方向にとる。θの符号が反対の場合もあり得るので

Gθ = e−K3θ (18.6)

とかける。{K1,K2,K3}を基底として一般に TvS
3 の実成分 a, b, c ∈ Rを用いて

K̃ = aK1 + bK2 + cK3

と表すことができるから 4元数の性質を用いれば

K̃2 = (aK1 + bK2 + cK3) (aK1 + bK2 + cK3)

=
(
−a2 − b2 − c2

)
I4 + (aK1bK2 + · · · bK2aK1 + · · · )

=
(
−a2 − b2 − c2

)
I4 + (abK3 + · · · − abK3 + · · · )

=
(
−a2 − b2 − c2

)
I4

となるので α2 = a2 + b2 + c2 とおけば

K̃2 = −α2I4

と単純になることを利用して、式 18.6を展開すると奇数と偶数に分けて、

eK̃θ =

∞∑
n=0

(K̃θ)n

n!
=

∞∑
n=0

(K̃)nθn

n!

=

∞∑
n=0

(K̃)2nθ2n

2n!
+

∞∑
n=0

(K̃)2n+1θ2n+1

(2n+ 1)!

= I4

∞∑
n=0

(−α2)nθ2n

2n!
+ K̃

∞∑
n=0

(−α2)nθ2n+1

(2n+ 1)!

= I4

∞∑
n=0

(−1)nα2nθ2n

2n!
+ K̃

∞∑
n=0

(−1)nα2nθ2n+1

(2n+ 1)!

= I4

∞∑
n=0

(−1)n (αθ)2n

2n!
+
K̃

α

∞∑
n=0

(−1)n (αθ)2n+1

(2n+ 1)!

= I4 cos (αθ)−
K̃

α
sin (αθ)

= I4 cos (αθ)−
sin (αθ)

α
(aK1 + bK2 + cK3)

=


cos (αθ) −b sin(αθ)α −c sin(αθ)α −a sin(αθ)

α

b sin(αθ)α cos (αθ) a sin(αθ)
α −c sin(αθ)α

c sin(αθ)α −a sin(αθ)
α cos (αθ) b sin(αθ)α

a sin(αθ)
α c sin(αθ)α −b sin(αθ)α cos (αθ)

 (18.7)
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と求まる。

注目すべきはこの行列要素は全て実数である点である。もし

a = b = 0, c = −1

Gθ =

(
I2 cos θ −I2 sin θ
I2 sin v I2 cos θ

)
= I4 cos θ −K3 sin θ (18.8)

とすれば、これは 18.5に等しい。
また、a2 + b2 + c2 = 1, α = ±1の時が Hopf写像になる。

18.2 水平作用

{K1v,K2v,K3v}が TvS
3 の直交成分になった。この内、K3vは垂直方向をしめした。そこで次に水平成分

HvS
3 について考えよう。まず接ベクトル空間を次のように分解する。

TvS
3 = VvS

3 ⊕HvS
3

そこでの移動は式 17.4定義した push forwardを用いて

(Φg)∗(HvS
3) = HΦg(v)S

3 (18.9)

で表し、{K1v,K2v}が水平部分空間の基底であると考える。
そこで垂直方向の変化が水平方向に影響すると考え、次のようなベクトルを仮定すると

{K1v + δ1K3v,K2v + δ2K3v}

微小な距離

ζ1(δ1) = K1 + δ1K3

ζ2(δ2) = K2 + δ2K3 (18.10)

を定義できる。よって

K1v + δ1K3v = ζ1v

K2v + δ2K3v = ζ2v

とかけ、位置 vで次のような空間ベクトルを定義できる。

{ζ1v, ζv2}

これは式 18.9を満たし、次のように表すことができる。

span{Gθ∗(ζ1v), Gθ∗(ζ2v)} = span{ζ1Gθ∗(ζ1v), Gθ∗(ζ2v)}

ただし、次のような対応があったことを思い出そう。

Gθ : S
3 → S3, Gθ∗ : TvS

3 → TGθ(v)S
3

また、接ベクトル V ∈ R4 は S3 上の v(t)の pathにおいて t = 0において

V =
d

dt
v(t)|t=0
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で定義される。よって Gθ が θのみに依存することから

[Gθ∗|v]V = [Gθ∗|v]
d

dt
v(t)|t=0

=
d

dt
[Gθ(v(t))]t=0

= Gθ

[
d

dt
(v(t))

]
t=0

= GθV

であるから

(Gθ)∗ = Gθ (18.11)

が確認できる。つまり群作用は pathの移動に対して不変である。
また、次のように入れ替えができる。

span {Gθ(ζ1v), Gθ(ζ2v)} = span {ζ1(Gθv1), ζ1(Gθv1)}

span {GθK1v + δ1GθK3v,GθK2v + δ2GθK3v} = span {K1Gθv + δ1K3Gθv,K2Gθv + δ1K3Gθv} (18.12)

となるが、式 18.8から、
Gθ = I4 cos θ −K3 sin θ

があるので、次のように変換することがわかる。

K1Gθ = K1 cos θ −K1K3 sin θ = K1 cos θ +K2 sin θ (18.13)

K2Gθ = K2 cos θ −K2K3 sin θ = K2 cos θ −K1 sin θ (18.14)

GθK1 = K1 cos θ −K3K1 sin θ = K1 cos θ −K2 sin θ (18.15)

GθK2 = K2 cos θ −K3K2 sin θ = K2 cos θ +K1 sin θ (18.16)

となるのでこれらは交換しない。つまり、

[K1, Gθ] = 2K2 sin θ, [K2, Gθ] = 2K1 sin θ,

しかし、K3 については

K3Gθ = K3 cos θ −K3K3 sin θ

= K3 cos θ + I4 sin θ

= GθK3

で交換する。さらに重要な関係式として次が導ける。

cos 2θ = cos2 θ − sin2 θ

sin 2θ = 2 sin θ cos θ (18.17)
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であることを利用し、

GθK1 cos 2θ +GθK2 sin 2θ = (K1 cos θ −K2 sin θ) cos 2θ + (K2 cos θ +K1 sin θ) sin 2θ

= (K1 cos θ −K2 sin θ)
(
cos2 θ − sin2 θ

)
+ (K2 cos θ +K1 sin θ) (2 sin θ cos θ)

= K1 cos
3 θ +K1 sin

2 θ cos θ +K2 sin
3 θ +K2 sin θ cos

2 θ

= K1 cos θ
(
cos2 θ + sin2 θ

)
+K2 sin θ

(
sin2 θ + cos2 θ

)
= K1 cos θ +K2 sin θ

となり、Gθ が位相に関係していることがわかる。さらに式 18.13から

GθK1 cos 2θ +GθK2 sin 2θ = K1 (I4 cos θ −K3 sin θ)

= K1Gθ

となることがわかる。同様にして

−GθK1 sin 2θ +GθK2 cos 2θ = − (K1 cos θ −K2 sin θ) sin 2θ + (K2 cos θ +K1 sin θ) cos 2θ

= − (K1 cos θ −K2 sin θ) (2 sin θ cos θ)

+ (K2 cos θ +K1 sin θ)
(
cos2 θ − sin2 θ

)
= K2 cos

3 θ +K2 sin
2 θ cos θ −K1 sin

3 θ +K1 sin θ cos
2 θ

= K2 cos θ
(
cos2 θ + sin2 θ

)
−K1 sin θ

(
sin2 θ + cos2 θ

)
= K2 cos θ −K1 sin θ

= K2 (I4 cos θ −K3 sin θ)

= K2Gθ

となり、Gθ の右作用と回転との関係がうかがえる。

まとめると次のようになる。

K1Gθ = GθK1 cos 2θ +GθK2 sin 2θ

K2Gθ = −GθK1 sin 2θ +GθK2 cos 2θ (18.18)

K3Gθ = GθK3

18.3 標準接続

　標準接続として δ1 = δ2 = 0の場合を考えよう。この時、距離

span {GθK1v,GθK2v} = span {K1Gθv,K2Gθv}

また、ベクトル v1, v2, ω1, ω2 ∈ Rn として

span {v1, v2} = span {ω1, ω2} ⇐⇒ ∃a nonsingular2× 2MatrixM

の行列M について回転と関係しそうであるから

[v1|v2] = [ω1|ω2] M

(n× 2) (n× 2) (2× 2)
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とおく。例えば

M =

(
m11 m21

m12 m22

)
とすると、

[K1Gθv|K2Gθv] = [GθK1v|GθK2v]

(
m11 m21

m12 m22

)
とあらわすことができて、これは

K1Gθv = m11GθK1v +m21GθK2v

K2Gθv = m12GθK1v +m22GθK1v

となるので式 18.18を代入し、

GθK1 cos 2θv +GθK2 sin 2θv = m11GθK1v +m21GθK2v

−GθK1 sin 2θ +GθK2 cos 2θ = m12GθK1v +m22GθK1v

となるので係数を比較し、

M =

(
cos 2θ − sin 2θ

sin 2θ cos 2θ

)
を得る。これはまさに 2θの回転行列である。

次に δ1, δ2 ̸= 0の場合も全く同様にして

N =

(
n11 n21

n12 n22

)
とおくと、式 18.12から

[K1Gθv + δ1K3Gθv|K2Gθv + δ2K3Gθv]

= [GθK1v + δ1K3Gθv|GθK2v + δ2K3Gθv]

(
n11 n21

n12 n22

)
とおける。これから次の 2組の対応を考え、

K1Gθv + δ1K3Gθv = n11GθK1v + n21GθK2v + (δ1n11 + δ2n21)K3Gθv

K2Gθv + δ2K3Gθv = n12GθK1v + n22GθK2v + (δ1n12 + δ2n22)K3Gθv

⇕

[K1Gθ + δ1K3Gθ] v = [n11GθK1 + n21GθK2 + (δ1n11 + δ2n21)K3Gθ] v

[K2Gθ + δ2K3Gθ] v = [n12GθK1 + n22GθK2 + (δ1n12 + δ2n22)K3Gθ] v

式 18.6から差をとると次の対応になる。

[(K1 cos θ +K2 sin θ) + δ1(K3 cos θ + I4 sin θ)] v = [n11(K1 cos θ −K2 sin θ) + n21(K2 cos θ +K1 sin θ)

+ (δ1n11 + δ2n21) (K3 cos θ + I4 sin θ)]v

[(K1 cos θ −K2 sin θ) + δ2(K3 cos θ + I4 sin θ)] v

= [n12(K1 cos θ −K2 sin θ) + n22(K2 cos θ +K1 sin θ)

+ (δ1n12 + δ2n22) (K3 cos θ + I4 sin θ)]v

⇕

282



[cos θK1 + sin θK2 + δ1 cosK3 + δ1 sin θI4] v = [n11(K1 cos θ −K2 sin θ) + n21(K2 cos θ +K1 sin θ)

+ (δ1n11 + δ2n21) (K3 cos θ + I4 sin θ)]v

[− sin θK1 + cos θK2 + δ2 cos θK3 + δ2 sin θI4] v

= [n12(K1 cos θ −K2 sin θ) + n22(K2 cos θ +K1 sin θ)

+ (δ1n12 + δ2n22) (K3 cos θ + I4 sin θ)]v

⇕

[cos θK1 + sin θK2 + δ1 cosK3 + δ1 sin θI4] v = [n11 cos θ + n21 sin θ)K1 + (−n11 sin θ + n21 cos θ)K2

+ (δ1n11 + δ2n21) cos θK3 + (δ1n11 + δ2n21) sin θI4]v

[− sin θK1 + cos θK2 + δ2 cos θK3 + δ2 sin θI4] v

= [n12 cos θ + n22 sin θ)K1 + (−n12 sin θ + n22 cos θ)K2

+ (δ1n12 + δ2n22) cos θK3 + (δ1n12 + δ2n22) sin θI4]v

とまとめると、K1v,K2v,K3vが直交空間を張っているので係数を比較して次の関係を得る。

cos θ = n11 cos θ + n21 sin θ

sin θ = −n11 sin θ + n21 cos θ

− sin θ = n12 cos θ + n22 sin θ

cos θ = −n12 sin θ + n22 cos θ

δ1 = δ1n11 + δ2n21

δ2 = δ1n12 + δ2n22 (18.19)

特に最初の 4つからは式 18.17から(
n11

n21

)
=

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)(
cos θ

sin θ

)
=

(
cos 2θ

sin 2θ

)
(
n12

n22

)
=

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)(
− sin θ

cos θ

)
=

(
− sin 2θ

cos 2θ

)
だから、まとめて

N =

(
n11 n21

n12 n22

)
=

(
cos 2θ − sin 2θ

sin 2θ cos 2θ

)
であり、これは 2θの回転行列を表す。

これらが距離 span{ζ(δ1)v, ζ(δ2)v}を満たすのは δ1 = δ2 = 0の時のみとなる。

従って、水平部分空間の同値性は接空間の座標と直交している時のみ成り立つことになる。

18.4 1形式と接続

　水平部分空間の移動が 1形式と関係が深い。V ∈ R4 を S3 上の接ベクトルとする。TvS3 の部分空間を考

えると水平方向の直積が TvS
3の総和をつくる。一方、1形式は水平方向の直交成分と関係し、その核 (kernel)

が 1つの部分空間をつくる。
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そこで v を S3 のベクトルとし V ∈ TvS3 として、span{K1v,K2v}は次のように K3 方向との内積で定義

する。

ωv(V) = ⟨K3v,V⟩ (18.20)

一方で 1形式を部分空間 span{ζ1(δ1)v, ζ2(δ2)v}と関連することから

ωδv(V) = ⟨K3v − δ1K1v − δ2K2v,V⟩

とおける。ここで再び同値性の条件式 17.12から

ωΦgv

(
(Φg)∗ V

)
= Φ−1

g (ω (V))Φg

とかけるから式 18.11の移動の不変性から (Gθ)∗ = Gθ を用いれば

ωGθv(GθV) = GTθ (ωv(V))Gθ

である。そこで 1形式として I = GTθ Gθ を用いて左作用、右作用は次のようになる。

LHS = ωGθv(GθV)

= ⟨K3Gθv,GθV⟩

=
⟨
GTθK3Gθv,GθV

⟩
= ⟨K3v,V⟩

RHS = GTθ (ωv(V))GθV

= (ωv(V))GTθ Gθ
= ωv(V)

= ⟨K3v,V⟩

これから同値性を満足していることがわかる。さらに δがある場合の一般的な場合を考えよう。

式 18.19から

LHS = ωδGθv
(GθV)

= ⟨K3Gθ − δ1K1Gθv − δ2K2Gθv,GθV⟩

=
⟨
GTθK3Gθv − δ1GTθK1Gθv − δ2GTθK2Gθv,V

⟩
= ⟨K3v − δ1 (K1 cos 2θ +K2 sin 2θ)− δ2 (−K1 sin 2θ +K2 cos 2θ) ,V⟩

= ⟨(δ1 (K1 cos 2θ +K2 sin 2θ)K1v + (−δ2 (−K1 sin 2θ −K2 cos 2θ))) ,V⟩

RHS = GTθ
(
ωδv(V)

)
GθV

= GTθ ⟨K3v − δ1K1v − δ2K2v,V⟩Gθ
= ⟨K3v − δ1K1v − δ2K2v,V⟩GTθ Gθ
= ⟨K3v − δ1K1v − δ2K2v,V⟩

となり、両者は等しくないが、K1v,K2v,K3vの直交性から両者を等しいとおくと次の関係式が導ける。

−δ1 = −δ1 cos 2θ + δ2 sin 2θ

−δ2 = −δ1 sin 2θ − δ2 cos 2θ

もし、δ1 = δ2 = 0であればこの同値性は維持される。しかし、周期性が θ = πであり、R4 空間ではコーン

上に接続があれば不連続ながら維持される。
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19 数値シミュレーション

19.1 Hopf束の力学

　ここで応用ができるように C2 空間での Hopf束の力学を構築しよう。
固有方程式を用いて u ∈ C2 として

u̇ = Cu, u(t) ∈ C2, C ∈M2(C)

初期状態に近ければ tを独立したパラメタとして考え

C = A+ iB, A,B ∈M2(R)

とおき、z ∈ C2 として uのノルムを rとすると

u = rz, ||z|| = 1, r = ||u||, u ∈ C2, z ∈ S3 ⊂ C2, r ∈ R (19.1)

とおける。ここで式 18.4から
z ∈ S3 ⇐⇒ ż ∈ TzS3 (19.2)

であることに注意する。

肩のH は Hermitian転置で次が成り立ったから

qqH ̸= qHq = 1

固有方程式から

u̇ = Cu

は 19.1から
ṙz + rż = Crz

左から rH を作用させると式 19.2から

ṙzHz + rzH ż = rzHCz

ṙ = r
(
zHCz − zH ż

)
ṙr−1 = Re

(
zHCz

)
さらに式 17.11から次のようにおける。

ż = (I − zzH)Cz + izIm(zHCz) (19.3)

これから次のように定義する。

F (z) := (I − zzH)Cz + izIm(zHCz)

よってこの写像 F は式 19.2から
F : S3 → TzS

3

となるので位相変化について次の関係が成り立つ

F (eiθz) = eiθF (z)
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よって zの成分表示が

z =

(
z1

z2

)
=

(
x1 + iy1

x2 + iy2

)
=

(
x1

x2

)
+ i

(
y1

y2

)

となり、この時のベクトル vは次の実 4成分を持つ。

v =

(
x

y

)
=


x1

x2

y1

y2


また、固有方程式 ż = F (z)から次の変換

v̇ = (I4 − vvT )Σv (19.4)

ただし Σは 4× 4の行列で ∑
=

(
A −B
B A

)
(19.5)

である。これを代入すると

v̇ = Σv − vvTΣv

=

(
A −B
B A

)(
x

y

)
−

(
x

y

)(
xT yT

)( A −B
B A

)(
x

y

)

=

(
Ax−By
Bx+Ay

)
−

(
x

y

)(
xT yT

)( Ax−By
Bx+Ay

)

=

(
Ax−By
Bx+Ay

)
−

(
x

y

)(
xTAx− xTBy + yTBx+ yTAy

)
=

(
Ax−By − xxTAx+ xxTBy − xyTBx− xyTAy
Bx+Ay − yxTAx+ yxTBy − yyTBx− yyTAy

)

ż = (I − zzH)Cz + izIm(zHCz)

= Cz − zRe(zHCz)

= (A+ iB) (x+ iz)− (x+ iy)Re
[
(xT − iyT )(A+ iB)(x+ iy)

]
= Ax−By + iBx+ iAy − (x+ iy)Re[(xT − iyT )(A+ iB)(x+ iy)]

= Ax−By + iBx+ iAy

− (x+ iy)
(
xTAx− xTBy + yTBx+ yTAy

)
= Ax−By − xxTAx+ xxTBy − xyTBx− xyTAy

+ i
[
Bx+Ay − yxTAx+ yxTBy − yyTBx− yyTAy

]
Ω(v)

Ω(v) := (I4 − vvT )Σv (19.6)

Ω : S3 → TvS
3

18.8
Ω(Gθv) = GθΩ(v)
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19.4v̇ ∈ TvS3

v̇ = Ω(v) = α1(v)K1v + α2(v)K2v + α3(v)K3v αi ∈ R (19.7)

ただし、

α1(v)K1v + α2(v)K2v ∈ HvS
3

α3(v)K3v ∈ VvS3

のように水平、垂直空間に分けられ αi(v)は

αi(v) = ⟨Kiv, v̇⟩ = ⟨Kiv,Ω(v)⟩

のように内積からつくられる実値である。さらに式 19.6から vTΣv はスカラー値になることに注意すると

⟨Kiv, v⟩は

αi(v) = ⟨Kiv,Ω(v)⟩

=
⟨
Kiv, (I4 − vvT )Σv

⟩
= ⟨Kiv,Σv⟩ −

⟨
Kiv, vv

TΣv
⟩

= ⟨Kiv,Σv⟩ −
(
vTΣv

)
⟨Kiv, v⟩

= ⟨Kiv,Σv⟩

となる。これから接ベクトル vの tに対する動きを見ることができる。式 18.2から θ(t) ∈ Rとし ω(t)は垂

直空間内として

v(t) = Gθ(t)ω(t)

が成り立つ。再び図を示しておく。
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図 19.1: [47]より

よってこれを微分すると

dGθ
dθ

= −K3Gθ

K3Gθ = GθK3

であるから

v̇(t) =
dGθ
dθ

θ̇ω(t) +Gθ(t)ω̇(t)

= −K3Gθ(t)θ̇ω(t) +Gθ(t)ω̇(t)

= −θ̇Gθ(t)K3ω(t) +Gθ(t)ω̇(t)

= Gθ

[
−θ̇K3ω(t) + ω̇(t)

]
となる。また、

GTθ(t)v̇(t) = −θ̇K3ω(t) + ω̇(t)

となる。しかし、一方で式 19.7から

v̇ = α1(v)K1v + α2(v)K2v + α3(v)K3v

= α1(Gθω)K1Gθω + α2(Gθω)K2Gθω + α3(Gθω)K3Gθω
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となるので

GTθ(t)v̇(t) = α1(Gθω)G
T
θK1Gθω + α2(Gθω)G

T
θK2Gθω + α3(Gθω)G

T
θK3Gθω

= −θ̇K3ω(t) + ω̇(t) (19.8)

また、

αi(v) = ⟨Kiv,Ω(v)⟩

だったから式 18.18より

α1(Gθω) = ⟨KiGθω,Ω(Gθω)⟩

= ⟨K1Gθω,GθΩ(ω)⟩

=
⟨
GTθK1Gθω,Ω(ω)

⟩

α2 (Gθω) =
⟨
GTθK2Gθω,Ω(ω)

⟩
= ⟨(−K1 cos 2θ +K2 sin 2θ)ω,Ω(ω)⟩

= − sin 2θ ⟨K1ω,Ω(ω)⟩+ cos 2θ ⟨K2ω,Ω(ω)⟩

= − sin 2θα1(ω) + cos 2α2(ω)

α3 (Gθω) =
⟨
GTθK3Gθω,Ω(ω)

⟩
(19.9)

= ⟨K3ω,Ω(ω)⟩

= α3(ω)

よって式 19.8を次のようにまとめることができる。

ω̇ = α1(ω)K1ω + α2(ω)K2ω +
(
α3(ω) + θ̇

)
K3ω

とまとめることができて、はじめの 2項が水平空間、最後のK3ωの項が垂直空間を表す。

よって ω(t)は水平経路、ω̇(t)は水平成分が 0になっていて、この時は α3(ω) = α3(Gθω)=α3(v) となる。

従って

θ̇(t) = −α3(v(t)) = ⟨K3v(t),Σv(t)⟩

この方程式を θ(t)について解けば、式 19.9から、経路 ω(t) = GTθ(t)v(t)

となる。具体的には式 18.5に対応して次のような内積表現になる.

θ̇(t) = −⟨K3v(t), v̇(t)⟩ (19.10)

= −

⟨
y1(t)

y2(t)

−x1(t)
−x2(t)

 ,


ẋ1(t)

ẋ2(t)

ẏ1(t)

ẏ2(t)


⟩

= −y1ẋ1 − y2ẋ2 + x1ẏ1 + x2ẏ2

これは式 18.20で見た Ω(v)上の標準接続を表している。
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19.2 数値シミュレーション

　基本的な式がそろったのでここではMathematicaなどの PCソフトを利用して数値シミュレーションをし
ていこう。微分方程式を差分に変えて、数列のリストを作成し、グラフ可する。

　例えば次のよに複素行列 C をおくと、C = A+ iB だから

C =

(
3− i 2 + 7i

5 + 6i 1 + 9i

)
, A =

(
3 2

5 1

)
, B =

(
−1 7

6 9

)

である。接続の式が式 19.6から

θ̇(t) = − ⟨K3v(t),Σv(t)⟩

v̇ = (I4 − vvT )Σv

が成り立つ。t = 0から t = tmaxまでにおいて初期条件を考える。この行列 C は次のような固有値と固有ベ

クトルを持つ。

λ1 = −0.3579− 3.8460i, ξ1 =

(
0.8557

−0.4301 + 0.2867i

)

λ2 = 4.3579 + 11.8460i, ξ2 =

(
0.4836− 0.0854i

0.8712

)

19.2.1 固有値を利用する。

次の場合を考えよう。微分方程式として次が成り立つ。

ux = A(x, λ)u, x ∈ R, λ ∈ Λ = C/{−∞,−1]}, u = u(x, λ) =

(
u2

u1

)
∈ C2 (19.11)

f は実関数として無限遠で 0に漸近するように

A(x, λ) =

(
0 1

λ+ 1− 2f(x) 0

)
, f(x) =

3

2
sech2

1

2
x

と選ぶ。この時、

A∞(λ) = lim
x→±∞

A(x, λ) =

(
0 1

λ+ 1 0

)
となり、固有値と固有ベクトルは

µ±(λ) = ξ+(λ) =

(
1

−
√
λ+ 1

)

となる。

ここでは A = A(x, λ), A = Re[C]とおけ、　

C =

(
0 1

λ+ 1− 2f(t) 0

)
= A+ iB ∈M2(C)

とすると λは複素数だから

A =

(
0 1

Re[λ] + 1− 2f(t) 0

)
, B =

(
0 0

Im[λ] 0

)
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となり式 19.5から

Σ =

(
A −B
B A

)
=


0 1 0 0

Re[λ] + 1− 2f(t) 0 −Im[λ] 0

0 0 0 1

Im[λ] 0 Re[λ] + 1− 2f(t) 0


これから式 19.11から微分方程式を解くと

v̇ =
(
I4 − vvT

)
Σv

v =


x1

x2

y1

y2

 =
1

||u||


Re(u1)

Re(u2)

Im(u1)

Im(u2)

 ∈ S3 ⊂ R4

平行移動の方程式は次の式 19.10から得られる。

θ̇(t) = −⟨K3v(t), v̇(t)⟩

これから初期条件 θ(L) = 0を満たすものとして

v =


x1(L)

x2(L)

y1(L)

y2(L)

 =
1√

uH∞u∞


1

Re(−
√
λ+ 1)

0

Im
(
−
√
λ+ 1

)

 ∈ S3 ⊂ R4

を考えて以下で PCシミュレーションをおこなう。
この時、次の 3つの経路を考察する
経路１　 γ1 : A∞(λ)の固有値

この時は次の図に示すように固有ベクトルは u∞(λ)とかけ、パラメタ空間として

u∞ : Λ→ C2

λ : R→ Λ

を考える。これは合成写像

u∞ ◦ λ

を考えるとこれは A∞(λ)の固有ベクトルの C2 上の経路となる。

立体射影 P では

P ◦ u∞ ◦ λ : R→ S3

経路 2　 γ2 : ux = Auの解

　この時は無限遠での固有ベクトルから初期状態の u∞ が定義される。

正の実数 Lを用いて

u(L, λ) = u∞(λ)

経路 3　 γ3 : A∞(λ)の固有値の flowed-forward
γ3 は単純に γ2 のホストとして γ1 を連結したものである。
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前節から経路 θ(s)は γ1, γ3 の場合は

θ(s) =

∫ (
Im[u(s)Hu(s)

u(s)Hu(s)

)
ds

のように表され、γ2 の場合は

θ(s) =

∫ (
Im[u(s)HAu(s)

u(s)Hu(s)

)
ds

となる。A∞(λ)と A−∞(λ)は等しくない。

図 19.2: [47]より
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19.3 応用例

これまで取り上げた Hopf写像を用いた複素空間から実空間への射影を用いて固有方程式をとくことは物理
への応用が期待できる。そこでいくつかの応用例を見ていく。

19.4 シュレディンガー方程式

　次の応用例として時間依存した 1次元シュレディンガー方程式を考えよう。

− 1

2

d2

dx2
ψ + V (x)ψ = Eψ, x ∈ R, ψ(x) ∈ C, V (x) ∈ R, E ∈ R (19.12)

ここで E < 0はエネルギーの固有値である。そこで

ψ̇ = ϕ

となる。変数を媒介として式 19.12を表すことを考えると

ϕ̇ = −2 (E − V (x))

でつなげばいいから、次のような微分方程式を考える。(
ϕ̇

ψ̇

)
=

(
0 −B(x,E)

1 0

)(
ϕ

ψ

)

B(x) = 2 (E − V (x))

そこでここでは次のような実Morseポテンシャルを考える。

V (x) = D
(
e−2ωx − 2e−ωx

)
ただし、数値シミュレーションとして

D = 12, ω = 0.204124

を選ぶ。この時のポテンシャルは次の図のようになる。

図 19.3: V (x) = D
(
e−2ωx − 2e−ωx

)
のグラフ

さらに境界条件として (
ϕ(a)

ψ(a)

)
=

(
1

0

)
,

(
ϕ(b)

ψ(b)

)
=

(
1

0

)
, a < b ∈ R
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を課し、

a = −b = −13.5

をとると、このシステムは 24個に固有値を減少させて、間隔 (-12,0)で次のような値をとるものとする。

En = −12 + (n+
1

2
)− 1

48
(n+

1

2
)2, n = 0, .., 23

これまでと同じように 4元ベクトル uは次の固有方程式を満たす。

ux = A(x,E)u
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