
概 要

本部ははじめに電磁気学を復習する。その後、前部のリーマン多様体から計量を考え、相対性理論につい
て学んでいく。代表的な教科書で既に電磁気、相対論一般を１読していることが望ましい。古典力学から現代
物理学への橋渡しを担った電磁気学は現在も尚、議論の必要な分野もあり、力学よりもむしろ基本的な内容を
もっている。現代物理学への入口的な要素を多く含み、深く考察をすることで、魅力の湧き出す分野である。
現在未だ不十分なところが多いのでインターネット上ではWIKIや大学のオープンコース、WEBコンテン
ツ、参考文献等を参考に興味あることは各自で深めて欲しい。本部は未完成部分が多く、今後加筆修正される。

1 電磁気

1.1 静電場 [55]

　電場のクーロンの法則 (Coulomb_Law)は

E =
Q

4πϵ0

r

r3

であり、真空の誘電率

ϵ0 =
1

4πk
=

1

4π × 9× 109
= 8.85× 10−12[F/m]

で与えられ、電場は発散はあるが回転はない。原点に点電荷Qがある場合はガウスの法則 (Gauss_Law)から∮
S

dS ·E =
Q

4πϵ0

∮
dS

r

r3
=
Q

ϵ0

が成り立つ。電荷 Qの変わりに電荷密度 ρを用いて∮
S

dS ·E =
1

ϵ0

∫
V

dV ρ (1.1)

さらにガウスの法則から ∮
S

dS ·E =

∫
V

dV∇ ·E

とかけ、ガウスの法則の微分形

∇ ·E =
1

ϵ0
ρ

が導ける。電荷の大きさを考えないなら電場も電位も原点に発散する。しかし、実際には電荷の大きさがあ

り、下図のように有限になるべきである。

図 1.1: 右が電位、左が電場のグラフ
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この時、電場はなめらかとは言えない。内部と外部で次のような電荷密度をとるとする。

ρ =


Q

△V (inside− sphere)

0 (outside− sphere)

これから電場がガウスの法則を使って球内部では

E · 4πr2 =
Q

ϵ0

r3

a3
er

球外部では

E · 4πr2 =
Q

ϵ0
er

となるから

E =
Q

4πϵ0

 r
a3 (inside− sphere)

r
r3 (outside− sphere)

したがって a→ 0とすると δ関数が出てきて

∇ ·E =
Q

ϵ0
δ(r)

と表すことができる。ここで δ(x)と書き換えるとフーリエ級数とみなすことができて

δ(x) =

∫ ∞

−∞
e−2πiκxdκ

点で決まる電荷が全波数の足し合わせで得られることになる。

∇ ·E =
Q

ϵ0

∫ ∞

−∞
e−2πiκxdκ

この時、波数の足し合わせを有限にすると次のようになる。

次に電荷の作る電場の回転成分を求めよう。回転の定義は次のようであった。

∇×A ≡ lim
△V→0

1

△V

∮
S

dS×A

これから有用なガウスの外積定理 (Gauss_outer_product_theorem_of_vector_field)∮
S

dS×A =

∫
V

dV∇×A (1.2)

が成り立つ。電場の場合は ∮
S

dS×E =
Q

4πϵ0

∮
dS× r

r3
(1.3)

となるが

∇× r

r3
=

[
∂(zr−3)

∂y
− ∂(yr−3)

∂z

]
i+

[
∂(xr−3)

∂z
− ∂(zr−3)

∂x

]
j+

[
∂(yr−3)

∂x
− ∂(xr−3)

∂y

]
j

=
[
−3zr−4 y

r
+ 3yr−4 z

r

]
i+ · · ·

= 3r−3 [−yz + yz] i+ · · ·

= 0
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となる。これは被積分関数が∞にならない限り成り立つ。よってよく知られている通り∮
S

dS×E =
Q

4πϵ0

∮
dS× r

r3
= 0

が成り立ち、電場の回転成分は 0である。これは dSと rが常に平行であることを表す。

図 1.2: [55]より

次に磁場の回転積分を計算してみよう。直線電流 I の作る磁場はアンペールの法則から電流から距離 rある

位置で大きさは

B =
µ

2πr
I

だから、1/rに比例する。そこで上の図のように球面上で磁場ベクトルの回転積分をしてみる。

球の半径を Rとすると r = R sin θ∮
dS

sin θ

r
=

∫ π

0

∫ 2π

0

R2 sin θdθdϕ
sin θ

R sin θ
= 4πR

である。電流路の長さは 2Rに等しいからこれを Lとすると∮
dS

sin θ

R
= 2πL

が得られる。

1.1.1 ストークスの定理 [55]

　次に線積分を考えよう。図のように閉曲線に従って、曲線の向きと同じベクトル drを足し合わせていく。

これは結局元の位置に戻るわけだから ∮
C

dr = 0

となる。
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図 1.3: 微小ベクトルを足し合わせると 0になる

次にこれに重みをつけて足し合わせることを考えよう。結果は囲まれた微小面積ベクトルを dSとし、x方
向の単位ベクトルを iとして ∮

C

drx = dS× i

となることをみておこう。

そのために次の図のように閉曲線で囲まれた領域を x軸に沿って千切りにする。

図 1.4: [55]より

yz平面に垂直な多数の面の和を ∮
C

drx =

n∑
i=1

∫
Ci

drxi =

n∑
i=1

xi

∫
Ci

dr

ここで各長方形の経路の積分は先と同様だから 0になるの。そこでこの切片の i番目の長さを Liとして、単

位ベクトル nを右側の切片の向きにとると、この向きは dS× iの向きに等しいから∫
Ci

dri + nLi+1 − nLi = 0

となる。これを利用すると 1つの切片の短冊の面積が (xi − xi)Li+1 となるので
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∮
C

drx =

n∑
i=1

xin (Li − Li+1)

= n

(
n−1∑
i=0

xiLi −
n∑
i=1

xiLi+1

)

= n

n∑
i=1

(xi − xi)Li+1

= ndS

= dS× i

となる。これからスカラー場 ϕに対して、この微小領域内で微変動をしているなら iを

i →
(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
ϕ

と対応を考えると ∮
C

drϕ =

∫
S

dS×∇ϕ (1.4)

であり、これは閉曲線の線素の足し合わせが面積和になるストークスの定理 (Stokes_thorem_of_scalar_field)
を表している。

これは下図のように向きを一定にした切片の線積分の和が外側の境界の線積分に等しいことになる。重み ϕ

が定数であれば積分結果は 0である。しかし、この経路に沿って変化を持てば 0にならず、その変化を 1つの
面積ベクトルである右辺で代表させ、ベクトル量であるから、領域内の流れを記述する。注意すべきは微小領

域で渦である回転成分があり、たまたま足し合わせたら全体が 0になることがあり得ることである。この時、ϕ
が一定の場合と区別することができない。つまり、図のように積分表現ではその領域の粗視化がおこなわれる。

あえて平均化 ⟨A⟩と区別するのは量子論を考えてのことである。後に考察するように量子論の不確定性原理
は粗視化そのものが近似的ではなく、原理的に働く。

従って内積をとるような周積分から 1つ向きを持つ面積ベクトルが得られることになる。∮
C

dr ⇄ −
∫
S

dS×∇ (1.5)

図 1.5: 領域内の ϕの変化の微小情報の足し合わせが全領域の面積ベクトルと勾配の外積をつくる。

これはスカラーポテンシャルだけでなく、ベクトルポテンシャルにも拡張できる。∮
C

dr ·A =

∫
S

dS · ∇ ×A (1.6)

ただし、こちらは内積をとっていて結果はスカラーであり、物理的には保存量に対応する。

保存力とポテンシャルの関係が

ϕ(P ) = −
∫ P

O

dr ·A
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で表された。保存力であれば ∮
dr ·A = 0

が成り立つ。つまり、回転積分が 0なら保存力になる。
一般に次のようにポテンシャルの展開を考える。

ϕ(r) = ϕ(r0) + dr · ∇ϕ

また、ポテンシャルの定義から rと r0 が近いとして、この範囲内ではAが定数であると考えれば

ϕ(r)− ϕ(r0) = −
∫ r

r0

dr ·A =≃ −dr ·A

が成り立つから両式を比較して次の関係が得られる。

A = −∇ϕ

つまり、初等物理で学んだように保存力はポテンシャルの勾配に-をかけたものである。
アンペールの法則は電流路と交わるどんな閉曲線に対して、内積の線積分をとると一定になることを表して

いる。

さらに外積については式 1.5より∮
C

dr×A = −
∫
S

(dS×∇)×A

=

∫
S

(∇(dS ·A)− dS(∇ ·A)) (1.7)

となり、これはストークスの外積定理 (Stokes_outer_product_theorem)と呼ばれる。

1.1.2 回転と発散の両方がある場

　しばらくこのベクトル場の発散と回転に注目して電磁場を考えてみよう。　物質がある場合、通常は発散

も回転もあるベクトル場が登場する。簡単な例として次の a)円柱と b)球の場合を考えてみよう。

図 1.6: [55]より

この時、外部の場は 0であるから図の下端ではベクトルが生じているので a,b共に正の発散があり、消失す
る。上端では負の発散がある。このような場合∇·をとると無限大が得られる。端の付近を面に平行な微小板
状領域で覆い、発散積分をとる。∇·は面上のデルタ関数になる。aでは面密度が A,bでは頭頂核を θ として

A cos θとなる。

次に∇×を考えるために図のような閉曲線 (aは長方形、bは円)に沿って回転積分をする。
aは面密度 A、bでは A cos θになる。
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1.1.3 磁石と電流 [55]

　電場、磁場をそれぞれ電荷、磁荷に対応させて電磁場の理論を構成すると対称的で、理解しやすいものに

なる。しかし、電場は発散があっても、回転がなく、電流の作る磁場は回転があるが、発散がないという本質

的な矛盾が生じた。磁場はモノポールが存在しないことから磁場の発生源は有限の大きさを持ち、かつ各点で

方向を持つものと考えられる。そこで磁化を仮定した場合の磁場のクーロン則は

H =
Qm
4πµ0

r

r3
(1.8)

であるが、磁石外部のみで

B = µ0H

=
Qm
4π

r

r3
(1.9)

で結ばれる磁束密度Bを考え、磁場と電流の関係を明らかにしたのがビオ・サバールの法則 (Biot-Svart_law)
である。ここでは電流素片 Idr′という電流に沿った微小変位ベクトルと電流の積を単位として考えた。これは

よく実験結果とあうことから採用された。

B =
µ0Idr

′

4π

r− r′

|r− r′|3

この時の電流素片が図のようにあたかも微小棒磁石のように考えれば、クーロン則とよくなじむわけである

が、モノポールと同様に単独で電流素片は存在しない。

図 1.7: 電流素片の概念図 これを接続していくと接続面の磁場はキャンセルする
両端もつなげれば、発散のない電流のループができる。

単位磁場のモデルとして電流素片の変わりに小さなソレノイドを考えることができる。

つまり、はじめから輪にしてしまってこれを単位に考える。

従って図、中央のように磁石の側面には電流が流れていることになる。もちろんこの電流は観測ができない。

磁石の磁力が時間変化したりすれば見ることはできる。注意すべきは電磁的な慣性は磁束のほうにあるこ

とだ。

一定の磁束があっても電流は生じないが、一定の電流があれば磁場は生じる。

図 1.8: 単位ソレノイドは電流密度のベクトルを持つ

しかし、円電流が定常的である時、電流のループの中にどこかで電位の差が空間的なくてはいけない。
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これは電流をつくるために磁場の変化が時間的になくてはいけないことと対をなしている。

そこでこれを時空間的に眺めたらどうなるだろう。

基本的には次の図のように周回している時には直交する方向にずれがあるということである。

逆に直交性とは図右のようにこのずれが見えない方向のことだと定義してもよい。

図 1.9:

例えばずれる方向を時間推進の向きにとれば場の変化は周回数の変化であるといえる。

図左は微分 2形式で表すことができて、さらに高次元の形式をつくることができる。
この時の最も大きい n形式は 1次元になるのでこれを基本的な時間軸とみなす。
上図左の基本形は後に考察する 4次元時空そのものを作ると考えられる。
このように、磁場,電場は基本的な構造として不連続点を１つもっている。
しかし、両者で見ると互いにこれをキャンセルすることができる。

下図右のように磁場と電場が絡んでいないと回転成分が 0になる。
図左のように絡んでいるように見えても反対向きのループを対で用意し、切りこみをいれれば回転成分は

ない。

図 1.10: 図左では回転成分がキャンセルする。これは絡みがないのと同等である

磁石を縦につなげば、接続部の Nと Sはキャンセルし、全体の境界が残る。
そこでK を磁石の単位長さあたりの電流密度、S を断面積とすると磁荷が

Qm = µ0KS (1.10)

µ0 = 4π × 10−7[H/m]

とおける。

µ0 は磁荷単位と電流を結びつけるための磁気定数 (magnetic cnstant)と考える。
これから磁束密度が

B = µ0K (1.11)

となる。一方電荷 Qe が

Qe = ϵ0ES
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ϵ0 =
1

4πk
= 8.85× 10−12[F/m]

となることに対応する。棒磁石の場合は内部の磁場を測ることができないが、ソレノイドで置き換えること

ができる。次の図左で見るようにソレノイドの内部だけに存在する磁場は先端部分に発散がある。

これがちょうどクーロン場の発散を打ち消すので発散が足され、結果 0になる。
つまり磁場はなめらかに連続する。これを電流モデルという。

注意すべきは発散がなくなる変わりにソレノイドの側面には回転成分が現れる。

図 1.11: [55]より

1.1.4 ビオ・サバールの法則 [55]

　 先の電流素片のモデルを使って実際に磁場を計算してみよう。

これは電流素片からつくられる磁場をもとめることになり、ビオ・サバールの法則を導くことになる。

ソレノイドによる電流モデルは次のように発散をもたない。∮
S

dS ·B = 0

これから微小電流ループの作る磁場の発散も 0になる。この式の積分を外せば

∇ ·B = 0

であり、磁場はいたるところで発散をもたない。磁石内部においても磁極から生じるように見える磁力線は、

内部の磁力線と連続であると考えた。

次に回転成分については電流の微小ループが完全に閉曲面の内部にあれば 0である。
しかし、微小ループと閉曲線に絡みがあると 0になるとは限らない。

図 1.12: [55]より：N極か S極が閉曲面 Sと交差する場合
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この時、下図のように微小領域が閉曲面 Sと交差している場合は磁石の厚さを Lとし、交差領域の面積を

dS とすれば

dS =
L

sin θ
dl

とみなせる。

図 1.13: 微小ループでの積分を足し合わせると境界でのループになる。

K は磁石の単位長さあたりの電流密度で B = µ0K だから上図のようにBと dSのなす各が θとして

微小ループで足し合わせると、結局境界のループになるので

dS×B =
L

sin θ
dlµ0K sin θ

= µ0LKdl

= µ0Idl

I = KL = KLdl

と考えることができるが、重要なのはN,S極を絡まないと積分は周積分になり、0になることであった。
そこであえて経路依存性を残し、次のように表す。∮

S

dS×B = µ0I

∫
C

dr

全体で電流密度 Jを用いると

∮
S

dS×B = µ0i

∫
C

dr

= µ0

∫
V

dV J (1.12)

右辺の結果はこの微小磁石が閉曲面の内部にあれば、始点と終点が一致するので 0になり、外部にあっても
明らかに 0になる。
よってループが絡む時にのみ値を持つ。

∇×B = µ0J

が成り立つ。この式が磁石の電流モデルのみから導けていることを留意しておく。

さらに∇ · ∇× = 0だから

∇ · J = 0

が常に成り立つ。これは電流の連続性を表し、電流連続の法則 (current continuity law)と呼ばれる。

10



ストークスの定理からアンペールの法則が導かれる∫
S

dS · ∇ ×B =

∮
C

dr ·B = µ0

∫
S

dS · J = µ0I (1.13)

図 1.8の両脇の図は左がビオ・サバールの法則を表し、右がアンペールの法則を表している。
1つの疑問はこれらはお互いに導きあうことがでこるかどうかである。
もし、単純なループの交差モデルであれば電流と磁場は簡単に入れかえができそうである。

しかし、そう単純にはならない。

図 1.14: [55]より

この図は図 1.7を縦に見ていて、長さ Lの磁気双極子である、上の端点には正の磁荷があり、下の端点には
負の磁荷があると考えることができる。各端点から放射される磁束が距離 rだけ離れた円内にどれだけ入るか
をまず計算する。これは次の図のような立体角 Ωを計算することに等しいので、球の半径を rとし角度 θでは

Ω =

∫ 0

θ

2πr2 sin θdθ = 2πr2 (1− cos θ)

となる。
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図 1.15: 立体角の計算、単位球であれば 4πである

そこで、z のところに半径 ρ = r sin θの円を通過する放射状の電流 iρ は z > 0, z < 0のそれぞれについて、

全球表面積 S = 4πr2 とすると

iρ+ = I
Ω

S
= I

1− cos θ

2
= I

(
1

2
− z

2
√
ρ2 + z2

)
, (z > 0)

iρ− =
I

S
Ω = I

1− cos θ

2
= −I

(
1

2
+

z

2
√
ρ2 + z2

)
, (z < 0) (1.14)

となる。

さらに次の図のように電流素片の方向を z軸にとり、軸から半径 ρの薄い円版を考える。

側面の高さを ℓとする。

この円板の表面で面積分をおこなうと電流は z軸対称であるから磁場は右ねじの法則に従って円周上にで
きる。

円板の上下面での外積が全て中心を向き積分は 0になる。

図 1.16: dS×Bは上下面では中心を向き、打ち消す。側面では電流の方向を向く

残る側面からの影響については側面の dSが遠心方向を向くので外積の向きは z方向に揃う。この積分の結
果は

dS×B = 2πρBez (1.15)

となる。
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一方で体積中の電流ベクトルの総和は式 1.14から位置 zに依存し、内部には電流 I があることに注意すると

I

1

2
− z − ℓ/2

2

√
ρ2 + (z − ℓ/2)

2

− I

1

2
− z + ℓ/2

2

√
ρ2 + (z + ℓ/2)

2

 , (z > L/2)

I

1

2
+

z − ℓ/2

2

√
ρ2 + (z − ℓ/2)

2

− I

1

2
− z + ℓ/2

2

√
ρ2 + (z + ℓ/2)

2

+ I, (L/2 > z > −L/2)

−I

1

2
+

z − ℓ/2

2

√
ρ2 + (z − ℓ/2)

2

+ I

1

2
+

z + ℓ/2

2

√
ρ2 + (z + ℓ/2)

2

 , (z < −L/2)

となる。ここで次の近似を使うと

1√
ρ2 + (z ± ℓ/2)

2
=

1

r
∓ zℓ

2r3

おもしろいことに結果はどの位置でも同じになり

I

{
1

2
− z − ℓ/2

2r
− zℓ (z − ℓ/2)

4r3
− 1

2
+
z + ℓ/2

2r
− zℓ (z + ℓ/2)

4r3

}
= Iℓ

(
1

2r
− z2

2r3

)
= Iℓ

(
1− (z/r)2

2r

)
z/r = cos θだからこの結果は

Iℓ sin2 θ

2r

となる。式 1.12、式 1.15から ∮
S

dS×B = µ0

∫
dV j

を用いて次のように表される

2πρB = µ0
Iℓ sin2 θ

2r

ρ = r sin θだから

B =
µ0

4π

Iℓ sin θ

r2
(1.16)

となる。

向きを省略したがこれはビオ・サバールの法則である。

微分形は電流密度 j,体積 dV を用いて

dB =
µ0

4π

Ids× r

r3
=
µ0

4π

dV j× r

r3
(1.17)

この時の電場も同様にして電荷密度を σとすれば

dE =
σ

4πϵ0

dV r

r3

である。
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1.1.5 微小電流 [55]

　微小電流のループが磁石と等価であることを見てきた。ここで微小な電流の作る磁場を計算しておこう。

磁場の源と観測系を区別するために源系には ′をつける。微小磁石の長さを l′とし、向きを持つ微小ベクトル

とする。負磁荷、正磁荷の位置ベクトルは r′, r+ l′ と表す。

よって位置 rでは式 1.9から

B =
Qm
4π

(
r− r′ − l′

|r− r′ − l′|3
− r− r′

|r− r′|3

)
である。この磁石を限りなく小さくすると次の微分公式を用いる。

f(r′ + l′)− f(r′) = ex (fx(r
′ + l′)− fx(r

′)) + · · ·

= ex

(
∂fx
∂x′

l′x +
∂fx
∂y′

l′y +
∂fx
∂z′

l′z

)
+ · · ·

= ex (l
′ · ∇′) fx + · · ·

= (l′ · ∇′) f(r′)

よって pm = l′Qm とすれば

B =
1

4π
(pm · ∇′)

r− r′

|r− r′|3
(1.18)

となる。さらに磁気モーメントmを次のように定義する。

m = I△S′ (1.19)

すると

pm = l′Qm = µ0K△Sl′ = µ0m

となるので式 1.18は次のように書き換えられる。

B =
µ0

4π
(m · ∇′)

r− r′

|r− r′|3
(1.20)

r′ = 0とすると r(∇ · r) = 3r, (r · ∇)r = rに注意して

B = − µ0

4π
(m · ∇)

r

r3

= − µ0

4π

(
−3

(m · r)er
r4

+
m

r3

)
=

µ0

4π

3(m · r)r−mr2

r5
(1.21)

となる。このモデルでは磁荷を仮定しているので発散はあるが回転はないはずである。

電流モデルでは逆に回転のみが存在するはずである。このモデルを考えるには

点磁荷に対応したデルタ関数を付加すればよい。そのため、微小電流モデルとして磁場を次のようにおく。

式 1.20に加えて

B =
µ0

4π
(m · ∇′)

r− r′

|r− r′|3
+ µ0

m

l′
δ′(r− r′)

ただし、δ′ は負磁荷から正磁荷までを結ぶ短い領域のみで 1/△S′ の大きさを有する線状のデルタ関数であ

るとする。これを無限小に極限△V → 0において

δ′ = l′δ

のように線状から点状に書き換えれば

B =
µ0

4π
(m · ∇′)

r− r′

|r− r′|3
+ µ0mδ(r− r′)
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のようにかける。デルタ関数は積分されるとステップ関数になる。

この場合も実際に次の性質を用いて計算してみる。

δ(r− r′) =
1

4π
∇′ · r− r′

|r− r′|3

∇(A ·B) = (B · ∇)A+ (A · ∇)B+A× (∇×B) +B× (∇×A)

∇′ × r− r′

|r− r′|3
= 0, ∇′m = ∇′ ×m = 0

これらから

B = −µ0

4π
(m×∇′)× r− r′

|r− r′|3
(1.22)

と書き換えることができる。この式はビオ・サバールの法則を導く上でも有用で、

このBを微小ループだと考え、これを足し合わせると式 1.13から∫
S

dS · ∇ ×B =

∮
C

dr ·B = µ0

∫
S

dS · J = µ0I

だったからストークスの定理より

B = −µ0I

4π

∫
S

(dS′ ×∇′)× r− r′

|r− r′|3
=
µ0I

4π

∮
C

dr′ × r− r′

|r− r′|3

が導け、これは式 1.17の積分表現である。
しかし、重要なのは次に示すように磁化モデルにデルタ関数を付加する形になっていることである。

そこで簡単のために r′ = 0とする。式 1.21に対応して

B =
µ0

4π

(
3(m · r)r−mr2

r5
+mδ(r)

)
(1.23)

のようになる。つまり、原点にのみ影響する磁気モーメントが加わる。

この補正により、磁場は発散成分だけではなく、回転成分を持つようになる。これをみるために

r → r+ a

となるような現実的な補正を加えて原点付近において式 1.21と比べてみると次の図のようになる。

図 1.17: デルタ関数の補正をく加えた磁場 (左)、その発散成分 (中)、回転成分 (右)

文献 [55]ではこの 2次元モデルとして次のような図が示されている。

15



図 1.18: [55]より

興味あることに式 1.21に原点を中心として半径 aの球面上で dSとBとの内積は頭頂角を θとして

dS ·B = −µ0

4π
dS · (m · ∇)

r

a3

= −µ0

4π
dS ·

(
−3

(m · r)er
r4

+
m

r3

)
= 2

µ0dSm

4πa3
cos θ

外積をとると er 方向が 0になるから

dS×B = −µ0

4π
dS× (m · ∇)

r

a3

= −µ0

4π
dS×

(
−3

(m · r)er
r4

+
m

r3

)
= −µ0dSm

4πa3
sin θ

と簡単になる。この 2つの結果が次のようなベクトルの水平・直交成分になっているわけである。
そこで球外では式 1.21が成り立つとし、球内ではこの結果から

− µ0

4πa3
m

の一定ベクトルだとすると、空間のいたるところで回転成分が消え、発散成分のみになる。

同様に球内を

2
µ0

4πa3
m

の一定ベクトル場だとすると空間のいたるところで発散成分が消え、回転成分のみになる。

さらにおもしろいことに両者の差は

3
µ0

4πa3
m

であるが、これを半径 aの球で体積積分すれば µ0mが導かれ、これはデルタ関数の性質に合致している。

1.1.6 Ampereの法則 [22, 55]

　閉回路をなす電流はループを成し、いつまでも一定で流れることができる。しかし、コンデンサに流れ込

むような電流はループをなすことなく、流れるが同時に充電されるから流れる量は一定でない。このような電

荷や電流が変化する場合を動的 (dynamic)ととらえ考えてみよう。静的 (static)の場合式 1.9で見たようにア
ンペールの法則は ∫

S

dS · ∇ ×B =

∮
C

dr ·B = µ0

∫
S

dS · J = µ0I

となったが、磁場があっても S をコンデンサの極板間にとると dS · J = 0とすることができる。
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そこでアンペールの法則に補正を加えて、不連続な電流を連続とみなせるようにすることを考えよう。

まず、次のように電荷の変化が電流を生み出すとして∮
S

dS · J = −∂Q
∂t

が成り立つとする。これにガウスの法則 ∮
S

dS ·E =
Q

ϵ0

を用いて ∮
S

dS ·
(
J+ ϵ0

∂E

∂t

)
= 0

が導ける。これはたとえ Jが不連続であっても（）内の

J+ ϵ0
∂E

∂t

が連続量になれば、これを電流として拡大解釈できる。そこで実際には伝導路がなく、真空中の補正部分

ϵ0
∂E

∂t

を変位電流 (displacement current)と呼ぶ。ただし、抵抗 0の導線には電場が存在しないので変位電流
も存在しない。そこで

ρ = ϵ0∇ ·E

とするとよく知られた連続の式

∇J+
∂ρ

∂t
= 0

が電流の連続を表している。変位電流を加えたアンペールの法則は次のようになる。∮
S

dS×B =

∫
V

dV (µ0J+ ϵ0µ0
∂E

∂t
)

これは平曲面に沿って法線方向と磁場の回転積分が閉曲面に囲まれた体積内の電流と変位電流の和になる。

磁場は∇ ·B = 0を満たす。回転成分については電流と変位電流が存在すれば生じることになる。よって微分

形では

∇×B = µ0J+ ϵ0µ0
∂E

∂t

が成り立つ。さらに磁場が時間変化することもある。この時は次節で見るようにファラデーの法則が成り

立つ。

1.1.7 Faraday’sの法則 [22]

　高校の物理でもおなじみであるがファラデーは閉回路内の磁場が変化すると起電力が生じることを発見し

た。これはまず、次のレンツの法則

Vemf = −N dψ

dt
(1.24)

が成り立つ。これを電源とみなして、下図のような閉回路を考える。この回路では高校でオームの法則

Vf = IR

が成り立つとした。また、電場は導体の中では常に 0であるべきであった。
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図 1.19: Elements of Electromagnetics(Matthew)より

しかし、よく考えると、導線の内部にも電場があるとし、この電場をEeとする。電磁誘導からの電場をEf

としこれがあれば電流が流れる。この時の全電場を

E = Ef +Ee

で表す。Ef は図の電源の中にしかなく、Eeは電源の中では向きが反対になることに注意する。電圧につい

てキルヒホフの法則は Ee が保存量であることから、結果的に高校で学習したように積分の結果は 0になる。∮
L

E · dl =

∮
L

Ef · dl+
∮
L

(Ee −Ee) · dl

=

∫ P

N

Ef · dl

が成り立ち、結局電磁波の電位が

Vemf =

∫ P

N

Ef · dl = −
∫ P

N

Ee · dl = IR

と同値になる。しかし、これらは閉じた閉回路において成り立つことである。

式 1.24において 1回巻の閉回路の面積が S であれば

Vemf = −dψ
dt

=

∮
L

E · dl = − d

dt

∫
S

B · dS

とかけるが次の 3つに分けられる。

• 時間変化する磁場B(t)がある場合

　　　　次の図のように時間変化する磁場内に閉回路がある場合、磁場が増加すれば、それを打ち消すように

誘導電流が流れる。これは電磁気学的な慣性を示す基本的な現象で実験事実である。

図 1.20: Elements of Electromagnetics(Matthew)

これを電場で書き直すと導線内部には図のような電場が瞬間的に生じ、電位を生む。ところが Stokesの法則
は次のように電場の線積分を面積分にすることができる。∫

S

(∇×E) · dS = − d

dt

∫
S

B · dS
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これから磁場と電場の関係が

∇×E = −∂B
∂t

となることを示せる。しかし、電気的な慣性を破るのに時間的な変化と空間的な変化が連動して起きている

ことを示す、基本関係である。

• 時間変化するループと静磁場Bがある場合

伝導体の閉回路がある速さ uで静磁場Bの中を運動する場合は高校でおなじみのローレンツ力が働く。

Fm = qu×B

ここで運動する電場を Em で表し、

Em =
Fm
q

= u×B

ここで uがマクロな自由電子の速度であれば、ここに生じる起電力は

Vemf =

∮
L

Em · dl =
∮
L

(u×B) · dl

ここで重要なのは uが電場と磁場との間の相対速度であることである。このような電磁場は観測者に対して、

E,Bのどちらか、あるいは両方が力学的な速度をもっているので運動電磁場と呼ばれる。高校の教科書にある

次の 2つの例が典型的である。
例えば図の直流モーターの場合ローレンツ力は磁場からみた総電子の平均的な速度は

qu = q
ds

dt
=
dq

dt
l = Il

と書けるので図の場合 l ⊥ Bだから

Fm = Il×B

Fm = IlB = qEm = quB

であり、Em = u×Bだから

Vemf =
Fml

q
= ulB

である。よってストークスの定理は∫
S

(∇×Em) · dS =

∫
S

∇× (u×B) · dS

であり、

∇×Em = ∇× (u×B)

が成り立つ。

以上のように動的な電場は電荷があると発散があり、磁場の変化があると回転がある。

磁場は発散はないが電流があると回転があり、電場の変化があると回転が生じる。

これらをまとめたのが後節で紹介するのMaxwelの仕事になる。

1.2 磁気モーメント [126]

　現時点でモノポールが発見されていない。従って、磁場Bよりもここで紹介する磁気モーメントは極めて

基礎的な物理量であることになる。

次のような 1辺 lの正方形に環状電流 I を流す。すると、右ネジの向きに磁場が生じる。これがまず物理的

な事実である。
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図 1.21: 磁気モーメントの基本単位

この時の磁気モーメントmは式 1.19から、電流の閉ループがつくる（小さい方）の面積を∆S として

m = I∆S (1.25)

で定義された。このベクトルの向きは図のように面積素辺の法線方向になる。

これからもこの定義は局所的で空間分割の単位である。式 1.21から磁場 B が

B = −µ0

4π
(m · ∇)

r

r3
(1.26)

とかけた。もともとBは発散演算子を内に持ち、動的な概念であることがわかる。従って、ポテンシャルが

背景にあり

B = ∇×A (1.27)

とするのは自然であると思われる。このAがベクトルポテンシャルであり、スカラーポ\テンシャル ϕと共

に電磁気を基礎的に表現するのに欠かせない物理量である。これに式 1.27を用いれば環状電流で、十分観測点
xが遠方であれば

A =
µ0

4π
m× x

r3
(1.28)

となった。これを図の場合に用いる。

電流面を xy平面に置いた時、電流を原点に z軸方向にとる。

Ax =
(µ0

4π
Iℓ2en × x

r3

)
x

=
µIℓ2

4π
(ezy)

1

r3

=
µIℓ2

4π

y

r3

となる。

これは磁気モーメントを用いずに電流面積素片 dsから磁場を求めると、

ビオ・サバールの法則 1.16から
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図 1.22: 今の場合は Iと Bの向きが 90度ずれているので注意

dB =
µ0

4π

Ids× r

r3
(1.29)

図の場合は電流の外側の単位ベクトル (xy平面上で進行方向右手)を es として

ベクトルポテンシャルの向きは電流要素の向きと同じとなるから、Ax 成分を考えると x軸に平行、反平行
に流れる電流要素の影響を考えればよいから x, z座標は影響を受けず式 1.29から式 1.27を用いて次のように
なる。

Ax =
µ0Iℓ

4π

∫ ry−

ry+

dr

r2

=
µ0Iℓ

4π

(
1

r+
− 1

r−

)
=
µ0Iℓ

4π

(
1√

x2 + (y + ℓ/2)2 + z2
− 1√

x2 + (y − ℓ/2)2 + z2

)

ℓ << rとして 2行目から

Ax ≃ µ0Iℓ

4π

(
r+ − r−
r+r−

)
≃ µ0Iℓ

2y

4πr3

よって十分に遠方であれば 1.26に一致する。
一般に電流の広がりに対して、十分離れた場所での磁気モーメントは体積電流密度を JV、面積電流密度 JS、

閉回路電流 Iとして Iの囲む面積を Sとすれば

m =
1

2

∫
dV x× JV(x)

m =
1

2

∫
dSx× JS(x)

m =
I

2

∮
x× dx = IS

ただし、面積ベクトル Sのｘ成分は

Sx =
1

2

∮
(ydz − zdy)

であり、閉回路 yz面への射影が囲む面積であることに留意する。
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1.3 Maxwell方程式E-H[24]

　アンペールの法則やビオ・サバールの古典的な電磁気の関係式は次のMaxwell方程式にまとめることがで
きる。

電荷密度を ρ、電流密度を j、電場を E、磁場を B としてMaxwell方程式は次のよになる。
これらは相対論的にも矛盾のない形式で E-B対応と呼ぶ。
後の節で物質がある場合に有用な E −H 対応の表現を示す。

divB = 0 (1.30)

∂B

∂t
+ rotE = 0 (1.31)

divE = ρ/ϵ0 (1.32)

rotB− 1

c2
∂E

∂t
= µ0j (1.33)

ただし、

D = ϵ0E, B = µ0H

ϵ0µ0 =
1

c2
(1.34)

である。これらはMatthew の入門書 Elements of Electromagnetics[24] に次の図のようにまとめられて
いる。

図 1.23: Elements of Electromagneticsより

これから電磁波の存在が次のように予想される。

第 2式をさらに rotをとり、第 4式を代入すると

rot(rotE) = − ∂

∂t
(rotB) = − ∂

∂t

(
ϵ0µ0

∂E

∂t
+ µ0j

)
ここで j = 0として式 1.34から

rot(rotE) = − ∂

∂t
(rotB) = − 1

c2
∂2

∂t2
E

片やベクトル公式から

rot(rotE) = ∇(∇ · E)−∇2E
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だから、ここで∇ ·E = 0を選ぶことが観測側にまかされる。これは後に重要な「選択」をしたことになる。

Eの位相は広がらず連続性を持つパラメタ値 tと回転性のベクトル ωから生じ、磁場はベクトル kと空間ベク

トル xからスカラー値が作られる。結局電場に注目し、ある選択を経て

∇2E =
1

c2
∂2

∂t2
E (1.35)

という波動方程式が得られる。第 2式から電場の回転が磁場の時間変化を生むのでMaxwell方程式そのもの
が波動を表しているといえる。ただし、波源としては電荷であって磁荷ではない。

第一が示すように磁場の発散は常に 0である。こうした非対称の構造が電磁場の基本にあり、これらは電磁
場を統一的に表した時にも本質的なものになりそうである。

磁場についても第 4式の回転をとると第 2式の rotと gradを入れ替え j = 0とするから

rot(rotB) = ϵ0µ0
∂

∂t
(rotE)

∇2E = −ϵ0µ0
∂2

∂t2
B (1.36)

を得る。この時は第 1式があるので∇ ·B = 0を選ぶ必要はない。

式 1.35について波数ベクトル k、角速度 ωを用いれば cは波の伝達速度であり

E = E0e
i(kx−ωt+δ)

という一般解を得る。同じように磁場も電場に直交して伝達する電磁場の存在を示す。

また真空中においては式 1.35について (
k

ω

)2

= µ0ϵ0

という関係が成り立つ。これからこの場の伝達速度 cは

c =
ω

k
=

1
√
µ0ϵ0

(1.37)

である。これは光の伝達速度に等しい。重要なのはこの速さはあらゆる慣性系で変化しないスカラー値であ

るということである。

磁場も波として伝達していくことがわかる。ただし、式 2と式 4は磁場と電場はお互いの回転が時間微分を
つくるので次の関係が空間的な磁場と電場の間になくてはならない。

B =
k

ω
×E

波数ベクトルの空間成分 kは波のエネルギー伝搬の向きに等しい。従ってこの式は E,Bは進行方向に共に

直行し、お互いの位相差は πあることがわかる。ただし、この時の ωはスカラーとみなしている。

1.3.1 1次元の電磁気学

　Maxwell方程式を理解するために 1次元の電磁場を考えてみよう。yz平面は均一とし、x軸方向だけを考
えると面積積分は単なる差分とみなすことができて簡単になる。

1.3.2 静電場

　はじめに静電場を考える。1次元の世界を yz平面が極めて薄いシートとして面電荷の密度分布 σを考える

とこの時の電場は単位ベクトル ex を用いてE = σ
2ϵ0

ex (x > 0)

E = − σ
2ϵ0

ex (x < 0)
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となり、電荷のある原点では不連続で、それ以外では連続した場になる。これは発散があって回転がないので

ex · (E(x2)−E(x1)) =
1

ϵ0
σ

ex × (E(x2)−E(x1)) = 0

さらに面電荷が複数あれば

ex · (E(x2)−E(x1)) =
1

ϵ0

∑
i

σi

連続した分布であれば

ex · (E(x2)−E(x1)) =
1

ϵ0

∫ x2

x1

dxρ

さらに符号を含めて

exdS = dS

とすれば次のようにおける。 ∑
i=1,2

dSi ·Ei =
1

ϵ0

∫
V

dSdxρ (1.38)

この式は式 1.1 ∮
S

dS ·E =
1

ϵ0

∫
V

dV ρ

の差分バージョンである。3次元の場合 ∮
S

dS ·E =

∫
V

∇ ·E

としたが、この場合の∇ ·Eは微小変化を△xとして電荷密度を体積密度とすると

ex · (E(x+△x)−E(x)) =
1

ϵ0
△xρ

となり、この△x→ 0として
∂Ex
∂x

=
ρ

ϵ0

が導ける。回転成分∇×Eについても同様に∑
i

dSi ×Ei = 0

からは外積だから

ex × ∂E

∂x
= 0 +−ey

∂Ez
∂x

+ ez
∂Ey
∂x

= 0

となる。
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1.3.3 静磁場

　次に直線電流により生成される静磁場を考えよう。直線電流を x方向にとると、右ねじ則から磁場は yz

面方向に一様にはならない。そこでここでは直流電流が yz面内しか流れず、電流密度の成分 Jy,Jz が至るとこ
ろで一定になるような面電流Kを考える。

図 1.24: [55]より

面電流は電流密度に面積がかかるので電流を長さで割った形になっている。よってこの面電流がつくる磁場

Bは平面内で次のように表すことができる。

B =
µ0

2

K× ex (x > 0)

−K× ex (x < 0)

ここで、電荷と同じように 2枚の yz平面で囲まれた領域を考える。この領域に電流が存在しなければ 2枚
の平面内は一定の磁場になるため、左右の磁場に差はない。しかし、領域内に電流があればこの差が次のよう

に現れる。

ex · (B(x2)−B(x1)) = 0

ex × (B(x2)−B(x1)) = µ0K

さらに yz方向に電流が分布している場合は

ex × (B(x2)−B(x1)) = µ0

∫ x2

x1

dxJ

である。微分形は次のようになる。

ex · ∂B
∂x

=
∂Bx
∂x

= 0

ex × ∂B

∂x
= −ey

∂Bz
∂x

+ ez
∂By
∂x

= µ0J

となる。
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1.3.4 動的な場

　動的な場では変位電流も含めることで極めて対称性のよい、磁場と電場の関係式が得られ、これがMaxwell
方程式にまとめられる。電場の回転はファラデーの法則は

ex × (E(x2)−E(x1)) = −∂B
∂t

さらに変位電流を考慮し、磁場の回転は

ex × (B(x2)−B(x1)) = µ0

∫ x2

x1

dx

(
J+ ϵ0

∂E

∂t

)
これらから 1次元の電磁気のまとめとして∇ → ∂/∂xで考えることができ、

∂Ey
∂x

= −∂Bz
∂t

∂Bz
∂x

= −µ0

(
Jy + ϵ0

∂Ey
∂t

)
または、

∂Ez
∂x

= −∂By
∂t

∂By
∂x

= −µ0

(
Jz + ϵ0

∂Ez
∂t

)
となる。

1.3.5 導体

　電磁場に影響を与える物質は、導体、誘電体、磁性体の 3つがある。これらの物質があると近接場にまず
影響を与え、その影響が周囲に伝達していいく。

　導体 (conductor)とは電場を与えると電流が流れる物質であるといえる。通常では、電子の運動は様々な
ものに妨げられ、古典的には衝突と加速を繰り返すことになる。電子の移動速度はこうしたマクロな現象の平

均としてきまる。これはローレンツ力にもあてはまる。

電子が加速され力に比例した臨界速度 vに達したとしよう。このとき移動度と呼ばれる定数 µm を導入し、

電荷を Qとすれば

v = µmF/Q

とおける。電場を用いて F = QEとすれば臨界速度 vは次のようになる。

v = µmE

つまり、臨界速度 vは場の力や電場で決められる。

電流密度 J、電子密度を nとし

J = nQv = nQµmE (1.39)

となる。よって導電率 σと移動度 µm の関係は全電荷 nQをかけるだけの違いとして

σ = µmnQ

となることがわかる。一方でローレンツ力

F = Q(E+ v ×B)
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この式の両辺に vが含まれている。両辺に µm/Qをかければ

v = µm(E+ v ×B)

となり、式 1.39から nQをかければ

J = σ

(
E+

J×B

nQ

)
のように本来、電流密度や臨界速度がマクロ的な決定量であり、自分自身の変化の影響を内在している。こ

の補正は場が無限大の熱溜を仮定していない場合に観測量としては全てに通じるものがある。自分自身の影響

が場との外積でくりこまれる形になる。

現実的な金属を考えると自由電子の数 nが非常に大きいため第 2項が落ちてよく知られているオームの法則

J = σE (1.40)

になる。しかし、比較的 nの小さい半導体の場合は第 2項は無視できない。
この時、ホール効果 (Hall effect)が起きる。
導体はこのホール効果が期待できない場合、J = σEの発散を取り、

∇ · J = −dρ
dt

∇ ·E =
ρ

ϵ
(1.41)

だったから
dρ

dt
+
σ

ϵ0
ρ = 0 (1.42)

が得られる。これは熱伝導方程式の形になっていて

ρ = ρ(0)e−σ/ϵ0·t (1.43)

が得られる。つまり電荷は拡散し、熱力学の法則のように多いところから少ないところに移動していくこと

がわかる。このような現象が誘電緩和 (dielectric_relaxation)という。
これから時間が十分経過すると電流密度の発散がなくなることがわかる。しかし、電荷が保存されているの

で、その電荷は導体の表面のみに存在することになる。

さらに式 1.40からは σが大きくなると。有限の Jであるためには Eは小さくなくてはいけない。現実の導

体の σは非常に大きいので電場Eは非常に小さくなり、これが導体中の電場を 0とみなす理由である。この時

E = 0とすると式 1.41から ρ = 0となり、これは先の式 1.43の時間経過後の状態と同じになる。しかし、式
1.43が表しているように初期 ρ(0)の値が時間変化と同じ影響を与えていることに注意がいる。

さらにMaxwell方程式から

∇×E = −∂B
∂t

を考えれば E = 0の導体内部では磁場が変化できない。

∂B

∂t
= 0

これを凍結磁場 (freezing_of_magnetic_field)という。これは超伝導体のように

B = 0

とは異なり、磁場の変化がないことを示す。磁場の変化がないことは電場の回転がないことである。
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1.3.6 誘電体

　次に誘電体を考えよう。これは通常、電気的に中性であるが電場をかけると、分極が生じるような物質で

ある。分極電荷の存在は電気双極子モーメント pを生む。

p = ql

これに前節で導入した線上の δ 関数 δL(r1, r2)をかけると、この線分 (r1, r2)上にだけ電荷が存在するよう

にできてこれを分極ベクトル (polarization_vector)

P = pδL(r1, r2)

と表すことができる。微小面積 S を考え、下図のような微小体積 V を考えると、この体積内のみ次の値を

とる

P = Ql/V = esQ/S

図 1.25: [55]より

従って、全ての分極ベクトルを足し合わせて

P =
∑
i

QiliδL(r− rili) =
∑
i

piδL(r− rili)

とおける。線状デルタ関数を含ませたので次の図にみるようにこの分極ベクトルが存在するのは限られた領

域 ri になることが特徴になる。

図 1.26: [55]より
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現実的にはこの限られた領域はミクロ的に存在しているので、マクロの立場からは次のように平均化される。

nを単位体積当たりのモーメントの個数として

P =
1

V

∫
dV
∑
i

piδL(r− rili) =
1

V

∑
i

pi = n ⟨p⟩

逆に分極ベクトル Pが与えらえると分極電荷 ρp が次のように求まる。=0

ρp = −∇ ·P

ミクロでは不連続である分極ベクトル場でもマクロで見ると連続に見える。よって分極ベクトル場はなめら

かなベクトル場であるから電荷は領域の縁のみに発生する。

クーロンの法則で表される電荷を自由電荷 (free charge)ρf として次の関係がある。

∇ ·E =
1

ϵ0
(ρp + ρf ) =

1

ϵ0
(ρf −∇ ·P)

これから ρf が

ρf = ∇ · (ϵ0E+P)

分極電荷 ρpは物質内で束縛されているから束縛電荷 (bounded_charge)ともいう。これから電束密度 (elec-
tric flux_density)Dを次のように定義する。

D = ϵ0E+P (1.44)

よって

∇ ·D = ρf

とかける。つまり、電束密度は自由電荷の湧き出し、吸い込みがあるベクトル場である。

実験的にもおおくの素材で分極ベクトル Pは ϵ0Eに比例することから線型応答 (linera response)があると
し次の関係が成り立つ。

P = χpϵ0E

この χpは電気感受率 (electric susceptibility)という。これは一般に正の定数である。式 1.44から電束密度も

D = (1 + χp)ϵ0E

とあらわされ

ϵ = (1 + χp)ϵ0 (1.45)

とおくと、ϵは誘電率 (permittivity)といい。これも正である。
透磁率と異なり、誘電率が ϵ0 より小さくなることがない。これは伝達速度に上限がることを表している。

線型応答する均質な材料では材料中に自由電子がないと

∇ ·D = 0

となる。これは

∇ ·P = 0

を表し、分極電荷も材料中に見ることはできず、材料表面にしか現れない。
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図 1.27: [55]より

例えば図のような平行板コンデンサ内に誘電体を挿入すると、分極電荷は誘電体内部に見られず、表面に現

れる。留意点は電束Dは発生源が自由電子なので極板でしか発生せず、分極電束 Pは誘電体表面でしか発生

しない。つまり次のように電荷の面積密度 σを表していることがわかる。

|D| = σf

|P| = σp (1.46)

大きさをのみを考えると、誘電体がなければ

D = ϵ0E = σf

誘電体があると比を ϵr = ϵ/ϵ0 として

ϵ0E = D/ϵr = σf/ϵr

だから空間中よりも小さくなる。

また、誘電体中の分極は式 1.44から

P = D − ϵ0E = (1− 1/ϵr)σf

となり、誘電体内で一定であるが外では 0になる。面状デルタ関数の形をとる。
よって図の誘電体の下面での面密度 σp は

σp = P = (1− 1/ϵr)σf (1.47)

つまり誘電体下面の電場は

∇ · E = σp

となる。高校物理で習ったように σf を固定しておいて比誘電率 ϵr を大きくしても Dは変化しない。この

時、式 1.47から
σp → σf

となる。このため、極板間の電位差はどんどん小さくなる。逆に電位差を固定し、比誘電率 ϵr を大きくする

と面密度 σp が大きくなる。これが静電容量 (capacitor)の原理になる。
図において空間部分の厚さを dv,誘電体の厚さを dd とすると極板間の電位差が ϕ = Ed =

σf

ϵ0
dから

ϕ =
(dd/ϵr) + dv

ϵ0
σf
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となる。これからキャパシタは次のように定義される。

C =
σfS

ϕ
=

ϵ0S

(dd/ϵr) + dv

つまり、ϵr が大きいと電磁気的な誘電体の厚さが小さくなる。このため静電容量が大きくなる。空間部分の

厚さ dv と dd/ϵr を加えたもが電磁気的な厚みとなる。

1.3.7 磁性体

　次に磁性体を考えよう。前節までの議論で磁性は円状の電流で説明ができた。ここでも微小電流ループ

モデルを考える。磁性体にはこの微小電流ループが無数に存在している考える。これを磁化電流 (magnetiza-
tion_current)という。電流を I、ループにより囲まれた面積を Sとする時、磁気モーメントは式 1.19から

m = IS

で表される。分極電荷の時の線状デルタ関数と同様に磁荷がこの面積内にだけ存在するようにするために面

上デルタ関数 δS(r,S)をここではもってくる。そこで次で磁化ベクトルMを定義する。

M = mδS(r,S)

これは次の図のように厚さ ℓ、体積 V の領域を考え、マクロな立場からは次のように平均化されて表される。

単位体積当たりの磁気モーメントの個数を nとして、

M =
1

V

∫
dV
∑
i

miδS(r− ri,Si) =
1

V
n ⟨m⟩

と平均化される。

図 1.28: [55]より

図で見ると点線の境界円に張られた円板に電流 I は垂直であるが、磁化ベクトルは電流に対し、平らに張っ

た面でなく、曲面に対しても定義される。
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図 1.29: 磁性体中の磁化ベクトル：限定的な領域でのみ存在する。平均化すると上向きのベクトルになる。

逆に磁化ベクトルが得られるとこの回転をとると電流密度 Jm が得られる。

Jm = ∇×M

さらに誘電体の場合は分極の際に瞬間的な電荷の移動があり、これが分極電流 Jp を流すことが知られてい

る。結局全電流は自由電荷によるもの、磁化電流、分極電流の和になる。

J = Jf + Jm + Jp

よって変位電流も考えたアンペールの法則が次のように表される。

∇×B− ϵ0µ0
∂E

∂t
= µ0(Jf + Jm + Jp) = µ0

(
Jf +∇×M+

∂P

∂t

)
(1.48)

特に Jm + Jpは物質に束縛されているので自由電流にたいして束縛電流 (bounded current)と呼ばれること
がある。

このように一般的に実際の物質では自由に移動して力を伝える粒子と、物質中心で束縛されながら変動する

粒子がある。後の観測の理論において重要になる。

また、式 1.48は時間について 1階のように見えるが磁場が電場の時間変化で表さるので波動方程式の解を含
んでいる。この式から自由電流密度を求めると

Jf = ∇×
(

1

µ0
B−M

)
− ∂

∂t
(ϵ0E+P) (1.49)

そこで磁場強度 (strength_of_ magnetic_field)Hを次で定義すると

H =
B

µ0
−M (1.50)

次のように簡単になる。

∇×H = Jf+
∂D

∂t
(1.51)

マクロな立場で均一な物質を考えると次のような線形応答が成立する。

M = αB/µ0

式 1.50から次も成り立つ。

H =
(1− α)B

µ0
(1.52)
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ここで誘電率と同じように

µ =
µ0

1− α

を透磁率 (permeability)という。また、磁気感受率 (magnetic_susceptibility)を

M = χmH

とおくと、式 1.50から
B

µ0
= H+M = (1 + χm)H (1.53)

とまとめられる。。

式 1.52から磁気感受率が
χm =

α

α+ 1
(1.54)

とおけることがわかる。電場の場合の式 1.45と異なり αは負になることがある。

−1 < α < 0

この時、χm < 0となる。線形応答するような物質では自由電流がないと∇ ·H = 0である。この時、式 1.53
から

∇ ·M = 0

が成立する。これは次の図のように磁化電流も磁性体表面にしか存在しないことを意味する。

図 1.30: コイル内の棒状の磁性体が磁荷された様子。常磁性体では磁化は磁場と同じ向きになる。磁性体表面
に磁化電流が右ねじ則で生じる。[55]より
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図では断面に対し、十分長いコイル内に置かれた磁性体の場合、対称性から磁場も磁束密度もインダクタの

内部ではコイルの円筒軸方向を向く。自由電流はコイルの内部にしか流れないが、磁化電流は磁性体表面に発

生している。つまり、表面と内面が分離され、境界があることを示している。

コイルが十分に長いならばコイルの外部の磁場は 0とみなせる。自由電子と結びついていたHはコイルの

内部で自由電流の面密度Kf に一致し、アンペールの法則

B

µ0
= H = Kf

が成り立つ。一方で透磁率 µの磁性体中では比透磁率を µr = µ/µ0 として

B

µ0
= µrH = µrKf

となり、自由空間の磁場より強くなる。磁性体中の磁化M は式 1.53から

M =
B

µ0
−H = (µr − 1)Kf (1.55)

磁化電流 Jmは分極磁化Mから

Jm = ∇×M

で与えられたが、Mが磁性体内部で一定、外で 0に突然変化するため面上 δ関数になる。

磁性体表面で 1.55から
Km =M = (µr − 1)Kf

である。磁束を Φとすると、磁性体の断面積 Sm,空間の断面積 Sv とすると単位長さあたりのコイルの巻き

数 n電流を I としてKf = nI とおけるから

Φ = µ0(µrSm + Sv)Kf = µ0(µrSm + Sv)nI

これから高校で学習したインダクタンス Lとは自由電流に対する全磁束の比で定義できて

巻き数N はコイルの長さ ℓを用いて

N = nℓ

だから

L =
NΦ

I
= µ0(µrSm + Sv)n

2ℓ = µ0(µrSm + Sv)N
2/ℓ (1.56)

とかける。

1.3.8 永久磁石

　磁化電流を考えると永久磁石にも次の図のように電流が表面に流れていることになる。
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図 1.31: [55]より：永久磁石にも図のように円電流があると考える。これから内部の磁場は磁化と同じ向きに
なる。

これは先の図のソレノイドの場合と同じで棒の長さが十分に長いなら、外部の磁場はほとんど 0になると考
えられる。面電流密度K に対応し

B

µ0
= K

が成り立つ。よって、磁石のつくる磁場は前節で考えたようにこの一様な磁場が棒内部の領域のみにあり、

端点に対の磁化を加えて計算すればよい。

1.3.9 Maxwell方程式 E-H[55]

　以上からMaxwell方程式を再び電束密度Dと磁場強度Hを中心にしてまとめておこう。

現実の物質中の電場や磁場を計算するときのリファレンスになる。自由電荷がある時、

∇ ·D = ρf

∇×E = −∂B
∂t

∇ ·B = 0

∇×H = Jf +
∂D

∂t

物質中で分極がある時、BをHで置き換える。

∇ ·E =
1

ϵ0
ρ

∇×E = JM − µ0
∂H

∂t

∇ ·H =
1

µ0
ρm
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∇×H = JH + ϵ0
∂E

∂t

ただし、JM を磁流 (magnetic_current)、JH を電流 (electoric_current)とし、分極ベクトルをPm = µ0M

として

ρ = ρf −∇ ·P

JM = −∂Pm

∂t

ρm = −∇ ·Pm

ρp = −∇ ·P

JH = Jf +
∂P

∂t

対称性があるような状況ではアンペールの法則やガウスの法則を用いることができるが現実にはビオ・サバー

ルの法則やクーロンの法則を微小領域に適応し、コンピューターで積分計算する方法がとられる。

1.4 ゲージ場 [55]

1.4.1 ポアソンの定理

　電磁気学では∇·と∇×の作用が基本的な役割を果たす。
もし∇×が 0になることはこれまで見た来たように回転成分がないということであり、任意の閉曲線に沿っ
た積分は 0になることでもある。
言い換えるとこの積分路を任意の点で 2分しすると、この 2つの経路に沿っての積分は互いに反対符号がつ
くことになる。

ただし、自然界ではこの作用を 2回作用させるところまでがよく登場する。スカラー量に作用する場合がポ
アソンの式になる。この式は今後の基本になるのでその意味をよく理解しておこう。

空間のある点を基準として次のように静電ポテンシャルを定義しておく。

ϕ = −
∫
C

dr ·E

閉回路に沿って内積をとるのでスカラー値となる。閉回路でなければ

ϕab = −
∫ b

a

dr ·E

である。これから

ϕab + ϕba = 0 (1.57)

が成り立てば ϕ = 0 である。

微小変化をとると E(Ex, Ey, Ez)として

dϕ = − (Exdx+ Eydz + Ezdz) (1.58)

となるので

Ex = −∂ϕ
∂x
,Ey = −∂ϕ

∂y
,Ez = −∂ϕ

∂z

が得られる。つまり微分関係

E = −∇ϕ

である。これは空間次元数だけ成分を持つベクトル量である。
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一方で回転成分∇×をとると
∇×E = −∇× (∇ϕ) = 0

となるので、スカラーポテンシャルの発散の回転成分は常に 0である。ガウスの法則を使うと

∇ ·E = ∇ · (−∇ϕ) = 1

ϵ0
ρ (1.59)

であり、湧き出しがることを示している。これは次のように一般的にはポアソンの式 (Poisson equation)
と呼ばれる。

∂2ϕ

∂x2
+
∂2ϕ

∂y2
+
∂2ϕ

∂z2
= ∇2ϕ = − 1

ϵ0
ρ

また、高校で学習したようにこの式をみたすϕは電位を表し、クーロンポテンシャル (Coulomb potentuial)
と呼ばれる。電荷 Qのつくるポテンシャルは

ϕ =
Q

4πϵ0

1

r

これは 1/r型のポテンシャルであり、電場は 1/r2 型になる。電場が電気力線の密度であることから 3次元
内の表面積が 4πr2 となることと対応している。電荷ではなく電荷密度を用いると Q = dV ρとかけるので

ϕ =
1

4πϵ0

∫
V

dV
ρ

r

となる。ガウスの法則から∇E = ρ/ϵ0 を用いて

ϕ =
1

4π

∫
V

dV
∇·E
r

= − 1

4π

∫
V

dV
∇2ϕ

r
(1.60)

となる。電荷が存在しない領域では ∇2ϕ = 0である。この時は上の式から E = 0, ϕ = 0である。しかし

∇ϕ = Constであれば∇2ϕ = 0 になることに注意する。

従って微分関係だけでは見ることができないが、ポアソンの式を利用するときには必ずどの領域を考えるか

が重要になる。物理的にその領域内に流線の湧き出しがあればポアソンの式は 0にならない。逆に湧き出し場
所を避けた領域を考えれば

∇ ·E = 0, ∇×E = 0

が成り立ち、E = 0となることを意味する。しかし、これは間違いで実際にはその場所には電場が存在する。

つまり、我々は対象の領域の内部で完全に領域を埋め尽くすものを選択する必要がある。

同じことは回転成分にもいえる。直線電流が存在すれば全空間にBが存在するが、電流を避けた領域を考え

れば

∇×B = 0 ∇ ·B = 0

が成り立ち、B = 0となることを意味する。しかし、これは間違いで実際にはその場所には磁場が存在する。

よってここでも完全な領域を選択しなくてはいけない。しかし、そもそも完全な領域はあるかという疑問があ

る。むしろ、どんなに流線の湧き出しをすべて覆う領域を考えても観測者の立場からは必ず覆いきれない点 (ま
たは線、面・・)が存在するのではないかと観測の理論では考える。

1.4.2 ヘルムホルツの定理 (Helmholz_theorem)[55]

　静電場のマクスウェル方程式は発生源を持つ場合と持たない場合の 2つがあった。これらを統一的に表現
する方法を考えよう。
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これまで見てきたように∇×が 0になる場合はスカラー S を用いて∇S で表現でる。
また、∇·が 0になるような場はベクトルVを用いて∇×Vで表すことができる。

これから任意ベクトル場Xを

X = ∇ϕ+∇×A

となる。これをヘルムホルツの定理 (Helmholz_theorem)という。
これは発散のない場はベクトルポテンシャルで表現でき、

∇ · (∇×A) = 0

回転のない場はスカラーポテンシャルで表現できることを表す。

∇× (∇ϕ) = 0

そこで任意のベクトル場X(X1, X2X3)から次のようにスカラー場とベクトル場をつくる。

ϕ =
1

4π

∫
V

dV
∇ ·X
r

(1.61)

A = (Ax, Ay, Az) =
1

4π

∫
V

dV
∇×X

r
(1.62)

これからヘルムホルツの定理を確かめると∇× (∇×X) = ∇(∇ ·X)−∇2

−∇ϕ+∇×A =
1

4π

∫
V

dV
−∇(∇ ·X) +∇× (∇×X)

r

= − 1

4π

∫
V

dV
∇2X

r

ところが各成分はスカラーらから別々にポアソンの定理をつかうと式 1.60から

X1 = − 1

4π

∫
V

dV
∇2X1

r

各成分を足し合わせれば

−∇ϕ+∇×A = − 1

4π

∫
V

dV
∇2X

r
= X (1.63)

となる。ただし、この式はポアソンの定理が成り立っていることを前提にしている。また、物質とそれが含

まれている空間が必ず存在しているので物質の内部では

∇2X ̸= 0

であり、空間のみの領域では

∇2X ̸= 0

を前提にしている。前節のポアソンの定理で見たようにこでもある領域と領域以外が区別されている必要が

ある。

ヘルムホルツの定理で ϕはスカラーポテンシャルと呼ばれ、次のように∇ϕに回転がない。

∇× (∇ϕ) = 0 (1.64)

また、Aはベクトルポテンシャルと呼ばれ、次のように∇×Aに発散がない。

∇ · (∇×A) = 0 (1.65)
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ここで∇をいずれも 2回作用させていることに注意する。
次節であつかう磁場については特徴的で静磁場であっても動的磁場であっても発散がない。つまり常に

∇ ·B = 0

である。これから磁場がある領域の縁になっていることがわかる。つまり、内部と外部を分ける境界があるこ

とである。

これはベクトルポテンシャルを用いて

B = ∇×A

とかけることを意味している。この時、まさに式 1.65が成り立つわけである。
これが単に数学的な関係ではないと物理屋は考えている。つまり、後節で見るように実際にAが存在してい

るということである。

また、ヘルムホルツの定理が使えるので式 1.62から

A =
1

4π

∫
V

dV
∇×B

r

が成り立つことになる。さらにこれから電磁気の基本則が次のように導かれる。J = µ0∇×Bから

A =
µ0

4π

∫
V

dV
J

r

A =
1

4π

∫
V

dV
∇× (∇×A)

r

第 1式からはベクトルポテンシャルがあたかも電流ポテンシャルとして働いているように見える。
向きに関しては電流密度に一定しているわけだ。

第 2式はベクトルポテンシャルの回転が磁場をつくり、その回転成分が電流密度をつくるので結局回転の作
用を 2回繰り返すとベクトルポテンシャルにもどっているようにみえる。
これは次の図のように周回から 1つの軸方向が得られるがさらにこの軸もまた、1つの周回の部分とみなる
ことができる階層性と関係している。

つまりベクトルポテンシャルと磁場の関係は空間的なスケールが重要な役割をする。局所的には直線的なベ

クトルポテンシャルは、大局的には磁場を周回する。

図 1.32: 階層性

回転成分のみ この 2つの立場を考えてみよう。はじめにベクトルポテンシャルが周回している場合を考える。
この時は積分形 ∫

S

dS ·B =

∮
C

dr ·A

を利用する。高校でも電場 Eの空間的な分布を得て、線積分から電位 ϕを出したように

空間的な磁場Bの局所的な分布からベクトルポテンシャルを求めることができるだろうか。

左辺が周積分になっているがAは多くの自由度があることが問題になる。
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しかし、ベクトルポテンシャルが周回し、1つの平面上にあると考えれば、いたるところで 1つの成分　　
例えば Az を 0にしてしまうことができる。すると式から

Bx = −∂Ay
∂z

となるので観測点 Pで
Ay = −

∫
Bxdz (1.66)

となる。この積分の経路は点 Pの xy平面への垂線の足から点 Pまでとし、この積分の積分定数を 0と仮定
してしまう。

図 1.33: Az 成分を 0にするような xy平面を見つける。点 Pからの垂線の足を始点とする

こうすると Ax が

By =
∂Ax
∂z

(1.67)

Bz =
∂Ay
∂x

− ∂Ax
∂y

(1.68)

を同時に満たすから、第一式から

Ax =

∫
Bydz + f(x, y) (1.69)

が得られる。

式 1.66、1.69を式 1.68に代入すると

Bz =
∂Ay
∂x

− ∂Ax
∂y

= −
∂
∫
dzBx
∂x

−
∂
∫
dzBy
∂y

− ∂f(x, y)

∂y

ここで

∇ · (Bx, By, Bz) = 0

から

∂Bz
∂z

= −∂Bx
∂x

− ∂By
∂y

が常に成り立つ。よって次のように表すことができる。
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Bz =
∂
∫
dzBz
∂z

− ∂f(x, y)

∂y

= Bz −Bz(0)−
∂f(x, y)

∂y

ただし Bz(0)とは xy平面上での Bz の値である。これから f を決めることができて

f = −
∫
dyBz(0)

となり、xy平面への射影のみが影響を与える。
よって再び式 1.66, 1.69を用いて次のようにベクトルポテンシャルが求まる。

Ax =

∫ (x,y,z)

(x,y,0)

Bydz −
∫ (x,y,0)

(x,0,0)

dyBz(0)

Ay = −
∫ (x,y,z)

(x,y,0)

dzBx

Az = 0

これから

∇×A =

(
∂Az
∂x

− ∂Ay
∂z

,
∂Ax
∂z

− ∂Az
∂x

,
∂Ax
∂y

− ∂Ay
∂x

)
= (Bx, By, Bz(0))

を得る。従って、磁場のある点を決めると磁場の分布からベクトルポテンシャルを得ることができる。

直線成分のみ 次に局所的にAは直線とみなせる場合を考えよう。

図 1.34: Aが r依存しない直線的な場合

この時はAの r方向の成分を 0とできることを利用する。この場合は極座標を用いて

A =
1

r

∫ P

0

drB× r

となる。

従って、この場合でも

∇×A = B

となる。
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1.4.3 ゲージ性

　前節の問題はベクトルポテンシャルが多くの自由度を残し、観測者側がわりと身勝手に基準を設定できる

ことにある。しかし、これでは物理学として普遍性を満足できない。しかし、この「身勝手な自由度が」本質

的にぬぐえないところがあるのである。

　ベクトルポテンシャルは次のような形式的な置き換えから登場した。

　ベクトルポテンシャルAを利用して、Maxwellの方程式を書き換えると

B = ∇×A

とベクトルポテンシャルを定義するとMaxwellの方程式の１つは

∇×E+
∂B

∂t
= ∇×

(
E+

∂A

∂t

)
= 0 (1.70)

となる。よって∇× (∇ϕ) = 0だから

E = −∇ϕ− ∂A

∂t
(1.71)

となり、電場はベクトルポテンシャルの時間変化とスカラーポテンシャルの空間変化の和になる。

したがって、空間的なスカラーポテンシャルがなくてもベクトルポテンシャルが時間的に変化すれば電場が

ベクトルポテンシャルの向き生じる。他のMaxwellの方程式からは真空中において

1

µ0
∇×B− ϵ0

∂E

∂t
=

1

µ0
∇× (∇×A) + ϵ0

(
∇∂ϕ

∂t
+
∂2A

∂t2

)
=

1

µ0
∇2A+ ϵ0

∂2A

∂t2
+∇

(
1

µ0
∇ ·A+ ϵ0

∂ϕ

∂t

)
= J

とおくと c2 = (µ0ϵ0)
−1 として

∇2A− 1

c2
∂2A

∂t2
−∇

(
∇ ·A+

1

c2
∂ϕ

∂t

)
= −µ0J (1.72)

となる。また、式 1.71から

∇ ·E = −∇ ·
(
∇ϕ+

∂A

∂t

)
= −∇2ϕ− ∂

∂t
(∇ ·A)

= ρ

つまり、

∇2ϕ− ∂

∂t
(∇ ·A) = − ρ

ϵ0

とおける。これで電流密度と電荷密度がベクトルポテンシャルとスカラーポテンシャルで定義された。

ゲージ変換でふれたように、この式は次の変換においても不変になる。

A′ = A+∇ψ

ψ′ = ψ − ∂ψ

∂t

これはベクトルポテンシャルとスカラーポテンシャルの間にはある自由度が残されていることになり、

これらは現在ゲージ理論として知られている。

まず、前節の内容を発展させて、∇· も∇×も共に 0にならない動的な場を考えてみよう。
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Maxwellの式にもどり式 1.70から

∇×E+
∂B

∂t
= ∇×

(
E+

∂A

∂t

)
= 0

B = ∇×Aから

∇×E = −∂(∇×A)

∂t

となるから

∇×
(
E+

∂A

∂t

)
= 0

これからベクトル場には回転成分がない時は∇·で書けたから

E+
∂A

∂t
= −∇ϕ

となる。よって、

∇ ·E = ∇2ϕ+
∂

∂t
∇ ·A = − 1

ϵ0
ρ

また、B = ∇×Aからは式 1.72より

∇2A− 1

c2
∂2A

∂t2
−∇

(
∇ ·A+

1

c2
∂ϕ

∂t

)
= −µ0J (1.73)

となった。ベクトルポテンシャルの自由度は次のように再定義してみるとよくわかる。

A′ = A+∇χ

さらに両辺の回転をとると∇× (∇χ) = 0となるから

∇×A′ = ∇×A

のように同じ表記になる。これからA′とAは同じ磁場を与える別のベクトルポテンシャルであるといえる。

しかし、興味深いことに∇ ·A′ をとると

∇ ·A′ = ∇ ·A+∇2χ

よって A′ は ∇2χの影響をうける。動的な変化を考えると、これはスカラーポテンシャルにも影響し、式

1.73から

∇2A− 1

c2
∂2A

∂t2
−∇

(
∇ ·A+

1

c2
∂ϕ

∂t

)
= −µ0J (1.74)

を簡略にするために

ϕ′ = ϕ+
∂χ

∂t

とすれば

∇ ·A′ +
1

c2
∂ϕ′

∂t
= ∇ ·A+

1

c2
∂ϕ

∂t
+∇2χ+

1

c2
∂2χ

∂t2

となる。つまり 4次元の表記で Aµ(ϕ,A)とおくと

∂µχ = dAµ

であり、計量に自由度があることがわかる。

このような Aµ(ϕ,A)に χの選びかたの自由度を当てることはゲージ変換 (gauge transformation)として知
られている。重要なことは ϕ,Aに同じ χの変化を与えても現実の電場と磁場に観測される変化がないという

ことである。これをゲージ不変性 (gauge_invariance)という。
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クーロンゲージ 　はじめに次のようにAの発散を 0としたものをクーロンゲージ (Coulomb_gauge)という。

∇ ·A = 0

これを式 1.74に代入すると

∇2A− 1

c2
∂2A

∂t2
= −µ0J+

1

c2
∂2ϕ

∂t2
(1.75)

∇2ϕ = − ρ

ϵ0

ここで次のダランベール演算子 (d’Alemberian)を定義する。

□ ≡ ∆− 1

c2
∂2

∂t2

とすると式 1.80は

□A(x,t) = −µ0J (1.76)

□ϕ(x,t) = −ρ(x, t)
ϵ0

とまとめることができる。これらは波動方程式 (wave_equation)と呼ばれることもある。これらは波源から
有限の速度で波が空間に広がっていくことを表現している。従って時間差があり、離れた距離にある場合の影

響について次に考察する。

ファラデーゲージ 　次にスカラーポテンシャルを 0にするゲージを採用する。これをファラデーゲージ (Fara-
day_gauge)という。

ϕ− ∂χ

∂t
= 0

これを式 1.74に代入すると

∇2A− ϵ0µ0
∂2A

∂t2
= ∇(∇ ·A)− µ0J (1.77)

∂(∇ ·A)

∂t
= − ρ

ϵ0
(1.78)

となる。第 2式を積分すると
∇ ·A = − 1

ϵ0

∫
dtρ

これを第一式に代入すると

∇2A− ϵ0µ0
∂2A

∂t2
= − 1

ϵ0

∫
dt∇ρ− µ0J

となる。これはAに関する波源付きの波動方程式になっていて、後の交流解析に使う。特に電荷と電流がな

ければ波動方程式そのものである。
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ローレンツゲージ 　次にローレンツゲージ (Lorentz_gauge)を次のようにとる。

∇ ·A+
1

c2
∂ϕ

∂t
= 0 (1.79)

これにより式 1.72は次のようにシンプルになる。

∇2A− 1

c2
∂2A

∂t2
= −µ0J

∇2ϕ− 1

c2
∂2A

∂t2
= − ρ

ϵ0
(1.80)

後半の 2つの式は 4次元に拡張することで 1つの式にまとめることができる。ただし、第 1式があるので空
間部分と時間部分が独立していない。第 1式が時空間の構造に対して有用な式である。
また、この式を少し変形し、

∇ ·A+
∂(ϕ/c)

∂(ct)
= 0

∇2(ϕ/c)− ∂2(ϕ/c)

∂t2
= −µ0(cρ)

∇2A− ∂2A

∂(ct)2
= −µ0J

さらに式 1.76から

E/c = −∇(ϕ/c)− ∂A

∂(ct)

B = ∇×A

これらはAと ϕ/c,Jと cρ,BとE/cらが同次元になることを示し、統一的な理論が存在していることを示唆

している。

キルヒホフの法則 　前節のストークスの定理式 1.7から

∮
C

dr×A =

∫
S

(∇(dS ·A)− dS(∇ ·A))

∮
C

dr ·A =

∫
S

dS · ∇ ×A

が成り立つ。これらを用いて回路に関する理論との関係をみておこう。

高校でも既習したキルヒホフの電流則 (Kh-I)とキルヒホフの電圧則 (Kh-ϕ)を考える。
JK をキルヒホフの電流密度とする。電流則からは任意の点に流れ込む電流の和が 0になるので∮

S

dS · JK = 0 (1.81)

とかける。これから発散をとっても

∇ · JK = 0 (1.82)

が成り立つ。
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しかし、一般には電流の湧き出しは前節でもみたように変位電流をふくむ。

JK = J+ ϵ0
∂E

∂t
(1.83)

こうしておかないと式 1.82は成立しない。従ってキルヒホフの電流密度は常に変位電流を考慮していること
になる。

実際にコンデンサやコイルを含む場合は重要な内容である。

次に Kh-ϕについてキルヒホフ回路の電場を EK とすると、この内容は回路に沿って電位の和をとるので次

のようになる。 ∮
C

dr ·EK = 0

ストークスの定理からこれは ∫
S

dS · ∇ ×EK = 0

∇×EK = 0

を表す。しかし、この場合についてもMaxwellの式からは

∇×E = −∂B
∂t

̸= 0

でないといけない。従ってこの時もBは∇×Aで置き換えて

EK = E+
∂A

∂t
= −∇ϕ (1.84)

で置き換える必要がある。また、これから回路のスカラーポテンシャルは電位に等しい。

1.4.4 静磁場 [55]

　高校等で学習する電磁気学には電位 V が登場する。これはスカラーポテンシャルでいわばベクトルポテン

シャルの 1つの成分を見ていいるにすぎない。そのため、高校物理では電場と磁場がはじめから切り離されて
説明されていく。しかし、V = ϕとして

E = −∇ · ϕ

B = −∇×A

で記述され、相対論により E,B は次節に示すように

Fµ = ∂νA
µν

で共変的にまとめあげられる。つまり、E,B, ϕ,Aは時空間が x, ctと独立次元が貼られ、連続性と接続の条

件が決定されていくことと関係しているわけである。

ベクトルポテンシャルは前節でみたように電磁気では基本的な役割をするが直観的なイメージをつかみにく

い。基礎的な電磁気学をここでベクトルポテンシャルを主役にして考えなおしてみよう。

まず、電荷が源になる場合、電場のスカラーポテンシャルである電位は V を体積として次のように書ける。

ϕ =
1

4πϵ0

∫
v

dV
ρ

r
(1.85)

もし、電荷密度が線であれば dLで、面であれば dS で足しあげればよい。

また、電流が源となり、ベクトルポテンシャルができて

A =
µ0

4π

∫
V

dV
J

r
(1.86)
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となる。両者の相違は

ϵ0 ↔ 1

µ0

とあんるところで、これは

c2 =
1

ϵ0µ0

であるから比をとると ∣∣∣∣ ϕA
∣∣∣∣ = c,

ρ

|J|
=

1

v

となる。

この式から微小電流がつくるベクトルポテンシャルが電流と同じ向きであることがわかる。

クーロンポテンシャルと同様に距離により減衰する。

高校で習う直線電流の周りの磁場についてベクトルポテンシャルで求めてみよう。

図 1.35: 直線電流の周りのベクトルポテンシャルを求める。

そのためには電流ベクトルを x, y, zの 3成分にわける。しかし、ここでは Az のみを求めればよいので

r =
√
x2 + y2

とすると式 1.86から長さを (−L,L)として、図のように zを固定し、ℓで積分する。

Az =
µ0I

4π

∫ L

−L
dl

1√
(l − z)2 + x2 + y2

=
µ0I

4π
log
[√

(l − z)2 + x2 + y2
]L
−L

=
µ0I

4π
log

√
(L− z)2 + r2 + (L− z)√
(L− z)2 + r2 − (L− z)

≃ µ0I

2π
log

2(L− z) + r2/2(L− z)

r2/2(L+ z)

≃ µ0I

2π
log

2L

r
(1.87)

ここでは Lに対して r, zは小さいとして近似をした。

また、別にアンペールの法則から磁束密度 B は

B = µ0
I

2πr
er
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であることを利用し、

B = rotA

だから

AZ =
µ0I

2π

また、電流を I の電荷密度を持つ直線状の一様電荷が分布しているとみると

E =
I

2πϵ0

1

r

とみなせる。これからスカラーポテンシャルは

ϕ =

∫ a

r

Edr =
I

2πϵ0
[log]

a
r

=
I

2πϵ0
log

a

r

であり、置き換え

ϵ0 → 1

µ0
, a→ 2L

とすれば式 1.87に一致する。この時 Ay = Ax = 0であり、ベクトルポテンシャルは z 方向を向いている。

つまり、ベクトルポテンシャルは常に電流源のほうを向き、遠方で減衰する形になっている。また、これから

磁場が

Bx =
∂Az
∂y

− ∂Ay
∂z

= −µ0I

2π

y

r2

By =
∂Ax
∂z

− ∂Az
∂x

=
µ0I

2π

x

r2

Bz =
∂Ay
∂x

− ∂Ax
∂y

= 0

と求まる。ベクトル表現で

B =
µ0I

2π

k× r

r2

であり、次の図のような関係になっている。

図 1.36: [55]より

注意すべきはソレノイドではほとんど外部の磁場は無視できたがベクトルポテンシャルは外部にも存在し得

るということである。よって後節でみるがベクトルポテンシャルはソレノイドの外でも影響を考えないといけ

ない。

ｚ方向に長軸を持つ半径 aの無限長円筒を考え、その表面を面電流がｚ軸右ねじの方向に回転しながら流れ

ているとする。単位長さあたりの面電流密度はK とする。この時、電流の各成分は-y方向で最大、+y方向に
は負で最大になる。
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図 1.37: [55]より:負に帯電した円柱と正に帯電した円柱をすこしずらして重ねる。

つまり電流密度はに x軸からの偏角を θとして、

x成分：-Ksin θ

y成分:Kcos θ

となる。ベクトルポテンシャルの x成分は-y方向に正、+y方向に負で帯電した円筒のつくる電位に対応す
る。線電荷の作る電位は前節から logだからこれ− sin θの重みをかけて積分すればいいがかなり、面倒になる

ので図のようにずらした円板を考えはみ出した電荷の分布がちょうど-sin θ
になることを利用する。

図 1.38: 正、負に帯電した円柱をずらして重ねると − sin θに比例した電荷分布が得られる

密度 ρで正に一様帯電した円柱の作る 電場 E はガウスの法則から r ≥ aでは

E · 2πrh =
1

ϵ0
ρπa2h

E =
ρa2

2ϵ0

1

r

だから

V =

∫ a

r

Edr

から、内部と外部の電位 ϕは次のように与えられる。

ϕ =


ρ

4ϵ0

(
a2 − r2

)
(r ≤ a)

−a2ρ
2ϵ0

log r
a (r ≥ a)
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これから y軸側に δだけずらすことを考えると

ϕ =


ρ
4ϵ

(
−
(
x2 + y2

)
+
(
x2 + (y − δ)2

))
(r ≤ a)

−a2ρ
2ϵ0

(
log x2+y2

a2 − log x2+(y−δ)2
a2

)
(r ≥ a)

ここでも δは小さいとしてで置き換えると y方向に δずれた ϕからは

Ax = ϕδy = − ρδ

4ϵ0
2y (r ≤ a) (1.88)

Ax = ϕδy = −a
2ρ

2ϵ0

2yδ

x2 + y2
(r ≥ a)

さらに
ρδ

ϵ0
= µ0K

で置き換えると

Ax =

−µ0K
2 y (r ≤ a)

−µ0K
2

a2y
r2 (r ≥ a)

だから Ay も同様にして x方向に δずれた ϕから

Ay =


µ0K
2 x (r ≤ a)

µ0K
2

a2x
r2 (r ≥ a)

となる。

B = rotA

だったから、この結果から
d

dx

( x
r2

)
=

d

dx

(
x

x2 + y2

)
=

−x2 + y2

r2

d

dx

( y
r2

)
=

d

dx

(
y

x2 + y2

)
=
x2 − y2

r2

となることに留意すると

B =

(0, 0, µ0K) (r ≤ a)

(0, 0, 0) (r ≥ a)

となり、見事にソレノイドの外の磁場は打消しあって 0になることがわかる。
境界で飛びが生じるわけである。これから磁場とベクトルポテンシャルの図が次のようになる。

図 1.39: [55]より:ベクトルポテンシャルは電流のように現れ、中心から遠ざかると弱くなる。
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ベクトルポテンシャルの関数型がソレノイドの境界から log型に変化することで回転項がなくなり、磁束が

抑えられている。ベクトルポテンシャルは空間を満たしているのでベクトルポテンシャルがあるかないかでは

なく、その関数型が磁場の存在を決めている。

1.4.5 微小ループ

　微小な閉曲線のつくる電流ループは、その面の法線方向に磁場を発生させる基本的な構成単位である、こ

れをベクトルポテンシャルでみてみよう。簡単のためにループは xy平面にあり、原点を中心にもつ。電流は I

とする。電流の x成分は電流と x軸のなす角を θとすると−I sin θとなる。よって前節と同様にして、ループ
に囲まれた正負の一様電荷密度を σとすると、この円板を微小だけずらしたものを考えることで電流の x方向

の分布を考えることができる。

図 1.40: 正、負に帯電した円柱をずらして重ねると −δσ sin θの電荷を持つ

図のように負帯電板を +y方向に面積 δだけずらすと多くの部分では正負が中和するが＋ y方向の縁には負
電荷、-ｙ方向の縁には正電荷がはみ出す。このはみ出した量は δが十分小さければ三日月型の角度 θまでのは

み出し部分の面積が

δ sin θ

となる。はみ出し量は負の面電荷密度 σを持つので角度 θでは電荷が

−σδ sin θ

であるから

I = δσ

と置き換えればよい。従って δは単位時間あたりの面積になる。

このことから‐ｙ方向に分極した電気双極子が面上にならんでいるとみなして、原点に置かれた電気双極子

の作る電位は

ϕδy =
Q

4πϵ0

(
1√

x2 + y2 + z2
− 1√

x2 + (y − δ)2 + z2

)

=
Q

4πϵ0

d

dy

(
1√

x2 + y2 + z2

)
δ

= − Q

4πϵ0

δy

r3
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となる。rの大きい十分遠方では δは小さく電気双極子の位置には依存しないとみなしてよい。これから

ϵ0 → 1

µ0
, Q→ σS

の置き換えをおこなうと式 1.88から

Ax = ϕδy

= − Q

4πϵ0

δy

r3

= −µ0δσS

4π

y

r3

= −µ0IS

4π

y

r3

同様に x方向に δずらせば

Ay = ϕδx

= −µ0IS

4π

x

r3

となる。よってベクトル表記で e方向につじて

A =
µ0IS

4π

e× r

r3

となり、電流と同じようにベクトルポテンシャルもループ状になっていることがわかる。ベクトルポテンシャ

ルが広義の電流のようにふるまい、回転成分があればそこに

B = ∇×A

の磁場が出てくるわけである。十分遠方ではベクトルポテンシャルが電流とループの面積により決まると考

えてよいことになる。実際に磁場Bを求めると

B = ∇×A

=
µ0IS

4π
∇×

(
e× r

r3

)
=

µ0IS

4π

[
e
(
∇ · r

r3

)
− (e · ∇)

r

r3

]
=

µ0IS

4π

[
kδ(r) +

3(k · r)r− kr2

r5

]
が得られる。

ところが図のように x軸から偏角 θで電流は螺旋状に z軸を巻いていくので y方向からみれば θだけ半径分

が切れ込みがはいることになる。z軸側からみた時にこの現象は平面的に対称なのでどこにこの切れ込みが入
るかはまったく任意である。次の節でこの点を考察しよう。

1.4.6 Diracのひも [56]

　ソレノイドのつくるベクトルポテンシャルがソレノイドの境界付近で変化するのでこの様子を詳細にみて

いこう。後部で紹介するアラハノフ・ボーム効果を考える。

次の図のように無限に長いソレノイドコイルを考える磁場 B が

B = (0, 0, B0)
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で与えられているとする。この時ベクトルポテンシャルは次のように z成分以外を持ち、

A =
1

2
B× r =

1

2
B0(−y, x, 0) (1.89)

この場の強さは z軸からの距離に関係した関数 ρで決まる。これは常に z軸に垂直である。
ソレノイドコイルの外では B = 0としよう。しかし、前節でみたように B = 0でもA = 0ではない、。磁

場Bは磁束密度であるから磁束 Φは次のように与えられる。ソレノイドコイルの半径を aとすると、

Φ =

∫
S

B · ndS = B0πa
2

これはストークスの定理から線積分に変換できて

Φ =

∮
rotB · dr =

∮
Adr = B0πa

2 (1.90)

図 1.41: 無限に長いソレノイドコイル。内部のみに一定な磁場がある。

となる。ではいかにしてソレノイドの外のAを求めるべきか、1つはBに比例する形で

A ∝ (−y, x, 0)

であり図の閉曲線 Γの半径を ρ0 とすると半径が大きくなれば Aは弱くなると考えるべきだから

|A| ∝ 1√
x2 + y2

である。以上の考察から

A =
k√

x2 + y2
(−y, x, 0) = k

ρ0
er (1.91)

とおける。よって式 1.90に代入し、 ∮
Γ

Adr =
2πkρ0
ρ0

= B0πa
2

から定数 kが次のように求まる。

k =
B0a

2

2

これからソレノイドコイル内と外でベクトルポテンシャルは次のように求まる。

Ain =
1

2
B0(−y, x, 0)
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Aout =
1

2

B0a
2√

x2 + y2
(−y, x, 0)

図 1.42: コイルの外のベクトルポテンシャル

ところが、境界
√
x2 + y2 = aにおいてベクトルポテンシャルは一致しない。

ソレノイドの内と外で何か不連続なことが起きているのだろうか。これを見るために第 1部の完全微分方程
式の例で紹介した次のような関数を用意する。

ϕ = tan−1 y

x
(1.92)

これは x軸から y軸方向にみた角度を表している。しかし、次の図で見るように x=0では定義されない領
域を持つ。y > 0の y軸部分では正回転では π/2、負回転では−3π/2であり第 1部で見たように 1価性を保つ
ためには xy平面の空間のどこかに 0 ∼ ∞の切れ込みをいれて接続しない限り不可能でここでは ϕが πだけ一

気にジャンプするかのようである。ただ、この半直線を原点からどの向きに取るかは任意である。座標系をど

う選ぶかは自由であるのと同等である。どう選んでも半直線はジャンプする必要のある特異な領域になる。

図 1.43: xy平面のどこかに特異な半直線が必要になる。

3次元のグラフ表した様子は次にようになる。

図 1.44:

次の公式を用いると

{
tan−1 x

}′

=
1

1 + x2
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となるからこの ϕを微分すると次のようになる。

∂ϕ

∂x
=

∂

∂x
tan−1 y

x
=

− y
x2

1 + (y/x)
2 =

−y
x2 + y2

∂ϕ

∂y
=

∂

∂y
tan−1 y

x
=

1
x

1 + (y/x)
2 =

x

x2 + y2

この結果は式 1.91より、まさに Ax, Ay に比例定数を除いて一致している。

そこでパラメタ tを導入し、次のような関数を定義する。

χ(t, x, y, z) = −B0a
2

2
ϕ(x, y) (1.93)

そして次のようにベクトルポテンシャルを書き直す。

A′ = A+∇χ (1.94)

するとこれは次のように成分表示される。

A′ =
B0a

2

2


−y

x2+y2

x
x2+y2

0

− B0a
2

2


−y

x2+y2

x
x2+y2

0

 =

 0

0

0

 (1.95)

つまり、∇χを加えたことにより 0になる。式 1.94はゲージ変換の 1つである。
半直線上ではこのようなゲージ変換されたA′ を考えれば

A′ = 0

とすることができる。そこで z成分を無視すると次の図のように 2次元の問題として考えることができる。
χは x = 0, y > 0の領域で不連続である。

図 1.45: 不連続になる半平面

この様子を δ関数を参考にして考えてみる。ディラックのデルタ関数は次のような不連続的な性質を持って

いた。 ∫ +∞

−∞
δ(x)f(x) = f(0) (1.96)

デルタ関数ははヘビサイドのステップ関数 θによって次のようにも定義できた。

θ(x) =

1 x ≥ 0

0 x < 0
(1.97)
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δ(x) =
dθ

dx
(1.98)

ϕが半直線上でジャンプするように、この関数はまさしく x = 0でジャンプしている。

この半直線は電磁気の場合下図のようにDiracStringという。

図 1.46: Diracのひも

このステップ関数により f(∞) = 0とすると∫ ∞

−∞

dθ

dx
f(x)dx = [θ(x)f(x)]

∞
−∞ −

∫ ∞

−∞
θ(x)f ′(x)dx

= −
∫ ∞

−0

f ′(x)dx

= − [f(x)]
∞
0 = f(0)

となるから式 1.96が成り立つ。ベクトルポテンシャルの連続性はこのようなステップ関数のような不連続な
関数を原点におくことで保たれている。これは古典的な物理学においても原点で特異な (0で割るような)場合
に考慮する必要がある。ある連続的な関数が r(x0) = 0 となっていれば∫ ∞

−∞
f(x)δ(r(x))dx =

f(x0)

|r′(x0)|

が成り立つ。ただし r(x)は一価の関数である。ここでは原点でなく、半直線上で作用しないといけない。

1.4.7 アラハノフ・ボーム効果 [55]

　アラハノフ・ボーム効果 (以下AB効果)はソレノイド内の磁場とソレノイド外のベクトルポテンシャルが
直接影響し、観測可能な磁束の変化をつくる。後部のゲージ論のところでこの内容は詳しく考察したい。

無限長のソレノイドの外側の磁場はほぼ 0とすることができる。AB効果により、このソレノイドの上下を
通る荷電粒子のビームを作るとこれは図のように偏向する。問題は磁場があればローレンツ力で偏向するが磁

場がなくても同じような偏向がおきることである。

図のように間隔 dだけ離したスリットを通過して 2つに分離した電子のビームを上向きの電場の中を通す。
電子は −eの電荷があるので電場と反対方向に力をうけて偏向する。もちろん電場がないところでは偏向はし
ない。スカラーポテンシャル ϕがあれば

F = eE = eϕ/d

の力を電子が受ける。ところがこの偏向はヤングの実験のように干渉を伴う。

つまり、古典論では説明できない。電子のビームに波動的な性質を備える必要があるのである。
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図 1.47: [55]より

量子力学では位相変化は次のようになる。

∆ψ =
Q

ℏ

∫
(dr ·A− dtϕ) (1.99)

このような位相変化を考慮しないとこの問題は説明ができない。

これは 4次元の対応がみれる。位相変化がないとは

Adr = ϕdt (1.100)

であり、A(A, ϕ), s(r, t)とすれば

A · ds = 0 (1.101)

である。

はじめに古典的にカラーポテンシャルのみの場合の位相変化を求める。

Lをスリット直後からポテンシャルの異なる領域の長さ、v0はスリット手前での電子の速さ、mを電子の質

量とすると領域を通過する時間は

t =
L

v0

y方向の運動方程式はポテンシャルの差を∆ϕとすると F = QE から

mv̇y =
Q∆ϕ

d

y方向の初速を 0とすれば

vy = v̇yt =
Q∆ϕ

md

L

v0

従って

tan θ = −vy
v0

= −QL∆ϕ
mv20d

(1.102)

を得る。この結果は粒子的な電子を考えて得られた。

次に量子論を用いるとスリット通過後の時間を τ とし、スカラーポテンシャル∆ϕの空間を電荷Qの粒子が

通過すると波動関数は ψ = Et/ℏの位相変化を受けることになるから

∆ψ = −Q∆ϕτ

ℏ

だけ位相が変化する。さらに電子のド・ブロイ波長 λは

p = mv0 =
2πℏ
λ

λ =
2πℏ
mv0
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である。ヤングの実験からスリット dの行路差から、この場合は位相差から

∆s =
xd

L
=

∆ψ

2π
λ

となるから

x =
QL∆ϕτ

2πℏd
λ =

QL∆ϕτ

mv0d

この時の τ は領域から出た時の偏角が θなので

tan θ ≃ − x

v0τ
= −QL∆ϕ

mv20d

となり、同じ結果を得る。

次にベクトルポテンシャルを図のように考えると

図 1.48: [55]より

ベクトルポテンシャルのみが存在する場合の 2本のビームの位相差は

∆ψ =
Q

ℏ

∫
dr ·A (1.103)

だったから積分路を 1つのソレノイドを一周する経路で考えると、この積分はソレノイド内の全磁束 Φに等

しかったから

∆ψ =
Q

ℏ
Φ

となる。位相差∆ψが領域内の積分結果で表されたことを留意しておく。

よって行路差はド・ブロイ波長を用いて

∆s =
∆ψ

2π
λ =

Q

2πℏ
Φ · 2πℏ

mv0
=

QΦ

mv0

である。プランク定数が消えて、これをスリット間隔 dで割れば偏角 tan θが得られ、

tan θ =
QΦ

mv0d

となる。

一方で古典的には荷電粒子のうけるローレンツ力はQv0Bである。これが進行方向に垂直に働くので等速円

運動を仮定し、

m
v20
R

= Qv0B

R =
mv0
QB
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図 1.49: ∆Rが小さい時 θ = θ′

図のように Lに対して半径を十分大きい Rとして θ = θ′ とすると

これから偏角を θが

tan θ =
L

R
=
QBL

mv0

となる。もちろんこの結果は磁場では荷電粒子は円軌道をとるし、量子論を用いた場合には放物運動を仮定

しているがこれは上図のような近似を 1次までとっていることによる。
これらから

Φ = L∆ϕ/v0

= BLd

の関係があることがわかる。さらに右辺からは基本的な磁場が一定の時の電磁誘導の関係

∆ϕ = Bv0d

が得られる。電位差が v0 と B の外積から得られていることがわかる。次の節でもう少し考察する。

こらからローレンツ力 F = Q(E+ v×B)が実は A(ϕ,A)と演算子D
(
∇, ∂∂t

)
の積に近い形をしている。し

かし、時間微分は磁場ではなく物質の位置 rにかかり、空間微分はスカラーポテンシャルのみにかかる。この

内積の生成にはこの時空間接続が入り、マクロ的に (r, t)を決める。この操作を Oとすると

F =QO(DA) (1.104)

であり、ローレンツ力が時空の構造と関係していることになる。

後節で詳しくみてみよう。

1.4.8 ファラデーの法則

　先にみたようにソレノイドに変位電流を流すと、そのまわりに電場が発生する。この初等的な実験事実は

今だに極めて興味のつきない現象である。ベクトルポテンシャルをAとして

B = ∇×A (1.105)

だったのでこれを閉曲線でループ積分すると∮
C

dr ·A =

∫
dS ·B = Φ (1.106)
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のように閉曲線内の磁束が得られる。これははじめの 1.105によって閉曲線上のAによって面内の磁束が決

まっていくことを意味する。しかし、閉曲線外の磁束については何も得られないことが重要である。

この時の電場はベクトルポテンシャルを用いると式 1.104から

E = −∂A
∂t

と単純における。今度はこれを閉曲線でループ積分してみると∮
C

dr ·E = − ∂

∂t

∮
C

dr ·A = − ∂

∂t

∫
dS ·B =

∂Φ

∂t
(1.107)

となり、磁場の存在しない外部、存在する内部を問わず誘導電場を計算できることを示してしる。内部につ

いてはここで導体に速さ vがあると磁場に起因するローレンツ力が働く、これにより電荷が偏在し、電場が発

生するが、磁場による力と釣り合ったところで電荷の移動は止まるのでどこまでも大きな電位差ができるわけ

ではない。結局

F = Q(E+ v ×B)

が成り立ち、導体の移動により

E = −v ×B

がなりたち、導体には起電力が発生することになる。、

式 1.107をミクロ的にみれは電位の周積分、ベクトルポテンシャルの周積分は時間で接続されていないとい
けない。

図 1.50: 最遠周のベクトルポテンシャルの周積分が面内部の磁束を決定する。

1.4.9 ベクトルポテンシャルの測定

　次の図のようにトランスを内側を 1次コイル、外側を 2次コイルとする。このコイルをベクトルポテンシャ
ルを用いて考えてみよう。
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図 1.51: [55]より、内側が 1次、外側が 2次

コイルは十分長く、長さを l、1次の巻数密度は n1、2次の巻数密度を n2 とし、電流をそれぞれ I1, I2 が流

れている。面電流密度をそれぞれ

K1 = n1I1, K2 = n2I2

とする。この時、重ね合わせの原理から 1次の内側にはK1,K2 が影響をするが 1次と 2次コイルの間には
K2 のみが影響をする。そこで断面積を S1, S2 として電流が 1周するときの 1次コイルの磁束はアンペールの
法則から磁束はほぼソレノイドの中心に集中するので

Φ1 = µ0(K1 +K2)S1

2次コイルには
Φ2 = µ0(K1S1 +K2S2)

の磁束が通過する。

これから巻き数を考慮した全磁束はN1 = n1l, N2 = n2l として

Φ′
1 = N1Φ1 = µ0N1(K1S1 +K2S2)

=
(
µ0S1n

2
1l
)
I1 + (µ0S1n1n2l) I2 (1.108)

Φ′
2 = N2Φ2 = µ0N2(K1S1 +K2S2)

= (µ0S1n1n2l) I1 +
(
µ0S1n

2
2l
)
I2 (1.109)

これから自己インダクタンスを L、相互インダクタンスをM としてよく知られたトランスの関係式が次の

ように得られる。

N1Φ1 = L1I1 +MI2

N2Φ2 = L2I2 +MI1
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トランスの 2次のコイルを開放すると I2 = 0となる。このとき I1 のみを考えると

N2Φ2 = µ0N2K1S1

から誘導起電力が

ϕ = N2
dΦ2

dt
= µ0N2S1

dK1

dt

だけ生じる。これは 1次側のN2倍になる。これは磁束に触れない 2次コイルを用いて 1次コイルの作る磁
束が測定できそうである。これは磁束の時間微分を観測していることになる。しかし、現実には 2次コイルで
発生する抵抗のために光速で変動する 1次側の磁束の測定はできても、ゆっくりとした磁束の変化、1次側の
直流磁束を測定することができない。

ファラデーの法則では磁束の時間変化が周囲に電場を発生させていることになっているので当然ではある。

そこでベクトルポテンシャルである。特にスカラーポテンシャルを分離できるように 2次側に超伝導コイル
を用いると、磁束そのものを測定することが可能になる。

次の式のように周回路の作る電位の過去からの現在までの積分をつくると、これはファラーデーの法則の積

分表現になるからB∆Sの足し合わせになると考えてよい。∫ t

−∞
dt

(∫
C

dr ·E
)

=

∫
dS ·B

これはファラデーの法則以上のことを含んでいる。ここには積分定数が入る余地がないうのである。これを

ベクトルポテンシャルを用いて見てみよう。

超伝導体は磁場のないところでも左辺が成り立つので式 1.105から次のように書き換える。∫ t

−∞
dt

(∫
C

dr ·E
)

=

∫
C

dr ·A

この共通している積分記号をはずすと ∫ t

−∞
dtE = A

つまり、磁場の発生する以前より電場測定装置を用いて電場の時間積分を測定すると直接ベクトルポテンシャ

ルがみられると岡部氏は指摘している。[55]

1.4.10 ローレンツ力

　ニュートンが運動方程式を導き、質量と加速度を関係づけた。質量のない電磁気の世界に力は Newtonの
運動方程式を超え、共変性をもって登場する。ローレンツ力は加速度をもたず、磁場と電場の間の相対速度 v

から次のように与えられる。

F = Q(E+ v ×B) (1.110)

例えば電磁石を用意し、次の図のように異極を近づけた時の磁力線を描くと下図のようになる。
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図 1.52: 電磁石に働く力

ここでは電場はないので相手側のソレノイドコイルがつくる磁場Bと自分の電流がもつQvが外積によって

力 Fが生まれる。これは図のように磁場がコイルの外で曲がっている分だけ図の鉛直方向から内に向き、この

力を電流 Iに沿って足し合わせると引力 (図左向き)の力が残る。
これがローレンツ力になる。従ってわずかに磁場が曲がっていることが力の向きを決めている。

ここでストークスの原理から次の有用な式をつかう。局所的には∮
C

dr×A = − (dS×∇)×A = ∇(dS ·A)− dS (∇ ·A) (1.111)

また、大局的には ∮
C

dr×A = −
∫
S

(dS×∇)×A =

∫
S

[∇(dS ·A)− dS (∇ ·A)] (1.112)

これらはストークスの外積定理 (Stokes outer_product_theorem_of_vector_field)
として知られている。この定理をつかうと∫

dr = − (dS×∇)

とおけるので磁気モーメントを磁荷を Qm として

m = IdS =
Qm
µ0

ℓ

で定義するとB = µ0Hだから

ℓ× F = m×B

となるからローレンツ力は

F = I

∫
dr×B = −I(dS×∇)×B = −(m×∇)×B

= I∇ (dS ·B)− IdS (∇ ·B) (1.113)

一方で磁場からの力は

Fm =
Qm
µ0

(B(r+ ℓ)−B(r)) = (m · ∇)B (1.114)
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となる。ここでこの両者の式の差をとってみるとこれは勾配の外積から勾配の内積を引くので

(F− Fm)x =

(
mz

∂

∂x
−mx

∂

∂x

)
Bz −

(
mx

∂

∂y
−my

∂

∂x

)
By

−
(
mx

∂

∂x
+my

∂

∂y
+mz

∂

∂z

)
Bx

= −mx∇B+my (∇×B)z −mz (∇×B)y

= (m×∇×B)x

となるので

F = Fm +m×∇×B

と表すことができる。

この式は磁場のないところではなく、その回転

∇×B = 0

i = 0

つまり、電流がないところでは一致する。

しかし、電流や変位電流があると一致しないことを表す。しかし、磁場と電流が∮
B · dr = µ0I

から、ほとんど全ての場合に磁場があれば電流は存在する。

1.4.11 最小作用の原理

　興味あることにこのローレンツ力は古典論、量子論双方を最小作用の原理から導きことができる。量子論

ではベクトルポテンシャルAを導入し、次の図のようにソレノイドの周囲を通る 2つの経路を考える。

図 1.53: [55]より

そこで電磁場のポテンシャル Qϕを次のように相互作用で置き換えラグラジアン Lをおこう。

L =
1

2
mv2 −Q(ϕ− v ·A)

2つの経路の内上の経路を通るベクトルポテンシャルを

−∆Ax

このベクトルポテンシャルの影響で速度が

v0 +∆v
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になったとすると、ベクトルポテンシャルによりこの時の作用積分は次のようになる。

Sup =

∫ t1

t0

dt

[
1

2
m(vo +∆v)2 +Q(v0 +∆v)(−∆Ax)

]
=

∫ t1

t0

dt

[
1

2
mv2o + v0(m∆v −Q∆Ax) +O2

]
同様にして下の経路では

Sdown =

∫ t1

t0

dt

[
1

2
m(vo +∆v)2 +Q(v0 +∆v)(∆Ax)

]
=

∫ t1

t0

dt

[
1

2
mv2o + v0(m∆v +Q∆Ax) +O2

]
となる。よってこの経路による∆S が 0であるためには上下の軌道で

m∆v = ±Q∆Ax

となる必要がある。電荷がベクトルポテンシャルの変化を受けることで力学的な運動量を変化させることが

わかる。これから上の経路で

∆v = +
Q∆Az
m

下の経路で

∆v = −Q∆Az
m

だけ速度差が出る。よって上の経路ではやや早めに、下の経路はやや遅めに粒子が運動していないといけな

い。ベクトルポテンシャルの領域の長さを l、スリット間隔を dとすると下の軌道でスリットに到着している

時に上の軌道ではスリットより

l
2∆v

v0
= 2l

Q∆Ax
mv0

だけ先にいることになる。従って、2つの軌道を通る粒子が同時にスクリーンに到着するためにはスリット
を出てから斜め下に動くしかない。その振れ角は

sin θ =
2lQ∆Ax
mv0d

=
QΦ

mv0d

となり、先の結果と一致する。これは古典論と量子論が同じ結果を導くことで興味があるが、もし、ポテン

シャルが空間的に振動をしているとビームに広がりが生じ、粒子性を失う。つまり、波長とスリット幅の関係

が重要になる。ポテンシャル側の波長が小さいとビームの方向性は不確かなものになり、波動性が強くなるの

で古典粒子を扱うにはポテンシャルの空間変化が緩やかな場合である必要がある。

スカラーポテンシャルが無視できないと式 1.101から

∆ψ =
Q

ℏ

∫
(dr ·A− dtϕ)

のように第 2項が影響してくる。
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図 1.54: 時間軸のずれ

これは再び上図のように大局的とは十分広い空間で積分され、その面に対して法線方向に時間軸が決まって

いるが、局所的であるとは局所的な時間軸の大局的な時間軸の方向に対し、ずれが空間的な位置に生じている

ことで、

∆ψt =
Q

ℏ

∫
dtϕ ̸= 0

となる。よって量子的な純粋状態にあると時空間の接続に整数 nを用いて∮
dr ·A = n

∮̂
dtϕ

が成り立つ時で、古典論では n = 0の切断に相当する。

1.4.12 動的スカラーポテンシャル [55]

　原点に t = 0で突然 Q0 の電荷が現れ、その後変化しない場合を考える。ただし、過渡的に

Q(t) = Q0t/τ (0 ≤ t ≤ τ)

とし、電荷のみ存在するのでベクトルポテンシャルは

A = 0

である。電荷はクーロン場を発生する。しかし、時刻 t < r/cにおいてはまだ何も生じない。

その後 τ の時間で電荷は立ち上がり、それ以後は定常状態になる。

ϕ =
Q0

4πϵ0r


0 (t ≤ r/c)

t−r/c
τ (r/c ≤ t ≤ r/c+ τ)

1 (r/c+ τ ≤ t

1.4.13 電流によるベクトルポテンシャル [55]

　前節で電荷密度 ρがある時のスカラーポテンシャルは静電場のある時

ϕ =
1

4πϵ0

∫
V

dV
ρ

r

66



である。これを時刻 tで空間的に眺めてみると原点近くでは定常的なクーロン場を感じ、ct < rの遠方では

何も感じていない。つまり

ϕ =
Q0

4πϵ0r


1 (inside sphere : r ≤ c(t− τ))

t−r/c
τ (on sherical shell : c(t− τ) ≤ r ≤ ct

0 (out side sphere) : ct ≤ r

これとA = 0と組み合わせて考えると、上式第 2行の遷移時間のところではローレンツ条件が満たされな
い。これは突然に電荷 Q0 を置いたことによるもので電荷があるところには電流が流れていないといけない。

そうすればこの電流がベクトルポテンシャルを作るのでこうした矛盾はおきない。

1.5 エネルギー

1.5.1 コンデンサ

　具体的にエネルギーの流れを考えていこう。高校で学んだ、コンデンサの充電を考える。

キャパシタの充電するには負極板から正極板に正の電荷を運ぶ必要がある。充電が進むと、正極板側は負極

板に対し、電位が上がってくる。このため、電位差に逆らって、電荷を運ぶのにエネルギーがより必要になっ

てくる。

電位差が ϕの時に δQの電荷を運ぶのに ϕδQのエネルギーを使う必要がある。キャパシタンスを Cとする
と ϕ = Q/C だから Qだけの電荷を充電するのに外部が使うエネルギー U は

U =

∫ Q

0

dQϕ =

∫ Q

0

dQ
Q

C
=
Q2

2C
=
Qϕ

2
(1.115)

これを静電エネルギー (electro-static energy)といった。
図のような深さ xのところまで比誘電率 ϵr の誘電体をいれることを考える。

図 1.55: [55]より：誘電体を引き込む向きに力が働く。

この静電容量を C(x)とすると、この電気エネルギーは

U = C(x)
Q2

2
(1.116)

誘電体の挿入がない状態では

U0 =
Q2

2C0
(1.117)

とおく。誘電体が横向きに受ける力は Qが保存されるので ϕ = Q/C だから

F = −∂U
∂x

|Q = − ∂

∂x

Q2

2C(x)
|Q =

Q2

2C(x)2
dC(x)

dx
=
ϕ2

2

dC(x)

dx

つまり静電容量がｘに対して増加すればこの F は正である。

この場合の具体的な静電容量の式は極板の奥行きをW として

C(x) =
ϵ0 (ϵrx+ (ℓ− x))W

H
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dC(x)

dx
=
ϵ0(ϵr − 1)W

H

となる。この場合は外部から電源を加えていないことに留意する。定電圧にする場合は外部から電源を加

える。

この時は Q(t)が変化し ϕ = ϕ0 とするが、外部電源が仕事Workをするので

F = −∂(U −Work)

∂x
|ϕ0

となることに注意する。

物質のある電磁気学が全電荷と全電流を考慮し、真空での電磁気学で置き換えることができた。

この視点で外部電源を持たないキャパシタを考える。

比誘電率 (これは単なる数値)が ϵr の誘電体から出る電束が

Q

ϵ
=

1

ϵ

Q

ϵr

となるから ϵr の比誘電率を持つ誘電体で満たされれば電極上に Qがあるので誘電体上には分極電荷 Qp が

−Qp = −
(
Q− Q

ϵr

)
と表される。従って全電荷が

Qtoal = Q−Qp =
Q

ϵr

になる。従ってこの電荷が真空にあると考えれば、この時の電気エネルギーが

U =
H

2ϵ0Wℓ
Q2
total =

H

2ϵ0ϵ2rWℓ
Q2
total =

1

ϵr

Q2

2C0
=
U0

ϵr

となる。このエネルギーの変化を dU として誘導電荷 Qp の符号に留意し、極板電荷を Qf とすると

dU = ϕ(Qtotal)dQf = ϕ(Qtotal)(dQtotal + dQp)

= ϕ(Qtotal)dQtotal + ϕ(Qtotal)dQp

と表すと第一項が通常の電荷の移動によるエネルギーの変化を表し、第 2項が誘導電荷が生じる際にもエネ
ルギーを必要としていることがわかる。

また、キャパシタの体積 V が

V = HWℓ

であるから式 1.46から表面電荷密度 σが電束密度をのものであったのでエネルギー密度を

u =
U

V
=

1

2ϵ

Q2

Wℓ
=
σ2

2ϵ
=

D2

2ϵ
=

DE

2

で表すことができ

du = EdD (1.118)

という有用な関係式が得られる。全体の静電エネルギーはこれを積分すればよい。

1.5.2 コイル

　コイルに電流を流せば、磁束Ψが生じる。高校物理で習ったように電流変化に対する応答は電流変化を打

ち消す向きにインダクタンスを Lとして

ϕ =
dΨ

dt
= L

dI

dt
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が生じた。これは電源からみれば負荷のように振る舞うのでコイルに対し仕事をすることになる。その結果

がコイルに蓄えられる内部エネルギーというわけだ。式 1.118に対応して電力 P = Iϕだから Ψ = LI の関係

を使うと

U =

∫
Pdt =

∫
dt

(
I
dΨ

dt

)
= L

∫
IdI =

1

2
LI2 =

1

2
ΨI

この磁気エネルギーはコイルの両端を短絡しておくと、電源を切った後でもインダクタ内に蓄えられる。

　次にインダクタス L(x)を考えよう。長さ ℓ,単位長さあたりの巻き数密度 nのコイルに図のように深さ x

まで磁性体を挿入する場合を考える。先のコンデンサと同様にこの磁性体に働く力を考えてみよう。ここでは

定電流源を考え、電流を一定にしている場合を考える。

図 1.56: [55]より：コイル内に棒状の磁性体を深さｘに挿入する。

深さ xの部分の磁気エネルギーは

U(x) =
1

2
L(x)I2

である。

しかし、インダクタンス L(x)は xの関数であるから、当然電源から見た負荷が xの関数になる。それでも

定電流を供給するためには電源が仕事をすることになり、この補正を考慮しないといけない。電源のする仕事

は定電流であることに注意すると ∫
dt

(
I
dΨ

dt

)
= I

∫
dΨ = IΨ

であるから補正したエネルギーは

U ′(x) = U(x)− IΨ =
1

2
L(x)I2 − L(x)I2 = −1

2
L(x)I2

となるから

F = −∂U
′

∂x
=
I2

2

∂L(x)

∂x
(1.119)

挿入量 xが増えると L(x)も増えるのでこの時の F > 0であり、磁性体は引き込まれる向きに力を受ける。

これはコンデンサの時と同様な結果である。

磁性体の半径 Rがソレノイドの内径に等しいとき式 1.56からインダクタンス L(x)は真空の透磁率 µ0、比

透磁率 µr 断面積 S として、

L(x) = µ0 (µrx+ (ℓ− x))n2S

とできるから

F =
µ0n

2SI2(µr − 1)

2

となる。また、式 1.119に Ψ = LI を使うと

F =
I

2

∂Ψ

∂x

だから抵抗 0でコイルの両端を短絡すると外部の仕事を 0にすることができ、この時、コイルに鎖交する磁
束の総和が一定である。これは電源から放したコンデンサに対応する。
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一様な磁性体で満たされたソレノイドの場合は L = µn2ℓS とおけて、µ = µrµ0 から

U =
LI2

2
=
µn2ℓSI2

2
=
µ0µrn

2ℓSI2

2
(1.120)

となるので内部エネルギーは誘電体があると µr 倍されることがわかる。

ところが自由電流と磁化電流の和が真空中にあるとすると

Itotal = I + Im = µrI

が真空中の電流の総和になる。このとき、

Utotal =
LI2

2
=
µn2ℓSI2total

2
=
µ0µ

2
rn

2ℓSI2

2
(1.121)

となり、先の結果とことなる。これはコンデンサの時の総電荷と極板電荷 Qf を区別したようにコイルの磁

束を Ψf = Ψとしてエネルギーの変化は

dU = I(Ψtotal)dΨf

とかける。ところが誘導磁化を Ψm とすると

dΨf = dΨtotal − dΨm

だから

dU = I(Ψtotal)dΨf = I(Ψtotal)dΨtotal − I(Ψtotal)dΨm

となる。この積分から Utotal が作られるので式 1.120のエネルギーは式 1.121のエネルギーから磁化に必要
な仕事を引いたものだと考えないといけない。

また、式 1.120を磁性体の総エネルギーとすると次のようにエネルギー密度が定義できる。

u =
U

Sℓ
=
µn2I2

2
=
µK2

2

ただし、式 1.10からK は単位長さあたりの電流密度で巻き数密度を nとして、

K = nI

であった。磁束密度とは式 1.11から
B = µK

電流を磁束密度で置き換えて

u =
µK2

2
=

B2

2µ
=

HB

2

が成り立つ。また dU = Idϕに対応して、単位体積当たりのエネルギー密度が

u =

∫
HdB

とかける。
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1.5.3 応力テンソル

　高等学校で学習したようにコンデンサとコイルは空間内に、電場、磁場のエネルギーをため込むことがで

きる。ため込む過程にはどちらも、仕事を加えて行く必要があり

D = ϵE

H =
1

µ
B

で表される誘電率、透磁率により分極や磁化を考えた。これにより単位空間内に

UE =
1

2
E ·D

UB =
1

2
B ·H

のエネルギーをためることができ、静電容量 C のコンデンサが

Q = Cϕ

UC =
1

2
Qϕ

の電荷とエネルギーをため、自己インダクタンス Lのコイルが巻き数をN として

NΦ = LI

UL =
N

2
ΦI

の磁束とエネルギーをためることができた。真空であれば

c2 = ϵ0µ0

で電磁波の速度が決まった。

ここでは簡単に物質のない場合についてまず考える。先にも見たように磁場中を運動している自由電荷に働

くローレンツ力は

f = ρ (E+ v ×B) = ρE+ J×B (1.122)

ｒ

ρ = ∇ ·E (1.123)

D = ϵ0E (1.124)

J = − 1

µ0
∇×B− ∂D

∂t
(1.125)

だから外積の順序に注意して

f = ρE+ J×B

= E (ϵ0∇ ·E)−B×
(

1

µ0
∇×B

)
+B×

(
ϵ0
∂E

∂t

)
= ϵ0E∇ ·E− ϵ0E×∇×E

+
1

µ0
B∇ ·B− 1

µ0
B×∇×B

+ ϵ0E× ∂B

∂t
− ϵ0

∂

∂t
(E×B)
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空間成分の単位ベクトル {ex, ey, ez}とすると

f =

{
ϵ0

[
∂

∂x

(
E2
x −

1

2
E2

)
+

∂

∂y
(ExEy) +

∂

∂z
(ExEz)

]
+

1

µ0

[
∂

∂x

(
B2
x −

1

2
B2

)
+

∂

∂y
(BxBy) +

∂

∂z
(BxBz)

]}
ex

+ {· · · } ey + {· · · } ez − ϵ0
∂

∂t
(E×B)

=
∑
i

∂Tix
∂x

ex +
∑
i

∂Tiy
∂y

ey +
∑
i

∂Tiz
∂z

ez −
∂gm

∂t

ただし、Tij をマクスウェル応力テンソル (Maxwell_stress_tensor)、gm を電磁場の運動量として

Tij = ϵ0

(
EiEj − δij

E2

2

)
+

1

µ0

(
BiBj − δij

B2

2

)
(1.126)

gm = ϵ0E×B

とおく。

ローレンツ力を運動量 gk の時間微分とすると上式は∇ · T をテンソル算で成分があることに留意し、

∂gk

∂t
= ∇ · T − ∂gm

∂t
(1.127)

となる。

これらは次節で示すように 4次元に拡張するとベクトルポテンシャルで

Fµν ≡ ∂µAν − ∂νAµ =


0 Ex Ey Ez

−Ex 0 Bz −By
−Ey −Bz 0 Bx

−Ez By −Bx 0


と定義できて運動量・エネルギー密度テンソルを用いて

∂βT
αβ = 0

と簡単に表現できるようになる。式 1.127を体積積分すると次の力学と電磁気学の力を総合した流れの式が
得られる。

∂

∂t

∫
V

dV (gk + gm) =

∮
S

dS · T (1.128)

応力テンソルを簡単に見るためには主軸変換をおこなう。はじめに磁場がなく、電場のみの場合の主軸は E

の方向にあり、固有値が ϵ0E
2/2の値をとる。また、第 2、第 3の主軸はこれと直交していて、固有値は縮退

し −ϵ0E2/2の固有値を持つ。この様子が電気力線で表現される。Eの方向には電気力線は引っ張りの力を受

け、垂直方向には膨張の力をうける。よって電気力線が交わることなく、空間や導体表面に一様に広がってい

く。導体表面で電荷が一様に分布するのもこれが理由である。

次に電場のない磁場のみを考え、主軸変換すると同様にBの方向にB2/2µ0の引っ張りの力を受け垂直方向

には膨張の力をうける。磁力線が電気力線と同じように、空間に一様に広がるのもこのせいである。

少々重要なのはループ状の電流があり、磁力線も電気力線も混在する場合である。

このときの主軸変換は複雑になる。しかし、静的であれば電荷が電気力線にかかわり、電流が磁力線にかか

わる。逆に動的であるとは電荷や電流が両方にかかわる場合である。

さらに式 1.128から話題によくなるのが作用・反作用の法則である。
作用反作用は力の体積積分により 0になるはずであるが、この式はそうなっていない。
動的に変化する場合を考えると左辺は遠方で場が弱くなり、表面積分はほとんど無視できる。しかし、電磁

場の運動量 gm が残る。従って、この項を無視してしまうと作用反作用は成立しない。式 1.126を真空場から
物質場にもっていくとは式の上では簡単で
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Tij = ϵ

(
EiEj − δij

E2

2

)
+

1

µ

(
BiBj − δij

B2

2

)
(1.129)

となる。従って応力は
ϵ0E

2

2
→ ϵE2

2

B2

2µ0
→ B2

2µ

と変更される。これは力学的な応力が加わったからで、電気的な応力に変化はないことに留意がいる。物質

場になることで電磁場の伝達は光速から遅れる。これらは物質と相互作用していることによる。D,Hのよう

な誘電、磁化を考えてエッジ効果を受ける。ローレンツ力は

f = ρE+ J×B

= E∇ ·D−B×∇×H+B× ∂D

∂t
= E∇ ·D−D×∇×E

+ H∇ ·B−B×∇×H

+ B× ∂D

∂t
−D× ∂B

∂t

空間成分の単位ベクトル {ex, ey, ez}とすると

f =

{[
∂

∂x
(ExDx −E ·D+ ue) +

∂

∂y
(ExDy) +

∂

∂z
(ExDz)

]
+

1

µ0

[
∂

∂x
(HxBx −H ·B+ um) +

∂

∂y
(HxBy) +

∂

∂z
(HxBz)

]}
ex

+ {· · · } ey + {· · · } ez −
∂

∂t
(D×B)

=
∑
i

∂Tix
∂x

ex +
∑
i

∂Tiy
∂y

ey +
∑
i

∂Tiz
∂z

ez −
∂gm

∂t

となる。ただし、部分積分から

Dx
∂Ex
∂x

=
∂ (ExDx)

∂x
− Ex

∂Dx

∂x

Ex
∂Dx

∂x
=

∂

∂x

(∫
ExdDx

)
となるので

ue =

∫
EdD

um =

∫
HdB

とできる。よってこの時、応力が

Tij = EiDj − δij (E ·D − ue) +BiHj − δij (H ·B− um) (1.130)

g = D×B

となる。
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1.5.4 ポインティングベクトル　

　一般的なローレンツ力が式 1.122から

F = ρ (E+ v ×B) = ρE+ J×B

だったので外積の条件から vとの内積をとると磁場の回転は落ちて

F · v = QE · v

となるのから分布電荷に対する式として単位体積あたりでは

f · v = E · J

となるので物質がない場合、式 1.125とMaxwellの方程式

∇×E+
∂B

∂t
= 0

とBとの内積を引いて変形すると

E · J = E

(
1

µ0
∇×B− ϵ0

∂E

∂t

)
=

1

µ0
E · ∇ ×B− 1

µ0
B · ∇ ×E− 1

µ0
B · ∂B

∂t
− ϵ0E · ∂E

∂t

= − 1

µ0
∇ (E×B)− ∂

∂t

(
ϵ0
2
E2 +

1

2µ0
B2

)
= −∇ · S− ∂u

∂t

となりる。ここでポインティングベクトル S、と単位体積当たりの電磁場のエネルギー u

である。

S =
1

µ0
E×B, u =

1

2

(
ϵ0E

2 +
1

µ0
B2

)
一方で左辺は仕事率だから

∂uk
∂t

= −∇ · S− ∂um
∂t

とかける。つまり、ポインティングベクトルは単位時間、単位面積当たりに流れ出るエネルギーであるが、

媒質に蓄えられる力学的エネルギーも含んでいることに注意がいる。

真空中の場合、式 1.126から

S =
1

ϵ0µ0
gm =c2gm

であり、相対論的な粒子が

E2 = c2p2

を満たすから電磁場は質量 0の粒子の運動と考え得ることを示唆する。

1.6 電磁場

1.6.1 動的ポテンシャル [55]

　ここでは波動的な立場にたってポテンシャルの波動方程式を考え、動的なベクトル、スカラーポテンシャ

ルを導く。
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まず、原点に Q(t)で変化する点電荷が存在し、これが作るポテンシャルは球対称であるべきだから ϕ(r, t)

とおく。ただし、r =
√
x2 + y2 + z2 であるからラプラシアンの計算は次のようになる。

∂ϕ

∂x
=
∂ϕ

∂r

dr

dx
=
x

r

∂ϕ

∂r

∂

∂x

(
∂ϕ

∂r

)
=

∂

∂r

dr

dx

(
∂ϕ

∂r

)
=
(x
r

) ∂2ϕ
∂r2

∂

∂x

(
1

r

)
= − x

(x2 + y2 + z2)3/2
= − x

r3

∂2ϕ

∂x2
=

∂

∂x

(
x

r

∂ϕ

∂r

)
=
r − x(x/r)

r2
∂ϕ

∂r
+
(x
r

)2 ∂2ϕ
∂r2

よって

∇2 = △ϕ =
3r − r

r2
∂ϕ

∂r
+
∂2ϕ

∂r2
=

2

r

∂ϕ

∂r
+
∂2ϕ

∂r2
=

1

r

∂2 (rϕ)

∂r2

と都合よく (rϕ)を 1つの変数とみなすことができ、そうすれば 1次元波動方程式である。
従って、スカラーポテンシャルの波動方程式は r = 0以外では ρ = 0とすると

1

r

∂2 (rϕ)

∂r2
− 1

c2
∂2ϕ

∂t2
= 0

または

∂2 (rϕ)

∂r2
− 1

c2
∂2 (rϕ)

∂t2
= 0

となる。この解はよく知られているように次のような先進、遅延関数の和である。

ϕ =
f(t− r/c)

r
+
g(t+ r/c)

r

とかける。これは中心から外へ出ていく進行波と、逆に外から中に入ってくる後退波の和になっている。

これから原点付近のみ電荷があり、これが波源だとすると位置 rでは

ϕ =
1

4πϵ0

{
Q(t− r/c)

r
+
Q(t+ r/c)

r

}
のように離れた効果が入ってくる。これは境界内の領域に定常波を考えて出発したことから得られた結果で

ある。時空間に計量を入れることが領域内の定常波を考えることに対応している。

これから空間に電荷が一様に分布している時のスカラー、ベクトルポテンシャルは次のようになる。

ϕ(r, t) =
1

4πϵ0

∫∫∫ ρ
(
x, t∓ |r−x|

c

)
|r− x|

dV (1.131)

A(r, t) =
µ0

4π

∫∫∫ J
(
x, t∓ |r−x|

c

)
|r− x|

dV (1.132)

これらは遅延、先進ポテンシャルと呼ばれ、後節で Green関数を用いて考察する。
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1.6.2 点電荷問題 [55]

　　物質と場の関係を具体的に見てみよう。

放送大学の岡部 [55]、東北大学の川上教授は次のようなモデルを考えて、スカラーポテンシャルとベクトル
ポテンシャルの関係を探求した。

前節でもみたように原点に t = 0で突然電荷 Q0 が現れてその後変化しない場合を考える。

この時の過渡的な状況は

Q(t) =
Q0t

τ
(0 ≤ t ≤ τ)

と表され、有限な微小時間 τ が立ち上がりの時間である。

ここでは電荷だけが存在し、ベクトルポテンシャルはA = 0であるとみなせるのでスカラーポテンシャルは

ϕ =
Q0

4πϵ0r
×


0 outside sphere ct ≤ r

t−r/c
τ spherical shell c(t− τ) ≤ r ≤ ct

1 inside spher r ≤ c(t− τ)

(1.133)

と立ち上がりの τ の領域で増加していく幅をもったステップ関数を考える。

従って原点からスカラーポテンシャル（電位）は球面状に広がるが球面半径 ctより遠い位置ではスカラーポ

テンシャルを感じることができない。

しかし、これは第 2行の遷移時間のところでローレンツ条件式 1.79

∇ ·A+
1

c2
∂ϕ

∂t
= 0

を満たしていない。

これは電荷だけが突然現れたことによる。実際には電荷の出現と電流が同じように出る必要がある。

そこで次に電流の影響を考え、スカラーポテンシャルの修正を試みる。

対称励振 　まず、空間は等方的で、球対称性をもった場合を考える。ここに電荷を対称性を維持しながら挿

入する場合を考える。

ベクトルポテンシャルを知るためにステップ関数を用いた電流の分布を考える。

電流が無限遠のあらゆる方向から原点に対称的に流れ込むとすると一瞬の大電流が必要でこの微小時間を τ

とする。よって原点において電流の大きさは
Q0

τ

とする。

原点から r離れたところでは電流密度はクーロン則のように

Jr = − Q0

4πτ

u(t)− u(t− τ)

r2
(1.134)

とおく。

u(t)はステップ関数で t = 0からは 1をとり、その前は 0である。よって u(t − τ)は t = τ から 1となる。
このような 2つの波を考えると時間差 τ があるために次のような球殻内の電流にしか影響を与えない。電源の

座標を r′、観測点を rとし、観測点から電流源をみた座標を

R = r′ − r

とする。すると

c(t− τ) ≤ R ≤ ct

の球殻内の領域がベクトルポテンシャルとして値を持てる。
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図 1.57: 階段関数により領域の限定

また、球対称性から波の合成は r方向のみがのこるので式 1.132の積分は球積分をすればいいから

A(r, t) =
µ0

4π

∫∫∫ J
(
x, t∓ |r−x|

c

)
|r− x|

dV (1.135)

Jr = − Q0

4πτ

u(t)− u(t− τ)

r2

より球殻の体積 dV を 2πR sin θ × dR×Rdθで置き換え、第 1部のポアソンの公式

u(t)− u(t− τ) =
r/R+ cos θ

r′

で置き換えると

Ar = −Q0

τ

µ0

4π

∫
2πR2 sin θdRdθ

1

4πr′2
r +R cos θ

Rr′

= −µ0Q0

8πτ

∫
dRdθ

(r +R cos θ)R sin θ
√
R2 + 2rR cos θ + r2

3 (1.136)

複雑そうに見えるがこれは

Ar = − µ0Q0

4πτr2

∫ t

c(t−τ)
dRR (u(R+ u)− u(R− r))

= −µ0Q0

8πτ



0 inside sphere

1−
(
c(t−τ)
r

)2
sphere shell(

ct
r

)2 − ( c(t−τ)r

)2
outside sphere ∩ τ ≤ t(

ct
r

)2
outside sphere ∩ 0 ≤ t ≤ τ

0 t ≤ 0

(1.137)

となる。式 1.136の被積分関数を R, θを変数に描画させると次のようになる。
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図 1.58: R, θを変数にとった 3Dグラフ

図で見るように境界上で不連続な変化をとる。しかし、定常波をつくる合成のようにスカラーポテンシャル

と反対で、領域内で 0、領域外で値をとることが重要である。

図 1.59: [55]より

これから電場や磁場を求めることができる。

E = −∇ϕ− ∂A

∂t

から

E =
Q0

4πϵ0
×


0 t < 0

t
τ 0 ≤ t ≤ τ

1 τ ≤ t

過度的な状態を除きクーロン則を満たす。しかし、興味あるのは磁場とこなり、光速の伝播の項が出てこな

い点である。

これは原点に向かう電流を全領域に強制的に考えたが、原点で電流が連続であるためには逆向きに変位電流

が流れていないといけない。式 1.32から磁場が無い時

J = −ϵ0
∂E

∂t
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から変位電流は電場の時間微分に比例する。よって電場は領域全体に発生する。

その後電流が止まると原点の電荷が作る伝播域内部の電場との連続性から外部にはも同じ形の電場が残るこ

とになる。これが領域全体にクーロン型として電場の存在する理由である。一方で導体中にはこれに比例した

電流が流れる。よって見かけの誘電緩和過程には光速が登場’しない。このような空間対称性がある場合はロー

レンツ条件を用いるとベクトルポテンシャルを計算しやすくなる。ローレンツ条件∇ ·A+ 1
c2
∂ϕ
∂t = 0から

∇ ·A = −ϵ0µ0
∂ϕ

∂t

となる。式 1.133から
∂ϕ

∂t
=

Q0

4πϵ0τr

だから

Φ = ∇ ·A = −ϵ0µ0
∂ϕ

∂t
= − µ0

4πr

Q0

τ
×


0 inside sphere

1 sphere shell

0 outside sphere

のように電荷とみなせる。これから式 1.137が次のように導ける。
ガウスの法則を用いて球対称性から

∫
V

∇ ·AdV =

∫
S

A · ndS

∫
V

ΦdV = 4πr2 ·Ar

となるので式 1.136を代入すると次のようにベクトルポテンシャルとスカラーポテンシャルが興味ある結果
として得られる。

ϕ =
Q0

4πϵ0r
×

1 inside sphere

0 0outside sphere

Ar = −µ0c
2Q0t

4πr2
×

0 inside sphere

1 0outside sphere

ベクトルポテンシャルは時間に比例した形になっている。同じ位置で観測すると、時間と共に大きさは増え

る。しかし、境界が到達するとその瞬間に消滅するのである。

非対称励振 　次に非対称に電荷を挿入する場合を考えよう。図右のように z軸に沿って負側から直線電線に
沿った電流によって原点に電荷が挿入される場合を考える。前回と同様に一定時間 0 ≤ t ≤ τ の間に定電流

Q/τ が流れたとする。z軸から距離 R離れた位置で観測することを考える。

図 1.60: 対称励振 (左)と非対称励振 (右)
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この時、電荷だけに注目すると対称の場合と電荷の形に変化がないので電荷のつくるスカラーポテンシャル

に変化はない。一方電流の作るベクトルポテンシャルは z軸を中心とした円柱座標で距離 Rだけ離れた観測点
では伝播の遅れが生じる。そのため、半径 rが

c(t− τ) < r < ct

だけに存在する電流を考えればよいことになる。z軸上の点源の座標を z′ とすると R = x2 + y2 とおける

から

c(t− τ) ≤
√
(z′ − z)2 +R2 ≤ ct

となる。よって z軸上の距離が√
c2(t− τ)2 −R2 ≤ |z′ − z| ≤

√
c2t2 −R2

となる。つまり、電流路の 2ヶ所から影響を受ける。Rが大きくなれば、この 2ヶ所は接近し、さらに ct ≤ R

となるとこの領域は消滅する。

図 1.61: 電流の影響は光速で伝播するが、立ち上がりの時間 τ があるため、円柱座標で z軸から距離 ct離れ

ると電流の影響は受けない。

これからベクトルポテンシャルが計算できる。式 1.137を用いると

Az =
µ0Q0

4πτ

∫
dz′

1√
(z′ − z)2 +R2

(1.138)

から不連続部分の区切り ,で定積分の和を表すとして、
inside cylinder R ≤ c(t− τ)

cylindrical shell c(t− τ) ≤ R ≤ ct

outside cylinder ct ≤ R

とおくと Az は

=
µ0Q0

4πτ
×


log
(
z′ − z +

√
(z′ − z)2 +R2

)
|z−

√
c2(t−τ)2−R2,z+

√
c2τ2−R2

z−
√
c2t2−R2,z+

√
c2(t−τ)2−R2

inside cylinder

log
(
z′ − z +

√
(z′ − z)2 +R2

)
|z+

√
c2t2−R2

z−
√
c2t2−R2,

cylindrical shell

0 outside cylinder

80



=
µ0Q0

4πτ
×


log

(ct+
√
c2t2−R2)

[
c(t−τ)−

√
c2(t−τ)2−R2

]
(ct−

√
c2t2−R2)

[
c(t−τ)+

√
c2(t−τ)2−R2

] inside cylinder

log ct+
√
c2t2−R2

ct−
√
c2t2−R2

cylindrical shell

0 outside cylinder

と計算できる。簡単にするために被積分関数のみを考えて、単純化してみる。

1√
1 + x2

=
d

dx
(sinh−1 x)

であることを利用すると式 1.138は

A = sinh−1(x− 1 + δ) + sinh−1(1− x)

とおくことができる δは緩和のためのもので δ = cτ とおける。この δがないと明らかにこの Aは 0である。
しかし、δの正で次の図のようにピークをとる関数になる。

図 1.62: δ = 0.1の場合の sinh−1(x− 1 + δ) + sinh−1(1− x)、δ ̸= 0になると突然にピークが現れる。

また、積分結果についても単純に

A′ = log
x+

√
x2 + δ

x−
√
x2 + δ

とおくとこれは

A′′ = 2 sinh−1 (x/δ)

次の図のように δに関係なく、原点付近で差が出る。

図 1.63: A′ は 2δの不連続を持つが原点から離れると A′′ に等しい
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さらに観測点が原点に近い場合は電流路の 1か所からのみ影響を受ける。この場合を含めて書き換えると

=
µ0Q0

4πτ
×



log
(
z′ − z +

√
(z′ − z)2 +R2

)
|z−

√
c2(t−τ)2−R2

z−
√
c2τ2−R2

inside cylinder

log
(
z′ − z +

√
(z′ − z)2 +R2

)
|z−

√
c2(t−τ)2−R2,0

z−
√
c2t2−R2,z+

√
c2(t−τ)2−R2

spherical shell, z ≤ 0 ∩ inside cylinder

log
(
z′ − z +

√
(z′ − z)2 +R2

)
|0
z−

√
c2t2−R2 spherical shell, elsewhere above

0 outside sphere 0 ≤ z

=
µ0Q0

4πτ
×



log
c(t−τ)−

√
c2(t−τ)2−R2

ct−
√
c2t2−R2

inside cylinder

log
(
√
z2−R2−z)

[
c(t−τ)−

√
c2(t−τ)2−R2

]
(ct−

√
c2t2−R2)

[
c(t−τ)+

√
c2(t−τ)2−R2

] spherical shell, z ≤ 0 ∩ inside cylinder

log
√
z2+R2−z

ct−
√
c2t2−R2

spherical shell, elsewhere above

0 outside sphere 0 ≤ z

この結果が Lorentz条件を満たすか見てみる。∇ ·A = ∂Az/∂z、r =
√
z2 +R2 だから

∇ ·A+ ϵ0µ0
∂ϕ

∂t
=
µ0Q0

4πτ

[
−1√
z2 +R2

+
1

r

]
= 0

となり、確かにローレンツ条件が成り立つ。

スカラーポテンシャルとベクトルポテンシャルの形が決まったので点電荷を導入した時の電場 Eと磁場B

を明らかにしてみる。

E = −∇ϕ− ∂A

∂t

=
Q0

4πϵ0
×



r
r3 − k

cτ

(
1√

c2(t−τ)2−R2
− 1√

c2t2−R2

)
inside sphere

r
r3

t
τ − k

cτ

(
2√

c2(t−τ)2−R2
− 1√

c2t2−R2

)
spherical shell, z ≤ 0 ∩ inside cylinder

r
r3

t
τ − k

cτ
1√

c2t2−R2
spherical shell, z ≤ 0 ∩ elsewhere above

2k
cτ

(
1√

c2(t−τ)2−R2
− 1√

c2t2−R2

)
inside cylinder

2k
cτ

(
− 1√

c2t2−R2

)
cylinder shel

0 outside above regions

となる。この電場を作図すると次のようになる。

図 1.64: [55]より:非対称励振で原点に電荷を注入する。すると電場は原点から注入元に向かう。
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半径Rの球内では時間経過後にはクーロン型にもどる。緩和時間内の球外でも z軸を中心とした円柱内には
一定な電場があり、コンデンサ内の電場のように一様に電流の注入源側を向いている。

これから磁場の場合の単位ベクトル tに注意すると、伝播は光速の影響を受け、原点に注入された電荷から

発生した電磁場は距離 ctの領域にのみ存在している。過渡的な状態では磁場電場共に変化し、やがてクーロン

電場のみが空間を埋める。もし、空間にわずかでもコンダクタンスがあれば光速の影響が残り、分散が生じる。

図 1.65: 過度的な状態図左と定常的な状態図右

このモデルでは過度的な状態では無限遠から z軸負方向に向かって電場が生じることになり、合成すると図
の左のような非対称な電場が原点から広がる。定常的な状態になれば、原点の点電荷のみの影響をうけ、クー

ロン的な電場が残る。

次に磁場について見てみる。過度的な状態では z軸に沿って原点に向かう電流があるので式 1.135からベク
トルポテンシャルもこの電流に沿ってあると考えられる。よって、この時の磁場っは z軸を中心とした円の接
線方向への単位ベクトルを tとして

B = ∇×A = −t
∂Az
∂R

= −µ0Q0

4πR
t

×



− 1(√
c2(t−τ)2−R2

)[
c(t−τ)+

√
c2(t−τ)2−R2

] + 1

(ct−
√
c2t2−R2)

√
c2t2−R2

; inside shere

− 1(√
c2(t−τ)2−R2

)[
c(t−τ)−

√
c2(t−τ)2−R2

] + 1

(c(t−τ)−
√
c2t2−R2)

√
c2(t−τ)2−R2

− 1

(
√
z2+R2−z)

√
z2+R2

+ 1

(ct−
√
c2t2−R2)

√
c2t2−R2

; spherical shell, z ≤ 0 ∩ inside cylinder

− 1

(
√
z2+R2−z)

√
z2+R2

+ 1

(ct−
√
c2t2−R2)

√
c2t2−R2

; spherical shell, z ≤ 0 ∩ elsewhere above

− 1(√
c2(t−τ)2−R2

)[
c(t−τ)−

√
c2(t−τ)2−R2

] + 1

(c(t−τ)−
√
c2t2−R2)

√
c2(t−τ)2−R2

− 1

(ct+
√
c2t2−R2)

√
c2t2−R2

+ 1

(ct−
√
c2t2−R2)

√
c2t2−R2

; inside cylinder

− R(−ct
√
c2t2−R2+c2t2+z(z−

√
R2+z2))

(
√
R2+z2−z)(

√
c2t2−R2−ct)

√
(R2+z2)(c2t2−R2)

; spherical shell, elsewhere above

0 ; outside cylinder

のようになる。この結果は電場と異なり、あからさまに光速の影響を受けている。

電磁波 　電荷を注入している過度的な状態では電磁場が発生している。しかし、静的な状態になるとこの電

磁波は見えない。そこで電荷の発生と、消滅を交互に繰り返せば電磁波が光速で伝播していくとがわかる。遠

方で振幅が 1/rになればこれを電磁波という。

伝播の遅れを含めて定常的な変化で生じる点源から rのポテンシャルはこれまでの議論から

ϕ =
Q

4πϵ0

e−iω(t−r/c)

r
(1.139)
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dA =
µ0I

4π

e−iω(t−r/c)

r
dr (1.140)

とかける。そこで近距離に異電荷がある場合の電気モーメントを考えよう。

正電荷が (0, 0, δ/2)の位置にあり、負電荷が (0, 0,−δ/2)の位置にあるとする。モーメントを

p = pk

で表す。

Q(t) =
p

δ
e−iωt

I(t) =
dQ

dt
= −ωp

δ
e−iωt

となり、常に電流が存在する。微小区間 (δ,−δ)で定常的な状態になったとすると式 1.139、1.140から

ϕ =
p

4πϵ0δ

{
e−i(ω−r(δ/2)/c

r(δ/2)
− e−i(ω+r(δ/2)/c

r(−δ/2)

}
≃ 1

4πϵ0
(p · ∇)

e−iω(t−r/c)

r

=
1

4πϵ0
e−iω(t−r/c)

(
1 +

−iω
c
r

)
(p · r)r
r3

A =
µ0p

4πδ

∫ δ/2

−δ/2
dz′

−iωe−iω(t−r(z′)/c)√
(z′ − z)2 +R2

=
µ0p

4π

(−iω)
r

e−iω(t−r/c)

ただし、観測点から z軸上 z′ にある原点までの距離を

r(z′) =
√

(z − z′)2 +R2

r(δ) =
√

(z − δ)2 +R2

r(−δ) =
√

(z + δ)2 +R2

のように表す。この結果は次の図のようにスカラーポテンシャルは平面上にに広がる円形波であり、ベクト

ルポテンシャルをベクトル場で表示すると図のような球面波になる。

図 1.66: 左図がすからスポテンシャル、右はベクトルポテンシャルを表す。

さらに次の公式を利用する。

∇ [(p · ∇)f ] = ∇[(p · r)1
r

∂f

∂r
+ (p · r)r1

r

∂

∂r

(
1

r

∂f

∂r

)
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これを用いて、ポテンシャルから電場と磁場を計算しよう。

E = −∇ϕ− ∂A

∂t

=
1

4πϵ0
∇
[
(p · ∇)

e−iω(t−r/c)

r

]
− µ0p

4π

−iω
r

∂

∂t
e−iω(t−r/c)

= −e
−iωt

4πϵ0

[
p+

r

r
(p · r) ∂

∂r

] [(
1 +

−iωr
c

)
e−iω(t−r/c)

r3

]
+
µ0p

4π

ω2

r
e−iω(t−r/c)

= − e−iωt

4πϵ0

{
p

(
1 +

−iωr
c

)
e−iω(t−r/c)

r3

+
r

r
(p · r)

[
ω2

c2
e−iω(t−r/c)

r2
− 3

(
1 +

−iωr
c

)
e−iω(t−r/c)

r4

]}
+
µ0p

4π

ω2

r
e−iω(t−r/c)

=
1

4πϵ0

[(
1 +

−iωr
c

)
3(p · r)r− r2p

r5
+
ω2

c2
r2p− (p · r)r

r3

]
e−iω(t−r/c)

のように 1/r, 1/r2, 1/r3に比例する項が見られる。第 1項がモーメントから得られる静電場の式で、第 2項
は近接場と呼ばれ、最後の項はAの時間微分から来る項になる。この最後の項

E =
µ0ω

2

4π

(
p

r
− (p · r)r

r3

)
e−iω(t−r/c)

1.6.3 境界問題 [22]

　ここでは第 2部の Green関数を用いて考える。
異なる電場を持つ領域の境界面について考える。法単位ベクトルを nとして電場 E1,E2 の境界面の単位面

積当たりの電荷密度を σ(x)とすると、次の図から

図 1.67: Classical Electrodynamicsより

ガウスの法則は

(E2 −E1) · n = σ/ϵ0

が成り立つことを示す。この時、この境界を含む電位を求めようとすると

Φ(x) =
1

4πϵ0

∫
S

ρ(x′)

|x− x′|
d3x′

=
1

4πϵ0

∫
S

σ(x′)

|x− x′|
d2x′

をとなる。従って次の図のように境界面には厚み d(x)(微分記号ではない)が必要である。
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図 1.68: Classical Electrodynamics(Jackson)より

よって電束密度Dを次のように定義しておく必要がある。

D(x) = lim
d(x)→0

σ(x)d(x) (1.141)

これは電場 E(x)とは異なる。電荷密度に電場方向の厚みをかけて、無限小に刻んだイメージである。ここ

に数学的に収束する極限があれば電位はその有限な値で「とび」を持つことになる。この「とび」を求めてみ

よう。

まず、この微小領域にも電場が存在するので図のように表面 S, S′ 上の微小面積 σ(x)は+と-の極性を持つ。
このような 2重枚構造をつくると電位の計算は公式通りになる。次の図のように面積積分を daで表すと

図 1.69: Classical Electrodynamics(Jackson)より

定義通りに積分でき

Φ(x) =
1

4πϵ0

∫
S

σ(x′)

|x− x′|
da′ − 1

4πϵ0

∫
S′

σ(x′)

|x− (x′ − nd)|
da′′

で表すことができる。ここでの dは微小量でれば次の展開公式を用いる。

1

|x+ a|
=

1

x
+ a · ∇

(
1

x

)
+ · · ·

従って d→ 0とすることで、式 1.141によって第 2項が残り、

Φ(x) =
1

4πϵ0

∫
S

D(x′)n · ∇′
(

1

|x− x′|

)
da′ (1.142)

となる。ここで双極子モーメント (dipole_moment)を

p = nD(x)da′

で定義すれば電位は

Φ(x) =
1

4πϵ0

p · (x− x′)

|x− x′|3
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となる。また、式 1.142は次の図のように立体角を内包しているので

図 1.70: Classical Electrodynamics(Jackson)より

n · ∇′
(

1

|x− x′|

)
da = − cos θ da′

|x− x′|2
≡ −dΩ

と、立体角を定義しておくと

Φ(x) =
1

4πϵ0

∫
S

D(x′)dΩ

と単純になる。従って境界面での電位はある「とび」を持ち、その値が

Φ2 − Φ1 = D/ϵ0

である。ここで前節の調和関数でとり上げた Neumann、Dirichletの境界問題を思い出してみよう。

U = Φ2 − Φ1

とおくと境界問題は領域 V 内で調和関数であれば

∇2U = 0

さらに Dirichle問題は
U = 0

また、Neumann問題は境界 S 上で、
∂U

∂n
= 0

だったのでグリーンの第一定理より∫
V

(U△U +∇U · ∇U) d3x =

∮
S

U
∂U

∂n
da

ここでは ∫
V

|∇U |2d3x = 0

が成り立ち、結局 V,U は定数である。さらに Dirichle問題では明らかに

Φ1 = Φ2

である。一般には閉じた閉曲面において、2つのスカラー場を ϕ, ψとすると

A = ϕ∇ψ

とおく。

グリーンの定理から観測点を xとして

ψ =
1

R
≡ 1

|x− x′|
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とすると第 2定理 ∫
V

(ψ∇2ϕ− ϕ∇2ψ)dV =

∫
S

(
ψ
∂ϕ

∂n
− ϕ

∂ψ

∂n

)
dS

は

∇2ϕ = −4πδ(x− x′)

∇2ψ = −ρ/ϵ0

から電位をΦ = ϕとして∫
V

(
−4πΦ(x′)δ(x− x′) +

ρ(x′)

ϵ0R(x′)

)
d3x′ =

∮
S

(
Φ
∂

∂n′

(
1

R

)
− 1

R

∂Φ

∂n′

)
da′

に置き換わる。下したがってデルタ関数の積分から電位が次のように求まる。

Φ(x) =
1

4πϵ0

∫
V

ρ(x′)

R
d3x′ − 1

4π

∮
S

(
Φ
∂

∂n′

(
1

R

)
− 1

R

∂Φ

∂n′

)
da′ (1.143)

第 2部でみたように 1/rに比例するポテンシャルを持つ点源が位置 xに存在していれば Poissonの方程式

△′
(

1

|x− x′|

)
= −4πδ(x− x′)

は第 2部の Green関数を用いて大きさ分の 1という特殊関数を Gで置き換えることができて

△′G(x,x′) = −4πδ(x− x′) (1.144)

で表され、一般解が

G(x,x′) =
1

|x− x′|
+ F (x,x′)

とおけた。ただし、関数 F は

△F (x,x′) = 0

である。これから式 1.143は

Φ(x) =
1

4πϵ0

∫
V

ρ(x′)G(x,x′)d3x′ − 1

4π

∮
S

(
Φ
∂G(x,x′)

∂n′ −G(x,x′)
∂Φ

∂n′

)
da′

ここで Dirichletの境界条件をとると

GD(x,x
′) = 0 for x′onS

であるから

Φ(x) =
1

4πϵ0

∫
V

ρ(x′)GD(x,x
′)d3x′ − 1

4π

∮
S

(
Φ(x′)

∂GD(x,x
′)

∂n′

)
da′

となる。Neumannの境界条件では注意がいる。まず、条件は

∂GN (x,x′)

∂n′ = 0 for x′onS

である。これをそのまま利用することはできない。なぜなら式 1.144は、3次元空間では∮
S

∂G

∂n′ da
′ = −4π

であったことを思い出すと
∂GN
∂n′ (x,x′) = −4π

S
for x′onS
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なるからである。よって式 1.143は

Φ(x) = ⟨Φ⟩S +
1

4πϵ0

∫
V

ρ(x′)GN (x,x′)d3x′ +
1

4π

∮
S

(
∂Φ

∂n′GN

)
da′

ただし

⟨Φ⟩S = − 1

4π

∮
S

(
Φ
∂G(x,x′)

∂n′

)
da′ =

∮
S

(
Φ

S

)
da

であり、⟨Φ⟩S は全平均ポテンシャルの表面平均である。

1.6.4 先進・遅延ポテンシャル

　　 Green関数を利用すると
□G(r,x, t, t′) = −δ(r− x)δ(t− t′)

を満たす Green関数が求まれば(
ϕ(r, t)

A(r, t)

)
=

∫
dt′
∫∫∫

dV

(
ρ(r,t)
ϵ0

µ0J

)
□G(r,x, t, t′) (1.145)

からベクトルポテンシャルが求められる。そこでまず

□G(x, t) = −δ(x)δ(t) (1.146)

の解を求めて、変数の置き換えを行えばよい。ダランベールの方程式は時間微分の項がなけれればポアソン

型になるので角振動数 ωを用いてまず次のようにフーリエ変換する。

G(x, t) =

∫ ∞

∞
G̃(x, ω)e−iωtdω (1.147)

この逆変換は

G̃(x, ω) =
1

2π

∫ ∞

∞
G(x, t)eiωtdt (1.148)

である。一方でデルタ関数のフーリエ変換から

δ(t− t′) =
1

2π

∫ ∞

−∞
e−iω(t−t

′)dω (1.149)

を式 1.146に代入し、グリーン関数のフーリエ変換を代入すると次のように変数が分離できるので微分が実
行できて (

∆− 1

c2
∂2

∂t2

)∫ ∞

∞
G̃(x, ω)e−iωtdω = −δ(x) 1

2π

∫ ∞

−∞
e−iωtdω∫ ∞

∞

(
∆+

ω2

c2

)
G̃(x, ω)e−iωtdω = − 1

2π

∫ ∞

−∞
δ(x)e−iωtdω

従って結果として次の 3次元のヘルムホルツ方程式が得られる。(
∆+

ω2

c2

)
G̃(x, ω) = −δ(x)

2π
(1.150)

ただし、この時のラプラシアンの位相部分は無視でき、rだけの関数とみなせるので

∆ =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
+ f(θ, ϕ) =

(
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r

)
+ f(θ, ϕ) (1.151)

であり、ω/c = kとおくと式 1.146は

∆G(r, r′) + k2G(r, r′) = −δ(r− r′)
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とおける。Gは式 1.151より

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
G+ k2G =

1

r

∂2

∂r2
(rG) +

2

r

∂

∂r
G+ k2G

両辺を積分した場合に ∫ (
∆G(r, r′) + k2G(r, r′)

)
d3r = −

∫
−δ(r− r′)d3r

となる。半径 R→ 0, G→ A/Rと期待として球上で∫
V

k2Gd3r

は ∫
k2A

R
d3r =

∫ a

0

k2A

R
4πR2dR = 2πk2Aa2

ここで R = |r− r′|とおくと

1

R

d2

dR2
(RG) + k2G = 0

d2

dR2
(RG) + k2 (RG) = 0

これから

G =
Ae±ikR

R

とおける。よって計算をすると ω = −2ic/r

(
∆+

ω2

c2

)
ei(ω/c)r

4πr
=

(
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
+
ω2

c2

)
ei(ω/c)r

1

4πr

=

(
−ω

2

c2
+

2iω

rc
+
ω2

c2

)
ei(ω/c)r

1

4πr

+ ei(ω/c)r
(
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
+
ω2

c2

)
1

4πr

= ei(ω/c)r
(

iω

2πr2c
+

ω2

4πrc2

)
+ ei(ω/c)r

(
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r

)
1

4πr

= ei(ω/c)r
(
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r

)
1

4πr

= ei(ω/c)r∆
1

4πr

= −ei(ω/c)rδ(r)

となるのでヘルムホルツの方程式 (
∆+

ω2

c2

)
G̃(x, ω) = −δ(x)

2π

と比較して

G̃(x, ω) =
1

2π

e±ik|x|

4π|x|

となる。これは球面波を表す。フーリエ変換 1.149から次のように時間のずれが組み込まれた式が導ける。
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G(x, t) =

∫
1

2π

e±ik|x|

4π|x|
eiωtdω

=
1

4π|x|
δ

(
t∓ |x|

c

)
第 2行は式 1.149が本質的な役割を果たしている。この式は時間変化の平面波の重ね合わせでその解釈には
注意がいる。

これを式 1.145に代入すると(
ϕ(r, t)

A(r, t)

)
=

∫
dt′
∫∫∫

dV

(
ρ(x,t′)
ϵ0

µ0J(x, t
′)

)
1

4π|r− x|
δ

(
(t− t′)∓ |r− x|

c

)
(1.152)

となる。t′ の積分はすぐ実行できて、前節で見た

ϕ(r, t) =
1

4πϵ0

∫∫∫ ρ
(
x, t∓ |r−x|

c

)
|r− x|

dV (1.153)

A(r, t) =
µ0

4π

∫∫∫ J
(
x, t∓ |r−x|

c

)
|r− x|

dV (1.154)

が得られる。

-符号は遅延ポテンシャル (retarded_potential)と呼び、
+符号は先進ポテンシャル (advanced_potential)という。
この 2つの解は共に平等である。しかし、現実に未来の電荷密度が現在のポテンシャルに影響を与えること
は考えにくいことから、実際に採用されるのは遅延ポテンシャルのみである。先進が抑制されることについて

は今後考察する。

この遅延ポテンシャルを用いて逆に時間発展させればダランベールの方程式を満たすことを確かめよう。ま

ず、時刻 t0 で次の方程式を満たすベクトル場 Pを考える。

∇ ·P(x, t0) = −ρ(x, t0) (1.155)

したがって時間発展を

P(x, t) = P(x, t0) +

∫ t

t0

J(x, t′)dt′

ただし、

J(x, t) =
∂

∂t
P(x, t)

である。連続の式を満たすので、時間発展の発散をとると、式 1.155から

∇ ·P(x, t) = ∇ ·P(x, t0) +

∫ t

t0

∇ · J(x, t′)dt′

= −
(
ρ(x, t0) +

∫ t

t0

∂

∂t′
J(x, t′)dt′

)
= −ρ(x, t) (1.156)

となり、任意の時刻での密度 ρの式が求まった。

実際にこのPは自由電荷、束縛電荷の区別なしに電荷を考えた場合の双極子モーメント密度と考えることが

できる。従ってダランベール方程式を満たし、

□Π(x, t) = −P(x, t)

ϵ0
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が成り立つ。この遅延解を

Πret =
1

4πϵ0

∫
V

P
(
x− |r−x|

c

)
|r− x|

dV

として、両辺を tで微分すると式 1.154から

∂Πret

∂t
=

1

4πϵ0

∫
V

∂
∂tP

(
x− |r−x|

c

)
|r− x|

dV

=
1

4πϵ0

∫
V

J
(
x− |r−x|

c

)
|r− x|

dV

= c2Aret(r, t)

である。ここで

t′ = t− |r− x|/c

とおくと

∂Π(r, t)

∂r
=

1

4πϵ0

∫
V

∂

∂r

P (x, t′)

|r− x|
dV

=
1

4πϵ0

∫
V

{
P (x, t′)

∂

∂r

1

|r− x|
+

1

|r− x|
∂t′

∂r

∂P (x, t′)

∂t′

}
dV (1.157)

となる。また、f は |r− x|の関数だから

∂

∂x
f(|r− x|) = − ∂

∂r
f(|r− x|)

であることに注意し、

∫
V

∂

∂x

P (x, t′)

|r− x|
dV =

∫
V

{
P (x, t′)

∂

∂x

1

|r− x|
+

1

|r− x|
∂

∂x
[P (x, t′)]

}
dV

=

∫
V

{
−P (x, t′) ∂

∂r

1

|r− x|
+

1

|r− x|

{
∂P (x, t′)

∂x
+
∂t′

∂x

∂P (x, t′)

∂t′

}}
dV

=

∫
V

{
−P (x, t′) ∂

∂r

1

|r− x|
+

1

|r− x|

{
∂P (x, t′)

∂x
− ∂t′

∂r

∂P (x, t′)

∂t′

}}
dV

となるが左辺はおよそ 1/r2 程度で減衰すると考え、十分大きな体積で 0になるとすれば∫
V

1

|r− x|
∂P (x, t′)

∂x
dV =

∫
V

1

|r− x|

{
P (x, t′)

∂

∂r

1

|r− x|
+
∂t′

∂r

∂P (x, t′)

∂t′

}
dV

これを式 1.157に代入すると式 1.156より

∂Π(r, t)

∂r
=

1

4πϵ0

∫
V

{
P (x, t′)

∂

∂r

1

|r− x|
+

1

|r− x|
∂t′

∂r

∂P (x, t′)

∂t′

}
dV

=
1

4πϵ0

∫
V

1

|r− x|
∂P (x, t′)

∂x
dV

=
1

4πϵ0

∫
V

−ρ(x, t− |r− x|/c)
|r− x|

dV

= −ϕret(r, t)

となり、遅延ポテンシャルが導ける。この Πをヘルツベクトルと呼ぶ。結局次のように簡単にまとめること

ができるので

ϕret(r, t) = −∂Π(r, t)
∂r

= −∇Π(r, t)

Aret(r, t) =
1

c2
∂Π(r, t)

∂t
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この Πをスパーポテンシャル (Super_potential)ともいう。
これから ∂

∂t∇ = 0のように分離していると考えると

∂

∂t
(∇Π) =

∂

∂t
(∇)Π +∇ ∂

∂t
Π

= ∇ ∂

∂t
Π

であるから

1

c2

(
− ∂

∂t
∇Π+∇ ∂

∂t
Π

)
= 0 =

1

c2
∂

∂t
ϕret(r, t) +∇Aret(r, t)

となりローレンツ条件を満たしていることがわかる。

1.6.5 リエナール・ヴィーヒェルトポテンシャル

　遅延ポテンシャルを用いて運動する電荷の作る電磁ポテンシャルを考える。点電荷 qの軌道を s(t)とする

と電荷密度と電流密度は次のように軌道に依存する。

ρ(x, t) = qδ(x− s(t))

j(x, t) = qcβ(t)δ(x− s(t))

ただし、β は v/cで、この場合は

β =
1

c

ds

dt

となり、sに依存する。
次に実際にポテンシャルを計算するわけであるが順序を先に空間積分しないとうまくいかないことに注意

する。

(
ϕ(r, t)

A(r, t)

)
=

∫
dt′
∫∫∫

dV

(
1
ϵ0
qδ(x− s(t′))

µ0qcβ(t)δ(x− s(t′))

)
1

4π|r− x|
δ

(
(t− t′)∓ |r− x|

c

)

=

∫
dt′

(
1
ϵ0

µ0qcβ(t
′)

)
1

4π|r− s(t′)|
δ

(
(t− t′)∓ |r− s(t′)|

c

)
(1.158)

ここで δ関数について次のように関数を引数に持つ場合、解が複数 tiである場合は f(t) = df
dt (t− ti)とかけ

るので

δ(f(t)) =

N∑
i=1

δ(t− ti)

| dfdti (ti)|

となる。また、

R(t′) = r− s(t′)

R(t′) = |r− s(t′)|

とすると位置のずれを考慮し、

f(t′) = t− t′ − R(t′)

c
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として

d

dt
(R ·R) = 2R

dR

dt
= 2R · dR

dt
dR

dt
=

R

R

dR

dt

から |β| < 1に注意して ∣∣∣∣ dfdt′
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣−1 +

R(t′)

R(t′)
β(t′)

∣∣∣∣ = 1− R(t′)

R(t′)
β(t′)

となる。t < t′ における f(t′) = 0の解を t′ = tR とおくと

tR = t− R(tR)

c

である。よって式 1.158が次のように解ける。(
ϕ(r, t)

A(r, t)

)
=

 q
4πϵ0

(
1

R(tR)−R(tR)·β(tR)

)
µ0q
4π

(
cβ(tR)

R(tR)−R(tR)·β(tR)

) 
=

 q
4πϵ0

(
1

SR(tR)

)
µ0q
4π

(
cβ(tR)
SR(tR)

)  (1.159)

ただし、

S =

∣∣∣∣ dfdt′
∣∣∣∣
t′=tR

= 1− R(tR)

R(tR)
β(tR)

よって 1.159はふつうの解と変わらない形ではあるが S による補正が必要であるとみなすことができる。

この時の S(tR), tR を遅延位置 (reterded_position),遅延時間 (reterded_time)という。
興味ある点はこの 1.159は近似を用いていない厳密解である。
しかし次の図に示すように点電荷の運動を考えると [ ]を遅延時間、空間での値として

[v] · [R]

c
∼ [R · β]

とする近似に対応する。

図 1.71: リエナール・ヴィーヒェルトベクトル

図において

R(t′) = r− S(t′)

|SR(t′)| = |R(t′)| − β(t′) · S(t′)

であり、β(t′) · S(t′)だけの差が出る。
式 1.159が求まったので式 1.158の
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E = −∇ϕ− ∂A

∂t
(1.160)

に代入すれば電場が求まるはずである。陽に tを含むのはデルタ関数だけになったので

E = − q

4πϵ0

∫
dt′
{(

∇ 1

R

)
δ

(
(t− t′)− R

c

)
+

1

R
δ

(
(t− t′)− R

c

)
+

β

cR

∂

∂t
δ

(
(t− t′)− R

c

)}
となる。この積分を実行すると [ ]を遅延時間、空間での値として

E(r, t) =
q

4πϵ0

{[eR
R2

]
+

[
R

c

]
d

dt

[eR
R2

]
+

1

c2
d2

dt2
[eR]

}
(1.161)

B(r, t) =
µ0q

4π

{[eR
R

]
× d

dt
[eR] +

[eR
c

]
× d2

dt2
[eR]

}
(1.162)

を得る。変位ベクトルの単位ベクトルで表現することができた。これは時間微分の 2次まで含んでいて 2次
の項は加速度になるから電磁波の放射に関係する。

電場を eR に直交した向き eθ について

˙eR = θ̇eθ

ėθ = −θ̇eR

とすると

E(r, t) =
q

4πϵ0

{[
1

R2
− 2Ṙ

cR2
− θ̇2

c2

]
eR +

[
θ̇

Rc
+

θ̈

c2

]
eθ

}

B(r, t) =
µ0q

4π

{
θ̇
[eR
R

]
× eθ +

[eR
c

]
×
[
θ̈eθ − θ̇2eR

]}
=

µ0q

4π

{[
θ̇

R
− θ̈

c

]
eω

}

となる。また、式 1.161に左から [eR/c]を外積すると次のような関係が成り立つことがわかる。

B(r, t) =
1

c
[eR]×E(r, t) (1.163)

これは移動する点電荷のつくる磁場は電場とともに [eR]とも直交していることがわかる。

さらに式 1.161を変形し、近傍と遠方での働き、1/R2, 1/Rで整理すると

E(r, t) =
q

4πϵ0

 (eR − β)(1− β2)

R2(1− eR · β)3
+

1

Rc

eR ×
{
(eR − β)× dβ

dt

}
(1− eR · β)3

 (1.164)

となるが時間の扱いについては注意が必要で[
dβ

dt

]
≡ dβ(t′)

dt′
|t′=tR

であるがヘヴィサイドの方程式に現れた [β]については

d[β]

dt
=

d

dt
[β(t′)]|t′=tR

これから電場に関しては、運動している電荷と、静止している電荷が区別されることがわかる。つまり運動

している電荷が作る電場は [eR]に対して直交していない。
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式 1.164のはじめの項は遠方で急速に減衰する。したがって第 2項のみが遠方では寄与すると考えればこれ
は電荷の加速度 dβ/dtに比例し、[eR]に対して直交ししている。しかし、近傍では第 1項が寄与するために図
のような補正が入ることになる。

図 1.72: 等速運動する電荷のつくる電場

過去である遅延時刻に [x]にあった点電荷の影響が観測点 rまで [R/c]の時間をかけて伝播し、時刻 tにおけ
る電場 E(r, t)を作る。この電場の方向が図のように時刻 tにおける現在の点電荷の位置から観測点の方向に

r(t)− x(t) = [R(eR − β)]

と常に一致している。決して遠隔的に x(t)の電荷が瞬時に電場 E(r, t)を作るわけではない。

また、第 2項が加速度 dβ/dtに比例することから電荷と慣性系にあればこの項は 0である。
よって第 2項の寄与は消える。これから第 1項からの寄与のみ考えた場合は β にも依存することがわかる。

これは下図のようにローレンツ変換のように電場が進行方向に対してつぶれていく。また、図のように x方向
に β の向きを決めると磁場の成分は図のｙ方向にある。

図 1.73: 電場が進行方向 (x)に対してつぶれる。この時、磁場はｙ方向にある。

式 1.164のはじめの項から β が光速に達していない場合進行方向にも電磁場の成分が残る。しかし、β が 1
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になると電磁場の成分は外積の関係を完全に満たし、進行方向と直行する成分しか持たない、電磁波と同じ状

態に移行する。式 1.164がこの移行を示していることは重要である。

1.6.6 ジェフィメンコ方程式

　前節までの議論からベクトルポテンシャルが物理的な実態をもつことが理解できた。

[ ]を遅延時間、空間での値とし、位置 xにある点電荷を位置 rで観測する場合を考える。前節からR = |r− x|
とおく。また、位置 rでの微分を強調するために ∂/∂ri という記号を用いる。

移動する点電荷はなく、電荷密度、電流密度の変化が時間変化を担う場合を考える。前節から

ϕ(r, t) =
1

4πϵ0

∫∫∫
[ρ]

|r− x|
dV (1.165)

A(r, t) =
µ0

4π

∫∫∫
[j]

|r− x|
dV (1.166)

この時 xは単なるパラメタにすぎず、実際の物理量は t′ = t−R/cとして、t, rの両方に依存すること、∇′

がベクトルであることに留意し、

[∇′ρ] = ∇′[ρ]−
[
∂ρ

∂t′

]
∇′(t−R/c) = ∇′[ρ]− R

c

[
∂ρ

∂t′

]

[∇′ × j] = ∇′ × [j] +

[
∂j

∂t′

]
×∇′(t−R/c)

= ∇′ × [j] +
1

c

[
∂j

∂t′

]
×R (1.167)

次のように観測点 rで勾配をとるとR = ReRだから

∂

∂ri
[ρ] =

∂t′

∂ri

∂ρ(x, t′)

∂t′
= −1

c

∂ρ

∂t′
(eR)i

となる。よって

∂ϕ(r, t)

∂ri
=

1

4πϵ0

∫∫∫ (
1

R

∂

∂ri
ρ(x, t′) + ρ(x, t′)

∂

∂ri

1

R

)
dV

=
−1

4πϵ0

∫∫∫ (
1

Rc

∂ρ

∂t′
+
ρ(x, t′)

R2
(eR)i

)
dV

となる。また、ベクトルポテンシャルも Rが時間変化しない場合

∂

∂t
A(r, t) =

µ0

4π

∫∫∫
1

R

∂j(x, t′)

∂t′|
dV

を得る。これらを式 1.160に代入し、

E(r, t) = −∇ϕ− ∂A

∂t

=
1

4πϵ0

∫∫∫ {
1

R2

(
ρ(x, t′) +

dρ(x, t′)

dtr

R

c

)
eR − 1

Rc2

(
dj(x′, t′)

dt′

)}
dV

=
1

4πϵ0

∫∫∫ {
1

R2
[ρ]eR +

1

Rc

[
dρ

dt

]
eR − 1

Rc2

[
dj

dt

]}
dV (1.168)

となる。磁場についても

ϵklm
∂

∂rl
jm(x, t′) =

1

c
ϵklm

∂jl
∂t′

(eR)m
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と変換することに留意し、式 1.167より

B(r, t) = [∇×A]

=
µ0

4π

∫∫∫ (
1

R2
[j] +

1

Rc

[
dj

dt

])
× eRdV (1.169)

となる。

古典的に電流密度 i,電荷密度 ρとする。時間依存する電荷密度は∆q、としこのポテンシャルは∆ϕとする、

ここの点電荷が次のように表される。

ρ = ∆q(t)δ(R)

電流が存在しないので 1.75からMaxwell方程式はどこでも成立するから

∇2(∆ϕ)− 1

c2
∂2(∆ϕ)

∂t2
= − 1

ϵ0
∆q(t)δ(R)

ただし、原点では δ(R) = 0 (R ̸= 0)だから

∇2(∆ϕ)− 1

c2
∂2(∆ϕ)

∂t2
= 0

でないといけない。

ここで式 1.72は次のようになる。|R| = Rとしてクーロンポテンシャルを

∆ϕ =
χ(R, t)

R

とすると次のダランベールの式を満足する。

∂2χ(R, t)

∂R2
− 1

c2
∂2χ(R, t)

∂t2
= 0

これは波動方程式だから、この解として時間の先進、遅延を

χ(R, t± R

c
)

としてみよう。
∂2χ(R, t± R

c )

∂R2
=
χ′′(R, t)

c2

1

c2
∂2χ(R, t± R

c )

∂t2
= χ̈(R, 0)

電場、磁場はアンペール、ビオ・サバールの法則から時間変化しない場合は

E(r) =
1

4πϵ0

∫∫∫
1

R2
ρ(r)eRdV

′

B(r, t) =
µ0

4π

∫∫∫
1

R2
j(r, t)× eRdV

′

とあらわすことができた。Maxwellの方程式は

∇×E = −∂B
∂t

∇×B = µ0

(
j+ ϵ0

∂E

∂t

)
であった。これらはいつでも満たされなければならない。そこで時間変化する場合について
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近接作用を考えると波源の変化は有限の時間後に伝達するので過去の影響のみ考えると

R = |r− x|過去の時間 tr として式 1.168,1.169から

E(r, t) =
1

4πϵ0

∫∫∫ {
1

R2

(
ρ(r, t) +

dρ(r, tr)

dtr

R

c

)
eR − 1

Rc2

(
dj(r, t)

dtr

)}
dV ′ (1.170)

B(r, t) =
µ0

4π

∫∫∫
1

R2

(
j(r, t) +

dj(r, tr)

dtr

R

c

)
× eRdV

′ (1.171)

を考えるとこれはMaxwellの方程式を満足する。これをジェフィメンコ方程式という。ここでMaxwellの方
程式は時間反転に対して対称である。ところが上式は対称ではない。つまり別の要請から非対称を選択するわ

けである。ベクトルポテンシャルを用いれば遅延解が次のようになる。

Aret =
µ0

4π

∫
j(r, t− |r−r′|

c )

|r− r′|
dV ′ (1.172)

ϕret =
1

4πϵ0

∫
ρ(r, t− |r−r′|

c )

|r− r′|
dV ′

もちろん |r−r′|
c だけ遅れるだけでなく前の符号を＋にかえれば先進解をつくることができる。

この式は球面波 f(r)/r の遅延表現

ψ(r, t) =
f(0, t− r

v )

r

を r′ にわたって積分した結果であり、ホイヘンスの原理による定常波としてベクトルポテンシャルが成り

立っている。

1.6.7 変位電流と遠隔作用

　この結果を利用し、ここでは未だによく高校教育で問題になる変位電流が磁場をつくるかという問題を考

えてみよう。結果的には電流密度が因果的が原因になるが変位電流はなれない。変位電流を用いた表現は時間

を静的にとらえた遠隔的な表現になっているだけである。これはもとは局所的な変位電流を用いない表現に変

えることができる。

図のように閉曲線 Cが貼る閉曲面 Sを考える。任意の場所の磁場はジェフィメンコ方程式から過去の電流密
度を足し合わせればよいから式 1.171、1.172から ∇× (∇×A) = ∇(∇ ·A) − □Aとローレンツ条件式 1.79
を利用し、 ∮

C

B(r, t) · dr =

∫∫
S

∇×
{
µ0

4π

∫∫∫
1

R2

(
j(r, t) +

dj(r, tr)

dtr

R

c

)
× eRdV

′
}
· dS

=

∫∫
S

∇×

{
∇×

(
µ0

4π

∫
j(r, t− |r−r′|

c )

|r− r′|
dV ′

)}
· dS

J = − 1

µ0
∇×B− ∂D

∂t
= µ0

∫∫
S

(
j(r, t)− ϵ0

∂

∂t

(
∇ϕret +

∂Aret
∂t

))
· dS

= µ0

∫∫
S

(
j(r, t) + ϵ0

∂

∂t
Eret

)
· dS (1.173)

とかける。第 2項が電流密度以外の項で、これが結局過去の電場の時間変化からの影響であり、変位電流に
相当する。下図の r′1, r

′
2は過去の電流密度で曲線 C 上にある。電流は点 rbで閉曲面 S を貫く。raで磁場を観

測する。
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図 1.74: 近接作用（左）、遠隔作用（右）

これをまず図左の近接作用で考えると点 ra でのベクトルポテンシャルは過去の影響の和であるから

Aret =
µ0

4π

∫
j(r, t− |r−r′|

c )

|r− r′|
dV ′

であったから ∮
C

B(ra, t) · dr = µ0j

(
r, t− |r− r′|

c

)
となる。

一方で、図右の遠隔作用では点 raには電流密度はない。しかし、平曲面ないの rbには電流密度があるので

これを考えないといけない過去の電流密度が∇×B に影響を与えこれが変位電流をつくる。

これはローレンツ条件を用いて式 1.173より∮
C

B(ra, t) · dr = µ0

∫∫
S

(
j(r, t) + ϵ0

∂

∂t
Eret

)
· dS

となる。この表現には過去の影響は直接見えない。変わりに電場の時間変化が加わる。

これは変位電流そのものが相対的な運動の関係で生じることを表す。

次節で扱う特殊相対論では時間と空間がほぼ対等に扱われる。電磁場テンソルを用いれば簡単に

∂µF
µν = −4πJν

のように表すことができる。変位電流はこの左辺に組み込まれるがローレンツ変換されれば時間も空間も入

交り、変化する。

観測者の座標の運動に依存するわけだ。ローレンツ力は磁場と電場の相対速度に依存する。電磁気は相対論

的なのである。

どちらにしても場が電流密度によりつくられていることが本質である。

　しかし、さらに興味あることはこれらは観測者が連続して観測している結果であることである。ベクトル

ポテンシャルが定常状態で張れれるためには境界が必要であるが、これらが過去の遅延ポテンシャルに連続し

て生じ、未来には閉じない。そのような時空の構造についてはまだ、未踏の領域があるはずである。

1.6.8 放射

　ジェフィメンコ方程式を eR に垂直な成分に分けることを考える。

R = |r− x|, t′ = t−R/cであったから

∂[ji]

∂xi
=

[
∂ji
∂xi

]
− 1

c

[
dji
dt

]
∂R

∂x
= −

[
dρ

dt

]
+

1

c

[
dji
dt

]
(eR)i

となるので式 1.170の第 2項が

1

Rc

[
dρ

dt

]
eR =

−1

c

(
∂

∂xi
[ji]

)
eR
R

+
1

Rc2

([
dj

dt

]
· eR

)
eR

と書き直せるので e× (e×A) = e(e ·A)−A を利用して
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1

Rc2

{([
dj

dt

]
· eR

)
eR −

[
dj

dt

]}
=

1

Rc2

([
dj

dt

]
× eR

)
× eR

とまとまるので第 k成分を考えると

∂

∂xi

(
Rk
R2

)
=

∂

∂xi

(
r − xk
(r − x)2

)
(eR)k

=

(
2(r − xk)

(r − x)
+

−1

(r − x)2

)
(eR)k

=
−1

R2
(eR)k +

2ej · eR
R2

(eR)k

だから

(
∂

∂xi
[ji]

)
(eR)k
R

=
∂

∂xi

(
[ji]Rk
R2

)
− [ji]

∂

∂xi

(
Rk
R2

)
=

∂

∂xi

(
[ji]Rk
R2

)
+

[ji]− 2([j] · eR)(eR)k
R2

体積積分すれば第 1項は表面積分で 0になる。さらに全成分をとれば第 2項は

[j]− 2([j] · eR)eR
R2

= − ([j] · eR)eR + ([j]× eR)× eR
R2

を利用できるから

E(r, t) =
1

4πϵ0

∫∫∫ {
[ρ]

R2
eR +

([j] · eR)eR + ([j]× eR)× eR
R2c

+
1

Rc2

([
dj

dt
× eR

])
× eR

}
dV (1.174)

時間依存しないならば第 3項は落ちる。
第 2項については定常状態であればこれは ∇[j]に比例するが、連続の式から 0にすることができ、結局有
効なのは第１項のみになる。

この式は Rについて整理してあるので Rが小さいところでは第１、第２項が主要で Rの大きいところでは

第３項のみが生きると考える。

そこで Rから遠方のみを考えればB(r, t) = 1
c [eR]×E(r, t)だったから

E(r, t) =
µ0

4π

∫∫∫ {(
1

R

[
dj

dt
× eR

])
× eR

}
dV (1.175)

B(r, t) =
µ0

4π

∫∫∫ {(
1

Rc

[
dj

dt
× eR

])}
dV (1.176)

とかける。

局所的な波源 ここで等方的な空間に次のような電荷および電流密度がある場合を考える。

ρ(x, t) = ρ(x)e−iωt

j(x, t) = j(x)e−iωt

この時、ある時空間でのベクトルポテンシャルA(x, t)は式 1.152から遅延ポテンシャルを用いて δ 関数の

性質から tを消すと

A(x) =
µ0

4π

∫
J(x′)

eik|x−x′|

|x− x′|
d3x′ (1.177)
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とかけた。磁場については

H =
1

µ0
∇×A

となったので波源の外の領域では電場は真空のインピーダンス Z0 =
√
µ0/ϵ0

として

E = −∇ϕ− ∂A

∂t
=

=
iZ0

k
∇×H

となる。

式 1.177の解を考える時

損失性誘電体 はじめに電荷のない真空、σ = 0,さらに µ0, ϵ0の場において次のような具体的な電場が y方向
のみにある場合の磁場Hがどうなるか計算しよう。

E = 20 sin(108t− βz)ay[V/m]

電荷がないので

∇ ·E =
∂Ey
∂y

= 0

さらにファラデーの法則から

∇×E = −µ∂H
∂t

を積分形にして

H = − 1

µ

∫
(∇×E)dt

ところがこの時は

∇×E = −∂Ey
∂z

ax +
∂Ey
∂y

az

= 20β cos(108t− βz)ax + 0

となるので

H = − 1

µ

∫
(∇×E)dt

= −20β

µ

∫
dt cos(108t− βz)ax

= − 20β

µ108
sin(108t− βz)ax

次に電荷の供給がなく ρv = 0を満たし、σ, ϵ, µ ̸= 0であるような場を考えよう。時間項は切り離せるとと

し、Es,Hs が定常状態を満足するとしてMaxwell方程式から

∇ ·Es = 0

∇ ·Hs = 0

∇×Es = −iωµHs
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∇×Hs = (σ + iωϵ)Es

が得られる。3式の両辺に∇の外積をとると

∇×∇×Es = −iωµ∇×Hs

さらにベクトルの恒等式から

∇×∇×Es = ∇ (∇ ·Es)−∇2Es

だから

∇ (∇ ·Es)−∇2Es = −iωµ∇×Hs

さらにMaxwell方程式を代入すると

−∇2Es = −iωµ (σ + iωϵ)Es

が得られるので

γ2 = iωµ(σ + iωϵ) (1.178)

とおけば次の方程式を得る。

∇2Es − γ2Es = 0 (1.179)

磁場Hs についても同じように

∇2Hs − γ2Hs = 0 (1.180)

が成り立ち、この時、Hs と Es は対称である。

この時の γは単位時間あたりの伝播定数 (propagation constant)と呼ばれる複素定数である。γ = α+ iβ と

して興味ある結果が得られる。

−Re
[
γ2
]
= β2 − α2 = ω2µϵ = ω2/K2c2

|γ2| = β2 + α2 = ωµ
√
σ2 + ω2ϵ2

これから実部と虚部が次のように求まる。

α = ω

√√√√µϵ

2

(√
1 +

( σ
ωϵ

)2
− 1

)

β = ω

√√√√µϵ

2

(√
1 +

( σ
ωϵ

)2
+ 1

)
単一方向 zの成分のみを考え、単位ベクトルを ax を持つとすると

Es = Exs(z)ax

とかけるので、成分のみを取り出し、 (
∇2 − γ2

)
Exs(z)

であるが、これは次の式の第 1、第 2項が落ちるから

∂2Exs(z)

∂x2
+
∂2Exs(z)

∂y2
+
∂2Exs(z)

∂z2
− γ2Exs(z) = 0

∂2Exs(z)

∂z2
− γ2Exs(z) = 0
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よって (
d2

dz2
− γ2

)
Exs(z) = 0

と変数を減らすことができた。これは波動方程式でありその一般解は平面波の重ね合わせで

Exs(z) = E0e
−γz + E′

0e
γz

である。根拠がないが現実的な境界条件として無限遠では Exs(∞) = 0となるべきであるから

E′
0 = 0

とおける。よって時間項をもどして実空間の伝播していく電場が求まり、

E(z, t) = Re[Exs(z)e
iωtax] = Re[E0e

−αzei(ωt−βz)ax]

= E0e
−αz cos(ωt− βz)ax

これは次のように減衰しながら進行していく波である。

図 1.75: 微小時間後のｚ方向への進行波

式 1.180,1.180は磁場と電場に対し対称だから同じことが磁場にも当てはまる。しかしMaxwellの後半の式
から

Es·Hs = 0

である必要があるから磁場はこの時の条件では y軸を振動する。

H(z, t) = Re[H0e
−αzei(ωt−βz)ay]

= H0e
−αz cos(ωt− βz)ay

ここでH,E を関係つけているのは特性インピーダンスと呼ばれる ηで定義される量である。

H0 =
E0

η

とおくが、ηも複素数であることに留意する。式 1.178から

η =

√
iωµ

σ + iωϵ
= |η|eiθη

ただし、

|η| =
√
µ/ϵ(

1 +
(
σ
ωϵ

)2)1/4
tan 2θη =

σ

ωϵ
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1.7 電磁場の 4元化

1.7.1 Maxwellの方程式の書き換え

Maxwellの方程式は次のようにあらわされた。

div
−→
B = 0 (1.181)

∂
−→
B

∂t
+ rotE⃗ = 0 (1.182)

div
−→
D = ρ (1.183)

− ∂
−→
D

∂t
+ rotH⃗ = j (1.184)

ただし

D⃗ = ϵ0E⃗ (1.185)

B⃗ = µ0H⃗ (1.186)

であり光速 cは

ϵ0µ0 =
1

c2
(1.187)

である。次の演算子を定義すると

□ ≡ ηµν
∂

∂xµ
∂

∂xν
= −

(
∂

c∂t

)2

+

3∑
k=1

(
∂

∂xk

)2

(1.188)

これは座標系に依存しないスカラーであり、電磁波がどの慣性系からでも伝搬の速さが変化しないのはこの

関係式による。

4元的に書き換えるにはベクトルポテンシャル (ϕ,A)を導入し、

Bj = rotA = ∂iA
j − ∂jA

i

Ej = −∂A
∂t

− gradϕ = ∂0A
j − ∂iA

0

式 1.183は次のようになる。

divϵ0E = −divϵ0

(
∂A⃗

∂t
+ gradϕ

)
= ρ (1.189)

= −ϵ0

(
div

∂A⃗

∂t
+

1

c2

(
∂

∂t

)2

ϕ

)
+

{
1

c2

(
∂

∂t

)2

−
3∑
k=1

(
∂

∂xk

)2
}
ϵ0ϕ = ρ (1.190)

よって括弧内第 1項については

= −ϵ0
∂

∂t

(
divA⃗+

1

c2
∂

∂t
ϕ

)
(1.191)

となるが
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ϵ0A = j
ϵ0
c2
ϕ = ρ (1.192)

とおけば電荷の保存則から

divj⃗ +
∂

∂t
ρ = 0 (1.193)

である。よって

□ϕ = − ρ

ϵ0
(1.194)

が成り立つ。1.181からも

div(rotA⃗) = 0 (1.195)

1.182からは

∂(rotA⃗)

∂t
− rot

(
∂A⃗

∂t
+ gradϕ

)
= −rot(gradϕ) = 0 (1.196)

である。

また式 1.184は次のようになる。

− ϵ0
∂E

∂t
+

1

µ0
rotB⃗ = j (1.197)

{
− 1

c2

(
∂

∂t

)2

+

3∑
k=1

(
∂

∂xk

)2
}
A⃗ = −µ0j⃗ (1.198)

左辺をまとめて、

□A⃗ = −µ0j⃗ (1.199)

Maxwellの方程式から電磁場のテンソル Fµν は次のように定義できる。

F0i = −Ei
Fi0 = Ei

Fij = ϵijkBk

行列表示にまとめると

Fµν ≡ ∂µAν − ∂νAµ =


0 −Ex −Ey −Ez
Ex 0 Bz −By
Ey −Bz 0 Bx

Ez By −Bx 0

 (1.200)

よってMaxwellの方程式 1.199は次のように表すことができる。

∂µF
µν(x) = □Aν − ∂ν∂µA

µ = 0 (1.201)

これから電磁場のラグラジアン密度は

L(x) = −ϵ0
4
FµνFµν
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となる。

では電磁場のテンソルからMaxwellの方程式を求めてみよう。4元電流密度を

J0 = ρ, J i = ji

とするとアンペールの法則は

∂µF
µν = −4πJν (1.202)

であり、また反対称の性質から次の有用な関係が得られる。

∂µFνρ + ∂νFρµ + ∂ρFµν = 0 (1.203)

これはビアンキ恒等式である。

そこでこれを

Tλµν ≡ ∂λFµν + ∂µFνλ + ∂νFλµ

と定義すればこれは次のように反対称の性質を持つ。

Tλµν = −Tµλν , Tλµν = −Tλνµ

ガウスの法則は 1.202の時間成分をとって

∂iF
i0 = −∂iEi = −4πρ

つまり、

∇ ·E = 4πρ

　　これはMaxwell方程式の 1を表す。また 1.203の 1つを 1.202で置き換えると

∂iF
i0 + ∂iF

ij = −4πρJj

∂0Ej + ϵijk∂iBk = −4πJj

となるので

−∂E
∂t

+∇×B = −4πJ

これはMaxwell方程式の 2を表す。また 1.203の時間項を取り出すと

∂0Fij + ∂iFj0 + ∂jF0i = 0

ϵijk
∂Bk
∂t

+ ∂iEj − ∂jEi = 0

2
∂Bk
∂t

+ 2ϵijk∂iEj = 0

∇×E+
∂B

∂t
= 0

これはMaxwell方程式の 3を表す。また 1.203の空間項を巡回で取り出すと

∂iFjk + ∂jFki + ∂kFij = 0

3ϵijk∂iFjk = 0
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3ϵijk3ϵjkl∂iBl = 0

つまり、

∂iBi = 0, ∇ ·B = 0

これはMaxwell方程式の 4を表す。つまり、全てのMaxwell方程式を含んでいる。このようにテンソルの導
入により、4つの連立方程式は 4つの添え字を持つ 1つの式にまとめ上げることができる。しかし、重要なの
はここに物理的な解釈が存在することだ。式 1.201は対称的にまとめあげられた式になるがこれは時空間にお
いて時間と空間が直交していることが電磁場に非常にうまく関係している。しかし、完全に対照的ではない。

磁場は発散をもたないがループで回転すると電場の時間変化を生む。これに対し、電場は湧き出しがあり、モ

ノ電荷が存在する。

ローレンツ変換との関係をもう少し見てみる。Jµ = (ρ, J i)とするとこの成分の置き方には根拠があること

を示そう。

式 1.202は F の反対称性から

∂µJ
µ = 0

とかける。ちなみに 1.202から ∂µF
µν = −k Jν であり kは定数である。従ってMaxwell方程式とはいかな

いが、同じような微分方程式がこれから導ける。先と同様に空間と時間部分に分けると

∂ρ

∂t
+∇ · J = 0

これはよく知られた連続の式であり、電流密度の流れの保存を表す。さらにこれを全空間で積分し、ガウス

の定理を用いると
∂

∂t

∫
V

ρdV = −
∫
V

∇ · JdV = −
∫
S

J · dS

である。ただし、電子そのものの運動を記述しているわけではない。電荷量Qが次の式によって空間に定義

される。

dQ = ρdxdydz (1.204)

空間的な体積 Vは変化し得るが次の 4元体積はローレンツ不変である。

dv = dtdxdydz (1.205)

ヤコビアンを J とするとこれはローレンツ変換の行列式に等しく

J = det

(
∂xµ

′

∂xν

)
= det (Λµν )

また、ローレンツ変換については

detΛ = ±1

ΛT ηΛ = η (1.206)

が成立した。

式 1.204,1.205はよく似た形であることがわかる。そこで dtも dρも同じ変換則に従うとすれば確かに J0 = ρ

である。従って Jµ はローレンツ不変になることがわかる。しかし、相対論における tが他の x, y, z とは異な

るものであることも示唆する。これは何も Jµに限らず、(scalar,vector)のと組み合わせを持つ量であれば同じ
ような関係が成り立つと期待できる。特に次のようなベクトルポテンシャル

Aµ = (ϕ,A)
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Aµ = (−ϕ,A)

も、ここでの 4元ベクトルとしての性質を満たし、

∂µA
µ = 0

でローレンツ不変である。次の d’Alemberian演算子を定義すれば

□ ≡ ∂µ∂µ = ∂i∂i − ∂20

として式 1.202は次のようにかける。

□Aµ = −4πJµ

つまり∇がベクトルであったが □はスカラー演算子である。ところが

∂µ = ∂i + i∂0

∂µ = ∂i + i∂0

とすると

∂i∂
0 = 0

が成り立つような時空間である必要がある。この直交性から干渉性が消され、次のような時間と空間を分離

した操作が可能になる。式 1.203のビアンキ恒等式を満たす解として

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ

は

F0i = ∂0Ai − ∂iA0 =
∂Ai
∂t

+ ∂iϕ = −Ei

Fij = ∂iAi − ∂jAi = ϵijk (∇×A) = ϵijkBk

Fµν = −F νµ, F 0i = −F0i, F
ij = Fij

を満たし、ローレンツ不変にできあがる。また、反対称テンソルであることから

∂µFµν = 0

であり、これはベクトル公式の

curl · grad = 0, div · curl = 0

と対応している。さらに直交性が成り立つことで干渉性が消される一方では次のような位相変換

Aµ → Aµ + ∂µλ

が成分では

Ai → Ai + ∂iλ

ϕ→ ϕ− ∂0λ
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と変換されても Fij の値に影響を与えないことがわかる。つまり

∂0e
i∂iλ − ∂ie

i∂0λ ≡ 0

が常に成り立つ。位相変化が起きても物理の方程式には変化を与えない変換をゲージ変換という。これは物

理では非常に重要で、後に詳しく触れる。

このようにセパレートされた双対な関係が連続していく場が電磁場である。電場と磁場の変換を次にみて

いく。

1.7.2 ローレンツ変換

ここで、電場、磁場がお互いの相対速度に依存するのでローレンツ変換により、どう変換するかを調べよう。

磁場に対する電場の速度が vであれば電場に対する磁場の速度が −vとなるので対称的な形で書き表されるこ
とが期待できる。

先に定義した電磁場のテンソル Fµν は反対称テンソルなのでローレンツ変換により次のように変換される。

F
′µν = ΛµρΛ

ν
σF

ρσ

ここでローレンツ変換とは式 1.206を満たすテンソルであると考える。
次のように表された電場と磁場の変換を見ると

Ei = F 0i

ϵijkBk = F ij (1.207)

よってまず、電場についてみると次のように 0成分に分解できる。

E
′

i = F
′0i = Λ0

ρΛ
i
σF

ρσ

= Λ0
0Λ

i
kF

0k + Λ0
kΛ

i
0F

k0 + Λ0
kΛ

i
lF

kl

i, k, lは 1 ∼ 3をとる空間成分である。式 2.15より

Λ0
0 = γ, Λ0

i = −γvi Λi0 = −γvi

Λij = δij +
γ − 1

v2
vivj

また、

γ2 = 1/(1− v2)、vivjvkϵijm ≡ 0から

E
′

i = γ

(
δik +

γ − 1

v2
vivk

)
Ek − γ2vivkEk − γvk

(
δil +

γ − 1

v2
vivl

)
ϵklmBm

= γEi +
1

v2(1− v2)
vivkEk −

v2

v2(1− v2)
vivkEk −

γ

v2
vivkEk

− γvkϵklmBm − vk
v2(1− v2)

vivlϵklmBm + γ
vk
v2
vivlϵklmBm

= γEi + γϵijkvjBk −
γ − 1

v2
vivkEk

と空間表示できる。これは結局ローレンツ変換によって電場が次のように変化したことを示す。

E
′
= γ (E+ v ×B)− γ − 1

v2
(v ·E)v (1.208)

次に磁場を動かすことを考える。これは磁場が電場に対して −vで運動することになるから
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B
′
= γ (B− v ×E)− γ − 1

v2
(v ·B)v (1.209)

となることが期待できる。

1.207から、磁場についてみると次のように 0成分に分解できる。

(ϵijkBk)
′

= F ij
′
= ΛiρΛ

j
σF

ρσ

= Λj0Λ
i
kF

0k + ΛjkΛ
i
0F

k0 + ΛjkΛ
i
lF

kl

ϵijm を作用させると vivjvkϵijm ≡ 0から

2δkmB
′

k = ϵijm

(
Λj0Λ

i
k − ΛjkΛ

i
0

)
F 0k + ϵijmΛjkΛ

i
lF

kl

= − 2γvj

(
δkm +

γ − 1

v2
vivj

)
ϵijmEk + ϵijmϵkln

(
δjk −

γ − 1

v2
vjvk

)(
δil −

γ − 1

v2
vivl

)
Bn

= −2δkmγϵijkvjEk − ϵikmϵkln
γ − 1

v2
vivlBn − ϵljmϵkln

γ − 1

v2
vjvkBn + ϵijmϵklnδjkδilBn

+ ϵijmϵkln
(γ − 1)

2

v4
vivlvjvkBn

= −2δkmγϵijkvjEk + (δilδmn − δinδlm)
γ − 1

v2
vivlBn + (δjkδmn − δjnδkm)

γ − 1

v2
vjvkBn

+ ϵijmϵklnδjkδilBn

= −2δkmγϵijkvjEk + 2δmn (γ − 1)Bn − 2δlm
γ − 1

v2
vivlBi + 2δmnBn

= 2δkm

(
γBi − γϵijkvjEk −

γ − 1

v2
vivkBk

)
となる。よって

B
′

k = γBi − γϵijkvjEk −
γ − 1

v2
vivkBk

つまり、

B
′
= γ (B− v ×E)− γ − 1

v2
(v ·B)v

がいえた。式 1.201は決して E,B の入れ替えにはなっていないが電場と磁場がローレンツ変換の観測系の

立場で入れ替わることがわかる。これが 3階反対称テンソルの性質が使われていることが重要である。
ここでもとの静止系に電場はないとする。つまり E = 0で電荷により湧き出しがない。

この場合では式 1.208,1.209は簡単に次のようになる。

E
′
= γ (v ×B)

B
′
= γB− γ − 1

v2
(v ·B)v

つまり、何もないところから電気は磁場と閉回路があれば発電できる。

さらに興味あることに相対速度が v(v, 0, 0)のように x成分のみ持つとする。この時式 1.208,1.209は同じ方
向の成分は第 2項が効いて vに無関係になり、異なる成分が vに影響を受ける。すなわち

E
′

x = Ex, E
′

y = γ(Ey − vBz), E
′

z = γ(Ez + vBy)

B
′

x = Bx, B
′

y = γ(By + vEz), B
′

z = γ(Bz − vEy)

のように対称性がきれいに成り立つ。x方向の運動が y,z方向にも tにも影響を与えるのは我々がミンコフス
キー時空の性質である。
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1.7.3 Lorentz force

高校で学んだようにローレンツ力は作用反作用といった古典的な関係が成り立たない。

ここからは 3次元の空間速度と、4元速度を次のように表す。

ui =
dxi

dt
Uµ = (γ, γu)

同様に 4元運動量が
pµ = mUµ = (mγ,mγu) (1.210)

となる。この 0成分は相対論的なエネルギーで

E = mγ = m
1√

1− u2

となる。次の値はミンコフスキー計量では共に不変である。

UµUµ = −γ2 + γ2u2 = −γ2(1− u2) = −1

pµpµ = −m2

共にスカラーであるが負の値をとることに留意する。

したがって固有時間 τ を用いて 4元力は次のように定義できる。

fµ =
dpµ

dτ

よってある成分については

dγ

dτ
=
dux
dτ

dγ

dux
= γ

dux
dτ

(1− u2)−3/2 = γ3
dux
dτ

となるから、全空間成分では次のようになる。

fµ =
d

dτ
(mγ,mγu)

=

(
m
d

dτ
γ,m

d

dτ
γu+mγ

du

dτ

)

fµ =

(
mγ3u

du

dτ
,mγ3u

du

dτ
u+mγ

du

dτ

)
したがって du/dτ = 0となるようなフレームを選べば

fµ = (0,F)

とおけて、次の Newtonの運動方程式である。

F = mγ
du

dt

これは uが 0であれば γ = 1である。

さらに粒子が電荷 eをもっていれば電磁場テンソル Fµν と 4元速度 Uν を用いて

fµ = eFµνUν
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とかけた。これは Lorentz力である。空間添え字 iを用いて成分を取り出し、と時間の 0と分離すると式 2.25
から

f i = eF iνUν = eF i0U0 + eF ijUj

= e(−Ei)(−γ) + eϵijkγuj

だから空間ベクトルで

f = eγ(E+ u×B)

となるが力学的には dτ = dt/γ だから γ はうまく相殺され、

dp

dt
= e (E+ u×B)

というよく知られた形になる。

1.7.4 静電場の方程式

磁場はなく、電場の成分を E(E, 0, 0)として運動方程式は

dpx
dt

= eE,
dpy
dt

= 0,
dpz
dt

= 0

さらに条件として pz = 0を加えるとこの微分方程式から

px = eEt, py = Const = p̄, pz = 0

を得る。次に t = 0で px = 0となるように座標系を決めると 4元運動量を用いて

pµ = (mγ,p) = (Emech,P) (1.211)

pµpµ = m2UµUµ = −m2

とおけるで

Emech =
√
m2 + p2x + p2y =

√
m2 + p̄2 + (eEt)2 =

√
E0 + (eEt)2

よって p = mγv = Emechvから x方向について

dx

dt
=

px
Emech

=
eEt√

E2
0 + (eEt)2

となるから積分して

x =
1

eEt

√
E2
0 + (eEt)2 (1.212)

同様に y方向について

dy

dt
=

py
Emech

=
p̄√

E2
0 + (eEt)2

ここで tから uまで積分すると

eEt = E0 sinhu

で置き換えて

y =

∫ t

0

p̄√
E2
0

(
1 + sinh2 u

)dt = p̄

eE
arcsinh

(
eEt

E0

)
これから yを用いて tを消すと
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x =
E0
eE

cosh

(
eEy

p̄

)
となる。これはカテナリ曲線である。もし十分に vが小さければ Newtonの経路になり p̄ = mv̄として

x = Const+
eE

2mv̄2
y2

と放物線になる。

1.7.5 磁場内の運動方程式

磁場の成分を E(0, 0, B)として運動方程式は

dp

dt
= ev ×B

ここで γ を定数とすると式 1.211から E = mγ + eϕ = Const として

dv

dt
=

e

mγ
v ×B =

e

E
v ×B (1.213)

また、次を定義すると古典的なmrω2 = evB = erωB から

ω ≡ eB

E
=
eB

mγ
(1.214)

とおいて各成分の運動方程式は式 1.213から

dvx
dt

= ωvy,
dvy
dt

= −ωvx,
dvz
dt

= 0

となる。これらはまとめて次のようにかけることを利用し、

d(vx + ivy)

dt
= −iω(vx + i vy) (1.215)

一般解が次のように解ける。

vx + ivy = v0e
−i(ωt+α)

実数の定数 v0 と αが出てくる。これを積分し、位置成分を求める。

r0 ≡ v0
ω

=
mγv0
eB

p̄ = mγv0

として

x = x0 + r0 sin(ωt+ α)

y = y0 + r0 cos(ωt+ α)

z = z0 + v̄zt

と求まる。
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1.7.6 電磁場内の運動方程式

次に次のように磁場も電場も与えられた場合を考えよう。

B = (0, 0, B), E = (0, Ey, Ez)

運動方程式は

m
dv

dt
= e(E+ v ×B)

であるから

mẍ = eBẏ

mÿ = eEy − eBẋ

mz̈ = eEz

となるので z成分については

z =
eEz
2m

t2 + Const

ここで t = 0で z = 0として

Const = v̄t

とおく。複素数を用いて x, y方向は一括し、式 1.215から

d

dt
(ẋ+ iẏ) + iω(ẋ+ iẏ) =

ie

m
Ey

式 1.214からこの微分方程式は次のように解ける。

ẋ+ iẏ = ae−iωt +
e

mω
Ey = ae−iωt +

Ey
B

よって成分を比較し、

ẋ = a cosωt+
Ey
B
, ẏ = −a sinωt

となるので平均をとれば

⟨ẋ⟩ = Ey
B
, ⟨ẏ⟩ = 0

とんることがわかる。

1.7.7 重力場内のMaxwellの方程式

任意の世界点に Γが 0になる測地系を設けてMaxwellの方程式を次のように一般座標変換する。

ηµν → gµν

∂µ → ∇µ

例えば 4元電流密度を jµ とすると次のように書き換えられる

∇µj
µ = 0 (1.216)

∇µf
µν = µ0j

ν
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∇λfµν +∇µfνλ +∇νfλµ = 0

またテンソル密度に対しても式 1.216に
√
−gをかける µ.ν について対称的であれば

∂µ
√
−gjµ = ∂µj

µ = 0

∂µ
√
−gfµν = ∂µf

µν = µ0j
ν

∂λfµν + ∂µfνλ + ∂νfλµ = 0

となる。

1.7.8 再考Maxwell方程式

[23]
古くファインマンの「失敗」とした仕事をダイソンが再構成したものがある。相対論と量子論の関係が不完

全ながらもみられるのでここに紹介する。

まず次の 3つの仮定を置く。ドットを固有時間 τ に対する微分として次のように表す。

ユークリッド空間での場合は {k, i, j = 1, 2, 3}とする。

1. mẍµ = fµ, mẍj = fj(x, ẋ, t)

2. [xµ, xν ] = 0, . [xj , xk] = 0

3. m [xµ, ẋν ] = igµν , m [xj , ẋk] = iℏδjk (1.217)

仮定にある交換関係を微分すると次の保存則が得られる。

[xj , fk] +m [ẋj , ẋk] = 0 (1.218)

ヤコビの公式

[A, [B,C]] + [B, [C,A]] + [C, [A,B]] = 0 (1.219)

を用いると

[xl, [ẋj , ẋk]] + [ẋj , [ẋk, xl]] + [ẋk, [xl, ẋj ]] = 0

となるので式 1.218から定数との交換は 0だから

[xl [xj , fk]] = 0 (1.220)

となる。これは添え字を入れ替え、辺々を加えると

[xj , fk] + [xk, fi] = 0

となるのでここでMaxwellの方程式をつかうことなく、やや天下り的だが外微分を用いて
次のような ẋに無関係の Bl と置くことができる。

[xj , fk] = − iℏ
m
ϵjklBl (1.221)
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この Bl を用いて次のように Ej を定義する。

Ej = fj − ϵjklẋBl

これがファインマンの力 fi である。式 1.221、1.220から

[xl, Bm] = 0

　　　となるので

[xl, Em] = 0

になり、この Em も ẋに無関係である。まさに磁場 B と電場 E に対応している。

また、式 1.218から

Bl = − im
2

2ℏ
ϵjkl [ẋj , ẋk] (1.222)

とも表現できる。交換積にさらに循環子がかかっていることが重要になる。たとえば両辺に ϵjkmをかけると

ϵjkmϵjkl = 2δml

だから B の循環が

ϵjklBl = − im
2

ℏ
[ẋj , ẋk]

となる。ヤコビの公式から

ϵjkl [ẋj , [ẋk, ẋl]] = 0 (1.223)

よって仮定と式 1.222から仮定 [xi, xj ] = 0から和をとることで∑
[ẋl, Bl] = 0 (1.224)

となるが

mẋ = p−A

を量子力学の演算子を用いて

mẋ = iℏ∇−A

とすると

m[ẋl, Bl] = [iℏ∇l −Al, Bl] = −iℏdivB

となる。これからMaxwell方程式の
divB = 0

が導ける。しかし、式 1.224からの結論として divB = 0とする必要は無く、これは後の非可換なゲージ理

論に発展できる。

もう一つのMaxwell方程式も導こう。式 1.222の両辺を微分すると

d

dt
Bl =

∂Bl
∂t

+ ẋm
∂Bl
∂xm

= − im
2

ℏ
ϵjkl[ẍj , ẋk]

= − im
ℏ
ϵjkl[Ej + ϵjmn ˙xmBn, ẋk]
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完全反対称テンソルの性質から

ϵjklϵjmn = δkmδln − δknδlm

を用いて

d

dt
Bl = − im

ℏ
ϵjkl[Ej + ϵjmn ˙xmBn, ẋk]

= − im
ℏ

(ϵjkl[Ej , ẋk] + [ ˙xmBl, ẋk]− [ ˙xmBl, ẋk])

= ϵjkl
∂Ej
∂xk

+ ẋk
∂Bl
∂xk

− ẋl
∂Bk
∂xk

+
im

ℏ
Bk[ẋl, ẋk]

ところが第 3項は div B = 0から 0になり、第 4項は Bl = − im2

2ℏ ϵjkl [ẋj , ẋk]から 0になるので結局

d

dt
Bl − ẋk

∂Bl
∂xk

=
∂Bl
∂t

= ϵjkl
∂Ej
∂xk

であり、たとえば l = 3成分を選ぶと残りは j, k = {1, 2}だから

∂B3

∂t
=
∂E1

∂x2
− ∂E2

∂x1

であり、これはMaxwell方程式
∂B

∂t
= −rotE

である。これは簡単に 4次元に拡張できる。次の規則をつかうとミンコフスキー時空では

(xµ) = (x0, x1, x2, x3) = (+t,x)

(xµ) = (x0, x1, x2, x3) = (−t,x)

また計量として

(gµν) = (gµν) = diag(−1, 1, 1, 1)

仮定 3から位置と運動量の交換関係は計量に依存する。
この時、v = dx/dt,4元速度 uµ = ẋµ として

(uµ) =

(
1√

1− v2
,

v√
1− v2

)

uµuµ = −1

ゲージポテンシャルを Aµ(x, t)として粒子の電荷 eとして

mẋµ = pµ − eAµ

となるから次の成分表示に注意すると

(pµ) = (+ϵ,p)

(pµ) = (−ϵ,p)

(Aµ) = (+ϕ,A)
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(pµ) = (+ϵ,p)

量子論的な書き換えでは

(Aµ) = (−i∂µ) =
(
i
∂

∂t
,−i∇

)
[
x0, p0

]
=

[
t, i

∂

∂t

]
= −i

[
x1, p1

]
=

[
x,−i ∂

∂x

]
= i

であり、共変微分Dµ は

Dµ =
∂

∂xµ
− ieAµ(x, t) (1.225)

である。また、

Fµν ≡ ∂µAν − ∂νAµ =


0 Ex Ey Ez

−Ex 0 Bz −By
−Ey −Bz 0 Bx

−Ez By −Bx 0

 (1.226)

B = rotA (1.227)

E = −∂A
∂t

− gradϕ (1.228)

であり、ローレンツ力は

f0 =
e√

1− v2
E · v

f =
e√

1− v2
(E+ v ×B)

となる。さらに式 1.223は 4次元の完全反対称テンソルを用いて

ϵµνρλ [ẋν , [ẋρ, ẋλ]] = 0

でありmẋµ = −iDµ を用いると

ϵµνρλ [Dν , [Dρ, Dλ]] = 0

これは式 1.219のビアンキ恒等式である。そこで式 1.225から

[Dµ, Dν ] = −ieFµν

であり Fµν の定義でもある。双対場 F̃ は

F̃µν =
1

2
ϵµνρλFρλ

としてビアンキの恒等式が

[
Dν , F̃

µν
]
= 0 (1.229)
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と書ける。これがMawell方程式の相対論版である。

(
F̃µν

)
=


0 Bx By Bz

−Bx 0 Ez −Ey
−By −Ez 0 Bx

−Bz Ey −Ex 0

 (1.230)

となる。これから双対変換が

(E,B) → (B,−E)

と変換することがわかる。

よってヤコビ・ビアンキの恒等式がMaxwellの方程式を導くことが確かめられた。
この内容はさらに非可換のゲージ理論に拡張できる。

Fµν =
1

(−ie)
[Dµ, Dν ] =

∂Aν
∂xµ

− ∂Aµ
∂xν

− ie[Aµ, Aν ] (1.231)

でありビアンキ恒等式 1.229がゲージ場の方程式となる。
非可換な場合はベクトルポテンシャルが行列として振る舞うので

∂ν F̃
µν = ie[Aν , F̃

µν ]

のように 0にならない。よって

[
Dν , F̃

µν
]
= jµ (1.232)

とかける。これは式 1.224から divB ̸= 0のモノポール場を記述する。

2 Lorenz変換

2.1 ミンコフスキー時空

　この章からは 4元座標を用いるので添え字 i, j, kは 1, 2, 3の空間ベクトルを表し、µ, ν, γ は 0, 1, 2, 3を表

すとする。

　 Lorenz変換は光の速さがあゆる慣性系でその系の相対的な速度関係に関係なく一定になることを示して
いる。これはガリレイ変換では成り立たない。これに変わる変換則を導こう。

慣性系 S, S′についてこの多様体上では次の関係が成り立つような時空が生成されているということになる。

時空関係が成立したというこは観測者との関係が成立したのでその意味でこの光円錐は量子論的ではない。

x2 + y2 + z2 − c2t2 = 0, x′2 + y′2 + z′2 − c′2t′2 = 0 (2.1)

ここでは簡単のため x 方向のみにある速さで運動している慣性系を考えて次のような一次変換を考える。
Rupert Wayは次のような微分

x′ = Ax+Bt

t′ = Cx+Dt

y′ = y

z′ = z

x′ = 0ならば x = vtであるとして

x′ = γ(x− βct), ct′ = γ(1− β)ct
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系を反対に見れば速度の向きが反対になるから

x = γ(x′ + βct′), ct = γ(1 + β)ct′

ただし、γ, β は次のようになる。

γ =
1√

1− β2

β = v/c

光速度不変であるから

x2 − c2t2 = x′2 − c2t′2

これから t′ を求めると正の値を採用し、

ct′ = γ (ct− βx)

となるのでローレンツ変換は 
ct′

x′

y′

z′

 =


γ −γβ 0 0

−γβ γ 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1




ct

x

y

z

 (2.2)

となり、回転行列であることがわかる。

例えば慣性系 r′ 系と r系を考えると簡単のために c = 1として

r2 = x2 + y2 + z2

= γ2(x′ + βt′)2 + y′2 + z′2

t′ = γ(t− v · r)

であるので v(v, 0, 0)とおけるのでローレンツ変換によって rベクトルは次のように変換される。

r′ = r+
γ − 1

v2
(v · r)v − γvt (2.3)

v · r = vxだから、この時 vt = xとすると

r′2 = r2 + (γ − 1)2x2 + γ2v2t2 + 2x2(γ − 1)− 2γvxt− 2γ(γ − 1) (vx) t

= r2 + (γ − 1)2x2 + γ2x2 + 2x2(γ − 1)− 2γ2x2

= r2 + x2
(
(γ − 1)2 − γ2 + 2γ − 1

)
= r2

となり不変であることがわかる。つまり、符号の問題を残すがローレンツ変換は長さを保つ。

これを時間を含めて 4次元に時空で考えてみよう。
1つ次元を増やしたというだけであるがトポロジーのところで見たように 3次元と 4次元ではかなり様相が
異なる。

cを光速度として 4次元座標を次のように表すことにする。
また 4次元以上の成分を持つ記号はボールド体にしないが、3元空間成分をもつ記号は区別のためボールド
体を用いることにする。

添え字については 3次元は主に i, j, kとし、4次元では µ, ν, λを用いることにする。
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xµ = (x0,x) = (ct,x) = (ct, x1, x2, x3)

これは反変成分である。座標微分は基本単位系をはじめに用いて

∂µ =
∂

∂xµ
=

(
1

c

∂

∂t
,∇
)

=

(
1

c

∂

∂t
,
∂

∂r

)
∇は空間ベクトルで

∇ ≡ ex
∂

∂x
+ ey

∂

∂y
+ ez

∂

∂z
(2.4)

反変 (contravariant)、共変 (covariant)成分は次のような計量テンソル (metric tensor)gµν で入れ替わる。
ユークリッド空間では

gµν =


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

 (2.5)

で与えられ

gµν = gνµ

∑
ρ

gµρgρν = δµν

が成り立ちつ、通常アインシュタインの和規則を用いて Σは省略する。

xµ = gµνx
ν = (x0, x1, x2, x3) = (ct,−x1,−x2,−x3)

∂µ =
∂

∂xµ
=

(
1

c

∂

∂t
,−∇

)
(2.6)

となる。これから上付きの計量テンソル gµν と下付 gµν は逆の関係になっている。

gµν = (gµν)
−1

これからベクトル、テンソルの計算則が次のようになる。

xµ = gµνxν

Tµν = gµρgνσTρσ

またれから 4元ベクトルの内積が次のように表される。

A ·B = A0B0 −A ·B

これから

xµ · xµ = (ct)2 − r2

という内積が座標空間に定義できる。このような内積をとれる空間をミンコフスキー空間 (Minkowski space)
という。
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今後はミンコフスキー時空を前提にするので次のように計量の符号を決める。

gµν → ηµν =


−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


ダランベルシアンとして次の記号もよく用いる

□ ≡ ∂µ∂
µ =

1

c2
∂2

∂t2
−∇ · ∇

=
1

c2
∂2

∂t2
− △

ここで△ = ∇ · ∇はラプラシアンという
以後次のような記号をよく用いる。

• 4元運動量 pµ = (Ec , P)

• 4元ポテンシャル Aµ = (ϕc , A)

• 4元カレント Jµ = (cρ, j)

• 4元速度 vµ = dxµ

dγ (cγ, γv)

ここで

γ = 1/

√
1− v2

c2
(2.7)

であり

dτ ≡ 1

c

√
dxµdxµ = dt

√
1− v2

c2
=
dt

γ
(2.8)

は固有時という。この固有時は系の速度 vに依存している。つまり、時間の進み方が相対的な速度に依存するこ

とをアインシュタインが特殊相対論の中で示した。異なる慣性系は次のローレンツ変換 (Lorentz transformation)
に従う。ローレンツ変換を Λµν のように上下に必ず添え字がつく形になり、次で定義する。

x
′µ = Λµνx

ν (2.9)

ローレンツ変換は線素

c2dτ2 = −ds2 = c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2 (2.10)

を不変にする。つまり、次のように内積を一定に保つと考えてもよい。

ds2′ = gµνΛ
µ
αΛ

ν
βdx

αdxβ

= gαβdx
αdxβ (2.11)

と書き直せるのでローレンツ変換 Λµν について次が成り立つ。

gµνΛ
µ
αΛ

ν
β = gαβ =

(
ΛT
)α
ρ
gρσΛ

σ
β

と転置行列を用いても表すことができるので両辺の行列式をとると
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detΛ = ±1 (2.12)

が得られる。これは行列式が 1の時は固有ローレンツ変換 (proper)といい、時間成分で見ると行列式は

(
Λ0
0

)2 − (Λi0)2 = 1

となり、これから

Λ0
0 = ±

√
1 +

(
Λi0
)2

このとき Λ0
0 は次の 2つの場合がとれて

(
Λi0
)2
は正とすれば

Λ0
0 ≥ 1

の時は時間は向きを変えることなく、これを順時 (orthochronous)という。
この場合は純粋に 4次元の回転で表され、後の部で扱う無限小変換が存在する。
また

Λ0
0 ≤ −1

の時は時間の向きが反対になり逆時 (anti-orthochronous)という。
この時は無限小変換を考えることはできないが、回転により変換を表すことはできる。

一方で行列式が-1の時は、非固有ローレンツ変換 (improper)といい、回転で変換することができなくな
る。時間成分で見ると行列式は

(
Λ0
0

)2 − (Λi0)2 = −1

となり、これから

Λ0
0 = ±

√(
Λi0
)2 − 1

このときも Λ0
0 は次の場合がありまず、符号に関係なく

−1 ≤ Λi0 ≤ 1

の時は Λ0
0 は虚数である。虚数を今は考えないとして、正の符号をとれば

Λi0 ≥ 1, −1 ≥ Λi0

時間は向きを変えることはないが、負の符号で向きは反対になる。

通常に観測される物理現象は

detΛ = +1, Λ0
0 ≥ 1

ととると恒等変換に連続的につなげることができるので

固有順時ローレンツ変換 (proper_orthochronous_Lorentz_transformatin)という。
ローレンツ変換は detΛと Λ0

0の符号で 4つの連結成分に分けられる。これらは後の接続とファイバー束と関
係してくる。

例えば、次の図のように固有ローレンツ変換は boostと呼ばれる並進運動と 3次元回転から構成されている。
たとえば 2つの慣性系が x軸方向に v = βcの並進運動をする場合は次のようにおける。
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図 2.1: 静止系に対し、x方向に速度ｖで運動する x’系を見た場合

Λµν =


γ −γβ 0 0

−γβ γ 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


γ =

1√
1− β2

, β = v/c

ここからは、c = 1として β2 = v2 とする。

(x0, x1, x2, x3) = (t, x, y, z)

ミンコフスキー時空の計量は単純に次のような対称的な対角行列である。

ηµν =


−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


光速度不変の要請は

x2 + y2 + z2 − t2 = ηµνx
µxν (2.13)

が座標系に依存しないことである。

ローレンツ変換は

x
′µ = Λµνx

ν (2.14)

であり、時間成分 0と空間成分 iを区別して

Λ0
0 = γ, Λ0

i = −γvi Λi0 = −γvi
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Λij = δij +
γ − 1

v2
vivj (2.15)

これから異なる系の間に

ησρx
σxρ = ηµνx

µxν = ηµνΛ
µ
σΛ

ν
ρx

σxρ

(
ησρ − ΛµσΛ

ν
ρ

)
xσxρ = 0

が成り立つことになる。従って光速度不変の要請は

ησρ = ηµνΛ
µ
σΛ

ν
ρ (2.16)

となるがローレンツ変換は逆が存在するから、ηµν の対称性から

ηµνΛ
µσ = (Λµσηµν)

T
= (Λµσ)

T
ηµν

よって右から Λを作用させ、

η = ΛT ηΛ (2.17)

が成り立つ。この関係を満たす群をローレンツ群という。Λ は 4 × 4 の成分を持つがこの性質があるので

4× 5/2 = 10の独立した関係式が成り立つ。よって独立成分は 6個である。このような直交群を O(1, 3)とい

い。一般には

Λ =

(
1 0

0 M

)
と書くことができて空間成分の行列Mは式 2.17を満たす。
下図で確認できるように通常の質量を持つ物体の運動は光円錐の内部空間に限られる。(色付き部分)
これは時間的ベクトルと呼ばれ、cdtの方が常に大きいので

ηµνV
µV ν < 0 (2.18)

を満たす。また、光を超える粒子があるとすれば

ηµνV
µV ν > 0

となり、これを空間的ベクトルという。

また、質量を持たない粒子は

ηµνV
µV ν = 0

を満たし、光円錐平面の母線方向（平行四辺形の対角線）を運動し、速度 vを変化させる自由度を失う。
これを光的ベクトルという。

これからユークリッド空間と異なる、重要な相違がミンコフスキー空間には現れる。つまり、物理的な因果

関係が生じ、

通常の物理は空間的ベクトルを考えることはない。しかし、仮に次のように静止系に対し、光速を超える速

さの物体があり、静止系に対してある速さで運動する系から見ると、時間の逆転が起きる。
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図 2.2: ベクトル CDは空間的ベクトルになる。静止系からは CDの順に時間が進むがダッシュ系では逆転し
ている。

2.2 反変ベクトル

式 2.13から時空間上の異なる 2点の距離は

ds2 = ηµνdx
µdxν (2.19)

であり、先にみたようにローレンツ普遍である。これはミンコフスキー時空の計量を表している。

一方で、3次元のユークリッド空間は

ds2 = dx2 + dy2 + dz2 = δijdx
idxj

である。式 2.16が成り立てば

ds
′2 = ηµνdx

′µdx
′ν = ηµνΛ

µ
σΛ

ν
ρdx

σdxρ

= ησρdx
σdxρ = ds2

となり不変である。これを Lorentz_Scalarという。
dxµ の変換則は式 2.14から

dx
′µ = Λµνdx

ν (2.20)

となることに注意する。

このような変換則を満たす時 dxµ は反変ベクトル (contravariant_vector)という。
一般には添え字を上につける。

一般に 4元ベクトル U については

U
′µ = ΛµνU

ν
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U
′

µ = ΛνµUν

であり、

Uµ = ηµνU
ν

で添え字の上げ下げができる。つまり

ΛµνΛ
ρ
µ = δρν

が成り立つ。

2.3 共変ベクトル

　 4次元の接ベクトルを
∂

∂xµ

で定義すると微分の変換則から
∂

∂x′µ
=

∂xν

∂x′µ

∂

∂xν

と書くことができるが式 2.14から
∂xν

∂x′µ
= Λνµ

とかけるので以後

∂µ ≡ ∂

∂xµ

とおくと

∂′µ = Λνµ∂ν

を満たすこれは式2.20と対称的であり、このような変換則を満たすベクトルを共変ベクトル (covariant_vector)
という。一般には添え字を下につける。

微分は次のように共変 ∂µ、反変 ∂µ の表示ができるので特に空間成分の符号に注意する。

∂µ =

(
∂

∂x0
,−∇

)

∂µ =

(
∂
∂x0

∇

)
これから

∂µ∂
µ =

∂2

∂t2
−∇2 = □

というスカラー演算子、ダランベリアンが定義できる。

2.4 テンソル

一般的なテンソルは前小節の共変、反変成分が混在したものである。よってローレンツテンソルと呼ばれる

T
′
は (m,n) 型の場合

T
′µ1µ2···µm
ν1ν2···νn = Λµ1

ρ1 · · ·Λ
µm
ρmΛρ1ν1 · · ·Λ

ρn
νnT

ρ1···ρm
σ1···σn

(2.21)

で定義される。基本的には 2つのベクトル U, V を仮定して

Tµν ≡ UµV ν
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から生成され、変換則は

T
′µν = ΛµρΛ

ν
σT

ρσ

T
′µ
ν = ΛµρΛ

σ
νT

ρ
σ

であり、ベクトル場の接ベクトルは

Sµν ≡ ∂µUν

であり、テンソル場である。さらに対角成分

ϕ ≡ Tµµ

を定義するとローレンツ変換において

ϕ
′

= T
′µ
µ = ΛµρΛ

σ
µT

ρ
σ

= δσρT
ρ
σ = ϕ

であり、不変であることがわかる。つまりこれはスカラーであることを表している。

2.5 固有時間

ミンコフスキー時空では cを復活させると

ds2 = ηµνdx
µdxν = dx2 + dy2 + dz2 − c2dt2 (2.22)

が成り立つがこれは負の値を持つ。そこで τ を固有時間として

c2dτ2 = −ds2

とするとこれは正の値を持つ。宇宙には絶対的な静止系を置くことはできない。しかし、ある速度を持つ系

を基準にして静止系と呼ぶことはできる。この系の時間間隔が dtである。しかし、この静止系に対しある速さ

U で運動する慣性系も存在する。この系の時間間隔が dτ である。以後再び c = 1とすると

dτ2 = −ηµνdxµdxν

となることに注意する。左辺はスカラーだから dτ はスカラーである。ここで 4元速度 U を

Uµ ≡ dxµ

dτ

で定義するとこれ反変ベクトルとして振る舞うはずである。そこで物質の世界線を時空内で τ をパラメタの

ように扱うことができる。空間内の 3次元ベクトルは

ui =
dxi

dt

であるから

dτ2 = dt2
(
1− (dx/dt)2 − (dy/dt)2 − (dz/dt)2

)
= dt2

(
1− u2

)
となるので

γ = 1/
√
1− u2 (2.23)
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とすると

dτ = dt/γ (2.24)

γ は 1より大きいので常に慣性系の固有時間は静止系の時間より短いことになる。
また、4元速度と 3元速度の関係が

Uµ =
dt

dτ

dxµ

dt
= γui

であることがわかる。4元速度の注意すべきはミンコフスキー時空では次のように内積をとると

UµUµ = ηµνU
µUν =

ηµνdx
µ

dτ

dxν

dτ
=

−(dτ)2

(dτ)2
= −1

となる。4元速度の成分は
Uµ = (γ, γui) (2.25)

と書くことができる。よって位置と同じようにローレンツ変換をして、

U
′µ = ΛµνU

ν

x
′µ = Λµνx

ν

となる。系の速度が静止系に対して vであれば、

γv ≡ 1/
√
1− v2 (2.26)

とすれば

U ′0 = γv(U
0 − vU1)

U ′1 = γv(U
1 − vU0)

U ′2 = U2

U ′3 = U3

この時 γ に注目することで速度の和のルールが求まる。つまり、

γ
′
= γv(γ − vγux) = γγv(1− vux)

γ
′
u

′

x = γγv(ux − v)

となる。静止系に対し x方向に、u’の速度の系から見た速度が v である場合、静止系に対して古典的には

u′ + vの合成速度が得られたがこれは上式の γ → 1とみなせるほど速さが遅い場合であることがわかる。これ

らの式から合成則が

u
′

x =
ux − v

1− vux
, u

′

y =
uy

γv(1− vux)
u′z =

uz
γv(1− vux)

となる。注意すべきは x方向の速度は y,z方向の速度にも影響を与えることである。つまり特殊相対性理論
は直交関係が相対速度に依存していることを示す。これは時間が相対的であり、式 2.24の時間変化はあらゆる
空間に一様に起きることが前提となっている。
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2.6 双対関係

座標変換に依存しないものとして次のようなスカラー密度 S(x)を定義する。Ωは 4次元の時空領域とする。

I ≡
∫
Ω

S(x)dx0dx1dx2dx3 =

∫
Ω

S(x)dx4

スカラー密度 S(x)は次のように一般には座標変換する

S′(x′) =
∂(x)

∂(x′)
S(x)

ただし次のように行列式として定義する。

∂(x)

∂(x′)
≡ ∂(x0, x1 · · · )
∂(x0′, x1′ · · · )

よって Lorentz変換 Λµν の場合は

∂(x)

∂(x′)
≡ 1/

∂(x′)

∂(x)
= (det(Λµν ))

−1
= ±1 (2.27)

である。従って

S′(x′) = ±S(x) (2.28)

となる。特に負の符号をとる場合は擬スカラー (pseudo_scalar)と呼び、次のような鏡像変換に対応する。
これは一般化するとミラー対称性ともいい後に重要になる。

t′ = t x′ = −x

同様にテンソル密度に拡張すると、例えば次のように 3階テンソル密度は Lorentz変換される。

Tλ′
µν(x

′) =
∂(x)∂xλ′∂xβ∂xγ

∂(x′)∂xα∂xµ′∂xν′
Tα
βγ(x)

= (det(aρσ))
−1
aλαa

β
µa

γ
νT

α
βγ(x) (2.29)

= ±aλαaβµaγνTα
βγ(x)

ここで 4階の完全反対称の性質を持つ共変ベクトル Tλµνρ(x)があったとすると添え字の並び換えに対して

偶置換では値は変わらず、奇置換では負になるので例えば次のようにある値を決めると

T0123(x) ≡ T(x) (2.30)

T の 0でない成分は全て ±T(x)のどちらかになるので式 2.29のように変換し、スカラー密度である。
また 4階の完全反対称の性質を持つ反変ベクトル ϵλµνρ(x)を次のように決める。

ϵλµνρ(x) =


1 λµνρ→ 0123 (even permutation)

−1 λµνρ→ 0123 (odd permutation)

0 else

(2.31)

するとこれは次のようにテンソル変換則を満たす。

ϵλµνρ′(x′) =
∂(x)∂xλ′∂xµ′∂xν′∂xρ′

∂(x′)∂xi∂xj∂xk∂xl
ϵijkl
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しかし

∂xλ′∂xµ′∂xν′∂xρ′

∂xi∂xj∂xk∂xl
=
∂(x′)

∂(x)

が成り立つので

ϵλµνρ′(x) = ϵλµνρ(x)

となり、これも座標系によらない。

さらにこの ϵを用いて次のように反対称 2階共変テンソルをつくると

∗fλµ =
1

2!
ϵλµνρfνρ

これは 2階反変ベクトル密度とみなせる。具体的に成分を書き出すと

∗f01 = f23,
∗f02 = f31,

∗f03 = f12
∗f23 = f01,

∗f31 = f02,
∗f12 = f03,

このような ∗fλµ と fνρ は dualな関係という。このように ϵλµνρ(x)から多様な関係をつくることができる。

2.7 計量と自由ベクトル

　 4個の成分を持つ vµ(x)を 1次微分形式とする。

∂νv
ν(x) = 0

次のような変換を affine変換とする。これはローレンツ変換より一般的で

xµ′ = aµνx
ν + bµ det(aµν ̸= 0) (2.32)

となる。もしローレンツ変換であれば次のようになる。

δµρ = aµνa
ν
ρ = aµνηρλa

λ
ρη
σν

ただし、記号 ηについては添え字の上げ下げをして

ηµν =
{
1 (µ = ν = 1, 2, 3)

ηµν =
{
0 (µ ̸= ν)

ηµν =
{
−1 (µ = ν = 0)

である。

ここで物質が空間に局在し、重力場を構成するような空間を考え、空間的な無限遠 (k = 1, 2, 3)では次のよ

うな計量を持つとする。

gµν = ηµν (xk → ∞)

図のように x0 = a, x0 = bの曲面 (V1, V2)とその側面 (V3)からなる領域 Ωを考える。次の V は 3次元的な超
曲面の体積になる。

132



V (V1, V2, V3)

図 2.3: 超曲面の同一視

この体積に式 10.56を用いると

1

3!

∫∫∫
V

ϵρλµνv
ρdvλµν =

∫
Ω

∂µv
µd4x (2.33)

ここで vµ は

vµ = 0 (xk → ±∞)

が成り立つとすると V3 に沿っての積分は 0になる。

dv123 = dx1dx2dx3, dv0ik = 0 (i, k = 1, 2, 3)

よって式 10.56から天井と底の部分が残るので

−
∫
V1

v0dx1dx2dx3 +

∫
V2

v0dx1dx2dx3 = 0

つまり次の量は x0 に無関係である。

J ≡
∫ +∞

−∞
v0dx1dx2dx3 (2.34)

これが式 2.32のアフィン変換や座標変換に対して不変であることをみてみよう。
図 2.7において x0′ = bの超曲面 V ′

2 を天井とする 4次元の領域を Ω′ とし、x系を基準とすると式 2.33から
側面の積分は 0として

1

3!

∫
V ′
2

ϵρλµνv
ρdvλµν −

∫
V1

v0dx1dx2dx3 = 0 (2.35)

ここで V ′
2 上で

dx1′ ̸= 0, dx0′ = 0, dx2′ = 0, dx3′ = 0,

とすると式 2.35は ∫
V ′
2

v0dx1′dx2′dx3′ −
∫
V1

v0dx1dx2dx3 = 0 (2.36)

となり、J はアフィンスカラーといえる。

Riemann空間ではある点を指定しない限り、変換則は決まらない。そこで次のように任意の定数 αν を成分

にもち

∂sµν
∂xµ

= 0
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vµ = sµνα
ν

を満たすアフィンベクトル vを用いて次のように I を決めるとこれらは x0 には無関係である。

I ≡
∫
x0=Const

vµdx1dx2dx3 = ανIν

Iν ≡
∫
x0=Const

s0νdx
1dx2dx3 (2.37)

この時、s0ν が保存量になる。Iν の値は超曲面 V での積分なので時空内の 1点における量ではなく、一般座
標変換に対してベクトルではなくなっている。しかし、しかし、x0 = Constの曲線上でのアフィン変換では

ベクトルとして振る舞う。これを自由ベクトル (freevector)という。

3 曲面の基本

電磁気学で既に Newton物理から物質と空間を動的に関係つけていく必要が生じ、Maxwell方程式のような
共変性が重要になってくる。

これから物理現象を観測する場とその背景の存在が新しい概念形成に必要になってきた。

そこで第 2,3部で学習した、多様体を応用すすることで相対論を含む物理学の現象を産む基礎の場を考察し
ていこう。

第 2部の曲面の力学において曲面を扱うための基本形式学んだ、さらにここで、様々な曲面に対応した座標
軸を決める標構を学ぶ。

これによって切断と接続の関係を明らかにしていこう。

3.1 正則表示 [103]

　ベクトルのノルムを

||x|| :=
√
x · x

として Rn の 2点間の距離 dを次で定義する。

d (x,y) := ||x− y||

Rn 内の連結な開集合を領域という。平面 R2 内の領域 D ⊂ R2 上で定義された Cr 級ベクトル値関数 xと

して

x(u1, u2) =

 x1(u1, u2)

x2(u1, u2)

x3(u1, u2)

 ,
(
(u1, u2) ∈ D

)
(3.1)

これが曲面を構成する条件とは何だろうか。

そこで曲面の一部について正則表示を次のように定義しておく。

Cr 級ベクトル値関数 xが次の条件を満たす時、曲面の Cr 級正則表示という。

rank


∂x1

∂u1
∂x1

∂u2

∂x2

∂u1
∂x2

∂u2

∂x3

∂u1
∂x3

∂u2

 = 2
(
(u1, u2) ∈ D

)
(3.2)

つまり、接ベクトルの成分を縦に並べた行列をつくり、その階数が 2であれば接平面をなすので、この時の

x(u1, u2)
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は曲面を作る。この曲面を曲面片と呼ぶ。

次は曲面の接平面をつくる基底とみなせるので

xi :=


∂x1

∂ui

∂x2

∂ui

∂x3

∂ui

 (3.3)

とし、曲面の単位法線ベクトルを

en :=
x1 × x2

||x1 × x2||
で定義しておく。

例えば、D ⊂ R2 で定義された Cr 級関数を

f : D → R

としてこの f のグラフを 3次元空間内D → R3 で表し、式 3.1を

x
(
u1, u2

)
=

 u1

u2

f(u1, u2)

 ,
(
(u1, u2) ∈ D

)
とすれば 3.3より

x1 :=
∂x

∂u1
=

 1

0

f1

 , x1 :=
∂x

∂u2
=

 0

1

f2


となるので行列 (x1,x2)の階数は

rank (x1,x2) = rank

 1 0

0 1

f1 f2

 = 2

となるのでこれは曲面片である。

もちろん曲面片の表し方は他にも多くある。pq平面の領域を Ωとし、(u0, v0) ∈ Dの近傍 U 間の座標変換

(p, q) → (u, v)を考えると

u = u(p, q), v = v(p, q),
∂(u, v)

∂(p, q)
̸= 0, (∀(p, q) ∈ Ω)

この時、

y : Ω → R3, y(p, q) := x (u(p, q), v(p, q))

もまた、曲面片の一部分 x (U)の正則表示になる。

このように各局所座標がとれて、ヤコビアンが存在すれば曲面片を曲面全体に広げることができる。

3.2 正規直交標構 [11]

座標基底において TpM は {eµ} = {∂/∂xµ}によって張られ、双対基底の T ∗
pM は {dxµ}で張られる。

しかし、Mに計量が与えられると別の基底の選び方ができるようになる。例えば 1次結合

êα = eµα
∂

∂xµ
{eµα} ∈ GL(m,R), det eµα > 0 (3.4)

を考えると {êa}は向きを保つ GL(m,R) によって得られる基底ベクトルの標構 (frame)である。
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さらに {êa}に次のように直交性を要請しよう。

g(êα, êβ) = êα
µêβ

νgµν = δαβ (3.5)

Lorentz多様体であれば
δαβ → ηαβ

で置き換えればよい。ここで

eµα =
(
eαµ
)−1

eµαe
α
ν = δµν

とすると式 3.5から
gµν = eαµe

β
ν δαβ (3.6)

gµν = δαβeµαe
ν
β (3.7)

が成り立つ。ベクトル V は基底の選び方に依存しないので

V = V µeµ = V αêα = V αeµαeµ

であり、

V µ = V αeµα V α = eαµV
µ

が成り立つ。

さらに双対基底を
{
l̂µ
}
= {dxµ}として

⟨
l̂α, êβ

⟩
= δαβ (3.8)

で定義すると

l̂α = eαµdx
µ (3.9)

と書ける。これによって計量の変換が次のように表される。式 3.6から

g = gµνdx
µ ⊗ dxν

= gµνe
µ
αe
ν
β l̂
α ⊗ l̂β (3.10)

= eαµe
β
ν δαβe

µ
αe
ν
β l̂
α ⊗ l̂β

= δαβ l̂
α ⊗ l̂β

この時の基底 {l̂α}, {êα}は正規直交標構と呼ばれる。係数 eαµ は 4次元であれば 4脚場という。
点 pにおける正規直交標構の Lie括弧積をとってみる。式 3.4から δµν = eµγe

γ
ν を用いて

[êα, êβ ]p =

[
eµα

∂

∂xµ
, eνβ

∂

∂xν

]
p

= eµα
∂

∂xµ

(
eνβ

∂

∂xν

)
− eνβ

∂

∂xν

(
eµα

∂

∂xµ

)
= eµα∂µe

ν
β

(
δµν

∂

∂xµ

)
− eνβ (δ

µ
ν ∂µ) e

µ
α

(
∂

∂xµ

)
p

=
[
eµα∂µe

ν
β − eνβ∂µe

µ
α

](
eγνe

µ
γ

∂

∂xµ

)
p

= eγν

[
eµα∂µe

ν
β − eµβ∂µe

ν
α

]
p
êγ |p

= eγαβ(p)êγ |p (3.11)
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とおくことができる。これは 0になるとは限らない。
例としてMinkowski時空における Dirac行列 γα を考えよう。これは反対称交換

{γα, γβ} = 2ηαβ (3.12)

を満たす。変換行列として

γµ ≡ eµαγ
α

とすると

γαeνβ = eνβδ
αβγα

eµαe
α
ν = δµν

だから

{γµ, γν} = {eµαγα, eνβγβ}

= eµαγ
αeνβγ

β + eνβγ
βeµαγ

α

= eµαe
ν
βδ
αβγαγβ + eνβe

µ
αδ
αβγβγα

= eµαe
ν
βδ
αβ{γα, γβ}

= 2gµν

となる。

3.3 動標構 [11]

曲線 C(s), s ∈ I が与えられた時に次のように定義されたベクトルの組を動標構 (moving frame)と呼ぶ。

{e1(s), e2(s)}s∈I , (I : [0, 1])

ただし次の図のように、e1(s)は曲線の接ベクトルであり、e2(s)は e1(s)の右手系の直交単位ベクトルとする。

従って 3次元空間の中では e2(s)は 2πの任意性がある。

図 3.1: 2次元平面上での動標構

そこで次の図のようにまず、3次元 R3 で絶対的な直交座標を与え、その中の曲線 C を考える。
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R上の単位区間 I : [0, 1]から C への写像を

ϕ : I → C

とする。ただし、留まることはないという条件

d

dt
ϕ(t) ̸= 0 (3.13)

をつける。この時 ϕは弧長をパラメタに持つという。

図 3.2: [11]より：3次元空間上での動標構

これにより、曲線 C(ϕ(t))に沿った動標構をとれる。これを Frenet標構ともいう。

e1(t) =
d

dt
ϕ(t)

e2(t) =
d

dt2

2

ϕ(t)/

∥∥∥∥ d2dt2ϕ(t)
∥∥∥∥ =

ė1
κ

e3(t) = e1(t)× e2(t) (3.14)

ただし、曲率 κと捩率 τ は

ė1 = κe2

ė3 = −τe2

で定義する。各 eは単位ベクトルだから

κ =
√
ė1ė1

τ =
√
ė3ė3

も成り立つ。したがって式 3.13に加えて、さらに

d2

dt2
ϕ(t) ̸= 0

を課す必要がある。従ってこの標構では 2次の関係まで見ていることになる。
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このような定義はノルムの微分から次のように自動的に直交関係が示される。⟨
d

dt
ϕ(t),

d

dt
ϕ(t)

⟩
= 1

2

⟨
d

dt
ϕ(t),

d2

dt2
ϕ(t)

⟩
= 0

これをねじれの関係になっていることから歪対称性原理という。

従って動標構は正規直交基底の 1部である。

図 3.3: 曲線上の動標構

3.4 曲率と捩率 [11]

動標構を定義したので、その変化率を次で表す。

d

dt
ei(t) =

3∑
j=1

aij(t)ej(t)

変換行列 aij の性質を見るために次を微分する。

⟨ei(t), ej(t)⟩ = δij

だから

0 =

⟨
d

dt
ei(t), ej(t)

⟩
+

⟨
ei(t),

d

dt
ej(t)

⟩
= aij(t) + aji(t)

さらに

a13 =

⟨
d

dt
e1, e3

⟩
=

⟨
d2

dt2
ϕ(t), e3(t)

⟩
=

∥∥∥∥ d2dt2ϕ
∥∥∥∥ ⟨e2, e3⟩

= 0

になることもわかる。従って 0にならない値として

a12(t) = κ(t)
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a23(t) = τ(t)

と置けば、フルネ-セレの公式

d

dt

 e1(t)

e2(t)

e3(t)

 =

 0 κ(t) 0

−κ(t) 0 τ(t)

0 −τ(t) 0


 e1(t)

e2(t)

e3(t)

 (3.15)

が成り立つ。この κ(t)を曲線 C の曲率、τ(t)を捩率という。

3.4.1 例 1：螺旋

具体例として螺旋の捩率と曲率を求めよう。

r(t) = (a cos t, a sin t, bt)

の場合の曲率と捩率を求めると
dr

dt
= (−a sin t, a cos t, b)

∣∣∣∣drdt
∣∣∣∣ = ds

dt
=
√
a2 + b2

となるので線素は

ds =

∣∣∣∣drdt
∣∣∣∣ dt =√a2 + b2dt

よって曲線に沿って r(s)を求めると

r(s) =

(
a cos

s√
a2 + b2

, a sin
s√

a2 + b2
, b

s√
a2 + b2

)
よって

e1 =
dr(s)

ds
=

(
− a√

a2 + b2
sin

s√
a2 + b2

,
a√

a2 + b2
cos

s√
a2 + b2

,
b√

a2 + b2

)
de1
ds

=

(
− a

a2 + b2
cos

s√
a2 + b2

,− a

a2 + b2
sin

s√
a2 + b2

, 0

)
となるので、まず曲率 κは

κ =

√
de1
ds

· de1
ds

=
a

a2 + b2

となる。

e2 =
1

κ

de1
ds

を用いて

e2 =

(
− cos

s√
a2 + b2

,− sin
s√

a2 + b2
, 0

)
de2
ds

=

(
1√

a2 + b2
sin

s√
a2 + b2

,− 1√
a2 + b2

cos
s√

a2 + b2
, 0

)
さらに

e3 = e1 × e2 =

(
b√

a2 + b2
sin

s√
a2 + b2

,− b√
a2 + b2

cos
s√

a2 + b2
,

a√
a2 + b2

)
de3
ds

=

(
b

a2 + b2
cos

s√
a2 + b2

,
b

a2 + b2
sin

s√
a2 + b2

, 0

)
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となるので捩率 τ は

τ =

√
de3
ds

· de3
ds

=
b

a2 + b2

となる。

これは次の式 3.15を満たしている。

d

ds

 e1(s)

e2(s)

e3(s)

 =


− a
a2+b2 cos

s√
a2+b2

− a
a2+b2 sin

s√
a2+b2

0
1√

a2+b2
sin s√

a2+b2
− 1√

a2+b2
cos s√

a2+b2
0

b
a2+b2 cos

s√
a2+b2

b
a2+b2 sin

s√
a2+b2

0 0



=

 0 a
a2+b2 0

− a
a2+b2 0 b

a2+b2

0 − b
a2+b2 0




− a√
a2+b2

sin s√
a2+b2

a√
a2+b2

cos s√
a2+b2

b√
a2+b2

− cos s√
a2+b2

− sin s√
a2+b2

0
b√

a2+b2
sin s√

a2+b2
− b√

a2+b2
cos s√

a2+b2
a√

a2+b2



3.5 ワインガルテン写像 [11]

曲面M の法線と接続の関係を簡単に見てみる。

R3 内の球面を

S2 =
{
(x, y, z) ∈ R3|x2 + y2 + z2 = 1

}
として、

γ :M → S2

の連続写像を点 pで

γ(p) ⊥ TpM

となれば、この写像 γ はガウス写像という。

図 3.4: [11]より：ガウス写像で単位法線ベクトルを、球面上の点に対応させる。

ここでM の局所座標系 ϕを

ϕ : U →M

が与えられたとする。これによってM 上の点 pが ϕ(U)で表すことができて

p = ϕ(u, v)
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の 2次元で表すことができる。この時、式 3.14からガウス写像を次のように与えることができる。

p = ϕ(u, v) → γ(p) =
∂
∂uϕ(u, v)×

∂
∂vϕ(u, v)∥∥ ∂

∂uϕ(u, v)×
∂
∂vϕ(u, v)

∥∥ (3.16)

そこで p点でのワインガルデン写像 (dγ)p を次で定義する。

(dγ)p : TpM → Tγ(p)S
2 (3.17)

として、接ベクトルX ∈ TpM について

X = ae1 + be2

= a
∂

∂u
ϕ(u, v) + b

∂

∂v
ϕ(u, v)

に対し、ワインガルデン写像 (dγ)p はこの接平面X に作用して、γ の微分 1形式をつくるように

(dγ)p (X) =
d

dt
γ(ϕ(u+ at, v + bt)|t=0

= a
∂

∂u
γ(ϕ(u, v)) + b

∂

∂v
γ(ϕ(u, v)) (3.18)

のように定義できた、曲面上の接平面からガウス写像上の接平面に変換する。

これから次の関係が成り立つ。

(dγ)p

(
∂

∂u
ϕ(u, v)

)
=

∂

∂u
γ(ϕ(u, v)) (3.19)

(dγ)p

(
∂

∂v
ϕ(u, v)

)
=

∂

∂v
γ(ϕ(u, v)) (3.20)

つまり、ワインガルデン写像 (dγ)p は

∂

∂u
γ(ϕ(u, v)) =

∂γ

∂ϕ

∂ϕ

∂u

∂

∂v
γ(ϕ(u, v)) =

∂γ

∂ϕ

∂ϕ

∂v

と書けるので ϕu, ϕv の接平面をつくる単位ベクトルを
∂γ
∂ϕ で変換し、γu, γv の接ベクトルに変換する。

したがって歪対称性原理から ⟨
γ,

∂

∂u
ϕ

⟩
=

⟨
γ,

∂

∂v
ϕ

⟩
= 0

であり、uで微分して ⟨
∂

∂u
γ(ϕ(u, v)),

∂

∂u
ϕ

⟩
+

⟨
γ,

∂2

∂u2
ϕ

⟩
= 0

となるが式 3.19があるので ⟨
(dγ)p

(
∂

∂u
ϕ(u, v)

)
,
∂

∂u
ϕ

⟩
= −

⟨
γ,

∂2

∂u2
ϕ

⟩
(3.21)

も成り立つ。

ワインガルデン写像 (dγ)p は γ(p)に直交するから

(dγ)p : TpM → TpM

と考えることもできる。例えば

X =
∂

∂u
ϕ(u, v), Y =

∂

∂v
ϕ(u, v)
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とすると式 3.21から ⟨
(dγ)p (X), Y

⟩
=

⟨
∂

∂u
γ(ϕ(u, v)),

∂

∂v
ϕ(u, v)

⟩
= −

⟨
γ(ϕ(u, v)),

∂2

∂u∂v
ϕ(u, v)

⟩
= −

⟨
γ(ϕ(u, v)),

∂2

∂v∂u
ϕ(u, v)

⟩
=
⟨
(dγ)p (Y ), X

⟩
が成り立つ。

次のように鞍点をもつ曲面では曲面上で１周すると、ガウス曲面上で複数回周回する。

図 3.5: x3 − 3xyの曲面での円周をガウス写像で写す

よって曲面の曲りが周回数と関連する。

3.6 ガウス曲率 [11]

前節の結果はワインガルデン写像 (dγ)p は (dγ)p : TpM → TpM において 2つの固有を持つことが期待で
きる。

この固有値を k1(p), k2(p)とする。これをM の pにおける主曲率という。

この積をガウス曲率K(p)といい、平均を平均曲率H(p)という。

K(p) = k1(p)k2(p) (3.22)

H(p) =
k1(p) + k2(p)

2
(3.23)

また、ウィンガルデン写像 (dγ)p を行列W で表すと

K(p) = det [W ]

H(p) =
1

2
Tr [W ]

従って γ → −γのようにガウス写像の符号を変えた時、ガウス曲率の符号は変化しないが、主曲率、平均曲
率の符号は変化する。

例えば球面M = S2 でのワインガルデン写像はどの点 pでも恒等写像になる。

従って固有値は 1で 2つの主曲率は共に 1、平均曲率もガウス曲率も 1である。
例えば次のような曲面M を考える。ϕ : R2 → R3 として

ϕ(u, v) =
(
u, v,

a

2
u2 + buv +

c

2
v2
)
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原点 p = (0, 0)でのワインガルデン写像を考える。

図 3.6: a
2u

2 + buv + c
2v

2 のグラフ:左 a=b=1,c=2;右 a=-1.2,b=0.2,c=1の場合

原点において次の関係になっている。

∂ϕ

∂u
(u, v) = (1, 0, au+ bv) = X

∂ϕ

∂v
(u, v) = (0, 1, bu+ bc) = Y

∂2ϕ

∂u2
(u, v) = (0, 0, a),

∂2ϕ

∂u∂v
(u, v) = (0, 0, b),

∂2ϕ

∂v2
(u, v) = (0, 0, c)

また、ガウス写像 γ は原点での値が

γ(p) = (0, 0, 1) (3.24)

となるようにし、原点での接平面は

(x, y) : {(x, y, z)|z = 0}

また、{X,Y }は TpM の正規直交基底とする。原点でのワインガルテン写像 (dγ)pがこの基底で表されると

して

(dγ)p (X) = α11X + α12Y (3.25)

(dγ)p (Y ) = α21X + α22Y (3.26)

この正値行列を Aとする。各成分は次のように内積をとることで得られる。

α11 =
⟨
(dγ)p (X) , X

⟩
=

⟨
(dγ)p

(
∂ϕ

∂u
(0, 0)

)
,
∂ϕ

∂u
(0, 0)

⟩
=

⟨
∂

∂u
(γ ◦ ϕ) (0, 0), ∂ϕ

∂u
(0, 0)

⟩
ここで 3.24,3.21より

α11 = −
⟨
γ(0, 0),

∂2ϕ

∂u2
(0, 0)

⟩
= ⟨(0, 0, 1), (0, 0, a)⟩

= −a
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となる。以下同様にして次の 2× 2の正方行列が決まる。

A = −

(
a b

b c

)
(3.27)

この固有値を λとすると特性方程式

det

∣∣∣∣∣ a− λ b

b c− λ

∣∣∣∣∣ = 0

から

λ2 − (a+ c)λ− b2 + ac = 0

よって、この固有値 λが 2つの主曲率 k1,k2 になったから

k1(p), k2(p) =
−(a+ c)±

√
(a− c)2 + 4b2

2

を得る。これからガウス曲率は解と係数の関係から

K(p) = ac− b2

平均曲率も

H(p) = −a+ c

2

となる。

3.7 基本量 [11]

第 4部で多様体上での微分形式を学んだ、ここでそれを曲面で考えてみよう。
第 4部で多様体のチャートを定義したが、これを利用して開集合 U と写像の組から曲面M の局所座標系

{(ϕi, Ui)}i∈I を固定し、
これに関数の集まり {fi}i∈I を貼り合わせ、曲面M 上の関数をつくり、第 4部でみたように微分形式が定義
できた。

fi = f ◦ ϕi

ただし、fi はM 上の可微分関数全体を C∞(M)として

fi ∈ C∞(Ui)

またここでは共通部分W = ϕ(U) ∩ ψ(V )として

変換関数を

τij = ψ−1
i ◦ ϕj |ϕ−1

j (W ) (3.28)

とし、これは

ϕ−1 (W ) → ψ−1 (W )

間の微分同相写像である。

つまり、1つの曲面にはいくつもの局所座標系がとれる。例えば

{(ϕi, Ui)}i∈I , {(ψj , Vj)}j∈I
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がM の 2つの局所座標系であれば

{(ϕi, Ui)}i∈I ∪ {(ψj , Vj)}j∈I

もM 上の 1つの局所座標系である。
引き戻しの定義から

fj = fi ◦ τij = τ∗ij (fi)

とする。この引き戻しが存在すれば

f :M → R

がつくれるわけである。

そこで k次微分形式の集まり
{
ωi ∈ Ωk(Ui)|i ∈ I

}
で

ωj = τ∗ij (ωi) , (i, j ∈ I)

を満たすものをM 上の k次微分形式とよび Ωk で表す。

貼り合わせでM ができていれば、これが局所座標系の取り方に依存しない。

式 2.19ら計量テンソルの成分を表す内積を局所座標系を用いて次のように表す。

gij (u1, u2) =

⟨
∂ϕ

∂ui
(u1, u2),

∂ϕ

∂uj
(u1, u2)

⟩
(3.29)

ただし、ここでは (i, j) = {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2)}とする。
これをチャート (ϕ,U)に関する第一基本量という。

たとえば

S2 =
{
(x, y, z) ∈ R3|x2 + y2 + z2

}
の球面を考えるとチャート (ϕ,U)は

ϕ (u1, u2) = (cosu2 cosu1, cosu2 sinu1, sinu2)

とおくと第一基本量は

gij(p) =

(
(− cosu2 sinu1)

2
+ (cosu1 cosu2)

2
0

0 (− sinu2 cosu1)
2
+ (− sinu2 sinu1)

2
+ (cosu2)

2

)

=

(
cos2 u2 0

0 1

)

となる。

3.8 面積要素

第一基本量の行列式はローレンツ変換と異なり正になるので次のように 2次微分形式が定義できる。
これを曲面M の面積要素という。

ω =
√
det (gij(p))dui ∧ du2 (3.30)

これは局所座標に依存しているので別のチャートを用意し、(ψ, V )とすれば

ω′ =
√
det
(
g′ij(p)

)
dvi ∧ dv2

とすれば、変換則

τ = ψ−1 ◦ ϕ (3.31)
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から

ω′
j =

∑
ij

∂vi
∂uj

= τijωi (3.32)

が成り立つ。そこで座標変換行列を

J (τ) =

(
∂v1
∂u1

∂v1
∂u2

∂v2
∂u1

∂v2
∂u2

)
とおくと式 3.31から

ψ ◦ τ = ϕ

となるので
∂ϕ

∂ui
=
∂ψ

∂v1

∂v1
∂ui

+
∂ψ

∂v2

∂v2
∂ui

(3.33)

次に留意して

∂ϕ

∂u1
=
∂ψ

∂v1

∂v1
∂u1

+
∂ψ

∂v2

∂v2
∂u1

∂ϕ

∂u2
=
∂ψ

∂v1

∂v1
∂u2

+
∂ψ

∂v2

∂v2
∂u2

式 3.29より
gij (p) = J(τ)g

′

ij(p)J
T (τ) (3.34)

が成り立つことを確かめると

gij (p) =

⟨
∂ϕ

∂ui
(p),

∂ϕ

∂uj
(p)

⟩
=

 (
∂ϕ
∂u1

∂ϕ
∂u1

) (
∂ϕ
∂u1

∂ϕ
∂u2

)(
∂ϕ
∂u2

∂ϕ
∂u1

) (
∂ϕ
∂u2

∂ϕ
∂u2

) 
= J(τ)g

′

ij(p)J
T (τ)

=

(
∂v1
∂u1

∂v1
∂u2

∂v2
∂u1

∂v2
∂u2

) (
∂ϕ
∂v1

∂ϕ
∂v1

) (
∂ϕ
∂v1

∂ϕ
∂v2

)(
∂ϕ
∂v2

∂ϕ
∂v1

) (
∂ϕ
∂v2

∂ϕ
∂v2

) ( ∂v1
∂u1

∂v2
∂u1

∂v1
∂u2

∂v2
∂u2

)

=

 ∂v1
∂u1

(
∂ϕ
∂v1

∂ϕ
∂v1

)
+ ∂v1

∂u2

(
∂ϕ
∂v2

∂ϕ
∂v1

)
∂v1
∂u1

(
∂ϕ
∂v1

∂ϕ
∂v2

)
+ ∂v1

∂u2

(
∂ϕ
∂v2

∂ϕ
∂v2

)
∂v2
∂u1

(
∂ϕ
∂v1

∂ϕ
∂v1

)
+ ∂v2

∂u2

(
∂ϕ
∂v2

∂ϕ
∂v1

)
∂v2
∂u1

(
∂ϕ
∂v1

∂ϕ
∂v2

)
+ ∂v2

∂u2

(
∂ϕ
∂v2

∂ϕ
∂v2

) ( ∂v1
∂u1

∂v2
∂u1

∂v1
∂u2

∂v2
∂u2

)

=


(
∂v1
∂u1

)2 (
∂ϕ
∂v1

)2
+ 2 ∂v1∂u1

∂v2
∂u2

∂ϕ
∂v2

∂ϕ
∂v1

+
(
∂v1
∂u2

)2 (
∂ϕ
∂v2

)2
A

A
(
∂v1
∂u2

)2 (
∂ϕ
∂v1

)2
+ 2 ∂v1∂u2

∂v2
∂u2

∂ϕ
∂v2

∂ϕ
∂v1

+
(
∂v2
∂u2

)2 (
∂ϕ
∂v2

)2


=

 (
∂ϕ
∂u1

∂ϕ
∂u1

) (
∂ϕ
∂u1

∂ϕ
∂u2

)(
∂ϕ
∂u2

∂ϕ
∂u1

) (
∂ϕ
∂u2

∂ϕ
∂u2

) 
ただし

A =

(
∂v1
∂u1

+
∂v1
∂u2

)(
∂ϕ

∂v1

)2

+ 2
∂v1
∂u1

∂v2
∂u2

∂ψ

∂v1

∂ψ

∂v2
+

(
∂v2
∂u1

+
∂v2
∂u2

)(
∂ϕ

∂v2

)2

である。従って式 3.33の変換則のもとで 3.34が確認できた。この関係はエルミート

JT = J−1

であれば
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gij (p)
n
= J(τ)

(
g

′

ij(p)
)n

JT (τ)

となることに留意する。

また、転置行列は行列式が同じだから√
det (gij(p)) =

√
det (J) g

′
ij(p) det (J

−1) = det (J(τ))
√
det
(
g

′
ij(p)

)
(3.35)

である。2形式 dv1 ∧ dv2 を τ で引き戻すと

τ∗ (dv1 ∧ dv2) = det (J(τ)) du1 ∧ du2

となることがわかる。従って面積要素 ωは

τ∗ (ω′) = ω (3.36)

が成り立つことがわかった。

次に面積要素の変換を考える。

曲面M と単位球面 S2 上の面積要素を ωM , ωS2 とする。γ :M → S2 をM のガウス写像とすると

γ∗ (ωs2) = KωM

となる。これは次のように示す。

接ベクトルのつくる面と γ(p)との内積が曲面M 上の面積になるから ∀X,Y ∈ TpM に対し、

ωM (X,Y ) = ⟨γ(p), X × Y ⟩

となる。点 pでの主曲率 k1(p)と k2(p)に対応する固有ベクトルで単位ベクトルになるものをX,Y とすると

ωS2 (X,Y ) = 1

ωM (X,Y ) = ⟨γ(p), X × Y ⟩ = 1

また、3.17から
(dγ)p (X) = α11X + α12Y = k1(p)ωs2(X,Y )

(dγ)p (Y ) = α21X + α22Y = k2(p)ωs2(X,Y )

となるから

γ∗(ωS2)(X,Y ) = ωS2

(
(dγ)pX, (dγ)p Y

)
= k1(p)k2(p)ωs2(X,Y )

= k1(p)k2(p)

= K(p)ωM (X,Y )

となる。
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3.9 曲面上のベクトル場合成

Rn にある多様体M の接ベクトルは下図のように曲面からはみ出ることになる。

この接ベクトルがつくる空間をどう Rn 内の空間に入れるにはどうしたらよいだろうか。
そのために曲面を複数の曲面ではり合わせていくことを考えてみよう。

前節の微分形式での変換関数は式 3.32から

ω′
j = τijωi

とおく。曲面M 上にのベクトル場はチャート {ϕi, Ui}i∈I によって次のように変換される。

Xj = dτji (Xi) (3.37)

これを以下で示す。

はじめに下図のように局所的なユークリッド平面を i→ j に写す変換関数 τij がある。

これは領域を曲面（多様体M）に写す写像 ϕi, ϕj を式 3.28によって接続していく作用を持つ。

τij = ψ−1
i ◦ ϕj |ϕ−1

j (W )

しかし、ここで必要なのは ϕの微分でベクトル場としてみることである。

図の共通領域W において多くあるベクトル場の構成から

dϕk = dτji

を満たすもののみをとることで式 3.37を満たすわけである。
これを決めるためには曲面の曲り方が関係する。

変換時に dτji は添え字の逆転に注意する。

局所座標系を ψ : V →M とし、点 pでの接平面を下図のように

R2 ∋ (s, t) → ψ(u, v) + s
∂

∂u
ψ(u, v) + t

∂

∂v
ψ(u, v) ∈ R3

とする。パラメタの組が実平面と多様体上の 2種類あることに留意する。
また、ワインガルテン写像のように常に原点に平行移動すると

R2 ∋ (s, t) → s
∂

∂u
ψ(u, v) + t

∂

∂v
ψ(u, v) ∈ R3

となる。
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図 3.7: [11]より:2つの平面の貼り合わせで曲面を表現する。

やや複雑なので具体的にみておこう。

原点は常に点 pである。多様体M の局所座標 (ϕ,U)が与えられた時、実平面の点 p0(u0, v0)での接ベクト

ルは

X = a
∂

∂u
+ b

∂

∂v
∈ Tp0R2 (3.38)

である。ここで写像 ϕの微分

dϕ = dϕp0

が存在すれば、この写像が実平面のベクトル場を多様体M に写す。

a
∂ϕ

∂u
(u0, v0) + b

∂ϕ

∂v
(u0, v0) ∈ TpM

これが ϕではなくて、dϕとの内積表記になっていることに留意すれば

dϕ =
∂ϕ

∂u
du+

∂ϕ

∂v
dv (3.39)

だから、式 3.38では接ベクトル ∂/∂u, ∂/∂v が基底であり、

式 3.39では 1形式ベクトル du, dvが基底であるので

a
∂ϕ

∂u
(u0, v0) + b

∂ϕ

∂v
(u0, v0) = dϕ

(
a
∂

∂u
+ b

∂

∂v

)
p

よって、3.37が成り立つことがわかる。
　これをベクトル場で写像が τij で変換される立場からも考えてみよう。

平面R2 の各点 p(u0, v0) ∈ U での接ベクトルが

a
∂

∂u
+ b

∂

∂v
∈ Tp0R2

写像 ϕの微分 1形式 dϕにより次のように基底が変換され、M 上の接ベクトル

a
∂ϕ

∂u
|p + b

∂ϕ

∂v
|p ∈ TpM
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に写ると考えることができる。

そこで {ϕi, Ui}i∈I を固定して得られたベクトル場をX = {Xi}とする。
p は U, V の共通部分にあり、

p ∈ ϕi (Ui) ∩ ϕj (Uj)

また、逆が存在して、k = i or j とし、

ϕ−1
k (p) = (uk, vk)

とおく。実平面上で点 (uk, vk)に始点をもつベクトルを

Xk = ak
∂

∂u
+ bk

∂

∂v
∈ T(uk,vk)R

2

とするとXk の ϕk によるM 上の像が反変と共変ベクトルからスカラーが得られるように、次のように表現

できる。

dϕk ·Xk = dϕk

(
ak

∂

∂u
+ bk

∂

∂v

)
= ak

∂ϕk(uk, vk)

∂u
+ bk

∂ϕk(uk, vk)

∂v

この表現は k = i, j だから行列になっていることに注意する。

これにより、M 上に新しい接ベクトルX(p)が得らたと見なすことができて

X(p) ∈ TpM

とする。

一方で ϕi = ϕj ◦ τji だから変換関数の成分表示を
(
(τji)u , (τij)v

)
と書くことにする。

これを微分すると

∂ϕi
∂u

=

(
∂ϕj
∂u

◦ τji
)
·
∂ (τji)u
∂u

+

(
∂ϕj
∂v

◦ τji
)
·
∂ (τji)v
∂u

同様に

∂ϕi
∂v

=

(
∂ϕj
∂v

◦ τji
)
·
∂ (τji)v
∂v

+

(
∂ϕj
∂u

◦ τji
)
·
∂ (τji)u
∂v

となるので

ai
∂ϕi(ui, vi)

∂u
+ bi

∂ϕi(ui, vi)

∂v
=

(
ai
∂ (τji)u
∂u

(ui, vi) + bi
∂ (τji)u
∂v

(ui, vi)

)
∂ϕj
∂u

(uj , vj)

+

(
ai
∂ (τji)v
∂u

(ui, vi) + bi
∂ (τji)v
∂v

(ui, vi)

)
∂ϕj
∂v

(uj , vj)

となる。従って次のように係数の変換を次の行列で考えることができる。(
aj

bj

)
=

(
∂(τji)u
∂u (ui, vi)

∂(τji)u
∂v (ui, vi)

∂(τji)v
∂u (ui, vi)

∂(τji)v
∂v (ui, vi)

)(
ai

bi

)

すなわち、

dϕi

(
ai
∂

∂u
+ bi

∂

∂v

)
がM の接ベクトルとなるためには

aj
∂

∂u
+ bj

∂

∂v
= dτji

(
ai
∂

∂u
+ bi

∂

∂v

)
(3.40)

が成り立てばよい。

いいかえれば、この変換行列が、多様体上に連続曲面を貼り付ける指針になっている。
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逆にこれは曲面の定義に使える。つまり R3 の部分集合であるM に対し、M を含む R3 のある開集合 V

と V 上で定義された可微分関数 f があり、零値をとる条件

f−1(0) =M

があって、M 上の p点での f の全微分が 0にならない条件があれば

dfp =
∂f

∂x
(p) dx+

∂f

∂y
(p) dy +

∂f

∂z
(p) dz ̸= 0 (∀p ∈M)

このM は曲面になる。

例えば

f(x, y, z) = 1− x2 − y2 − z2

とすると

f(3−1/2, 3−1/2, 3−1/2) = 0

であり、

dfp = −2(x+ y + z) = −2
√
3

となり、単位球面 S2 は曲面である。

さらにこの変換行列は北極側のMapϕ+ を用いて
(
ϕ+2
)
◦
(
ϕ+1
)
は {(u, v) ∈ U |u >)}からそれ、自身への写

像で (
ϕ+2
)
◦
(
ϕ+1
)
(u, v) =

(√
1− u2 − v2, v

)
明らかにこれは円を表している。

3.10 基本量と曲率

第 2部で第 1、第 2基本量について学んだ。ここではワインガルテン写像との関係をみよう。
M の局所座標を ϕ : U →M に対して

X =
∂ϕ

∂v
(u, v)

Y =
∂ϕ

∂v
(u, v)

とする。次のように内積値と、ワィンガルテン写像を定義する。第１基本量を

e = ⟨X,X⟩ , f = ⟨X,Y ⟩ , g = ⟨Y, Y ⟩ (3.41)

で定義する。次に前節のガウス写像を γ として

p = ϕ(u, v) → γ(p) =
∂
∂uϕ(u, v)×

∂
∂vϕ(u, v)∥∥ ∂

∂uϕ(u, v)×
∂
∂vϕ(u, v)

∥∥
を用いて

第 2基本量を

ℓ =
⟨
(dγ)pX,X

⟩
= −

⟨
γ,

∂2

∂u2
ϕ(u, v)

⟩
(3.42)

m =
⟨
(dγ)pX,Y

⟩
= −

⟨
γ,

∂2

∂u∂v
ϕ(u, v)

⟩
(3.43)
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n =
⟨
(dγ)p Y, Y

⟩
= −

⟨
γ,

∂2

∂v2
ϕ(u, v)

⟩
(3.44)

で定義する。第１基本量について ∣∣∣∣∣ e f

f g

∣∣∣∣∣ > 0

であり、ワインガルテン写像を

(dγ)pX = aX + bY

(dγ)p Y = cX + dY

とおくと

ℓ =
⟨
(dγ)pX,X

⟩
= ⟨aX + bY,X⟩ = ae+ bf

m =
⟨
(dγ)pX,Y

⟩
= ⟨aX + bY, Y ⟩ = af + bg = ce+ df

n =
⟨
(dγ)p Y, Y

⟩
= ⟨cX + dY, Y ⟩ = cf + dg

よって (
ℓ m

m n

)
=

(
a b

c d

)(
e f

f g

)
ガウス曲率は次のように行列式から

K(p) =

∣∣∣∣∣ a b

c d

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ ℓ m

m n

∣∣∣∣∣ /
∣∣∣∣∣ e f

f g

∣∣∣∣∣
=
ln−m2

eg − f2
(3.45)

平均曲率は対角和から

H(p) =
1

2
Tr

(
a b

c d

)

=
1

2
Tr

( ℓ m

m n

)(
e f

f g

)−1


=
ℓg − 2mf + ne

2(eg − f2)
(3.46)

よって、主曲率 k1(p), k2(p)は次の特性方程式の解になる。

det

[(
ℓ m

m n

)
− k

(
e f

f g

)]
= 0

特に

ℓ : m : n = e : f : g

となる点を臍点と呼ぶ。
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3.11 局所標機構 [12]

　　ベクトル束 E は局所的には直積で表されたから 1次独立な切断

{e1, e2, e3, · · · er}

が存在する。これを E の局所標機構 (local_frame_field)という。
E の任意の切断は

σ =
∑

σiei (3.47)

で表すことができる。第 2部でもこの切断について考察したが、切断というイメージが個人的にはどうもしっ
くりこなかった。

しかし、この式が表すように切断は基底ベクトルとの内積である。しかし、ベクトル束の基底でつくられて

いるところが大局的である。

この切断面に沿って局所標機構を動かす次に示すようにと内積が保存される。これから接続が決まると考え

ていい。

∇をベクトル束 E の共変微分とすると

∇ei ∈ Γ(T ∗M ⊗ E)

を 1次結合としてかくと ωji を局所的な 1次微分形式として

∇ei =
∑

ωji ej (3.48)

と書けるから式 3.47を積として微分し、

∇σ =
∑(

dσj +
∑

ωiµσ
µ
)
ei (3.49)

となる。この ωji を∇の接続形式 (conection_form)と呼ぶ。
次に局所標構場を {e1, e2, e3, · · · er}から {e′1, e′2, e′3, · · · e′r}に変化させた時の ωの変化を見てみよう。

次の式のように線形変換で表されるとする。aji ∈ GL(r,R)である。

e′i =
∑

ajiej (3.50)

これから∇を作用させ、式 3.48から

∇e
′

i =
∑

ωj
′

i e
′

j (3.51)

とおくと∇は微分演算子のよに振る舞うから式 3.49から

∇e
′

i = ∇
(∑

ajiej

)
=

∑{
∇
(
aji

)
ej + aji∇ (ej)

}
よって

∇e
′

i =
∑

ωj
′

i e
′

j (3.52)

=
∑{(

daji +
∑

ωjµa
i
µei

)
ej + ajiω

j
i ej

}∑{
ωi

′

µa
j
µ

}
ej (3.53)

=
∑{

daji + ajiω
j
i

}
ej (3.54)
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ベクトル表現では

aω′ = ωa+ da

ω′ = a−1ωa+ a−1da (3.55)

となる。aは異なる局所標構を関連づける行列である。変換関数 ψαβ に置き換えると Uα ∩ Uβ 上で

ωβ = ψ−1
αβωaψαβ + ψ−1

αβdψαβ (3.56)

となる。

逆に各 Uα上に 1次微分形式 (r × r)の行列 (ωα)
i
j が与えられ、Uα ∩ Uβ 上で変換関数 ψαβ が式 3.56により

関係付けされればベクトル束 E に {ωα}を接続形式とするような接続∇がただ一つだけ存在する。
そこで EUα

と EUβ
とで定義した接続と一致することをみてみる。

簡単のために添え字は省略し、α, β の違いをダッシュで表す。

式 3.55から ω′ = 0とすると

σ′ = a−1σ

da−1 = −a−2da

が成り立つ。よって

∇(e′ · σ′) = ∇e′ · σ′ + e′ · dσ′

= e′ · ω′ · σ′ + e′ · dσ′

= ea ·
(
a−1ωa+ a−1da

)
a−1σ + ea · d

(
a−1σ

)
= e · ω · σ + e · (da) a−1σ + ea

(
da−1

)
σ + e · dσ

= e · ω · σ + e · (da) a−1 · σ − e · a−1 · da · σ + e · dσ

= e · ω · σ + e · dσ

= ∇(e · σ) (3.57)

となり一致する。つまり、局所標構と切断との内積は接続によって保存されるし、内積を保存するような接

続が唯一決まることになる。

また、多様体M 上に 2つのベクトル束 E,E′があり、接続∇,∇′が与えられると E ⊕E′に∇⊕∇′を次の

ように定義することができる。

(∇⊕∇′) (σ ⊕ σ′) = Γ(E)⊕ Γ(E′) (3.58)

つまり

ω, {e1 · · · er} (3.59)

の組み合わせに対し、

ω′, {e′1 · · · e′s} (3.60)

とすると次のような r + s次の行列が∇⊕∇′ に対応する。

∇⊕∇′,

(
ω 0

0 ω′

)
(3.61)
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また、テンソル積 E ⊗E′に対しては∇⊗ IE + IE′ ⊗∇′が次のように定義できる。σ ∈ Γ(E), σ′ ∈ Γ(E′)と

して

(∇⊗ IE + IE′ ⊗∇′) (σ ⊗ σ′) = ∇σ ⊗ σ′ + σ ⊗∇σ′ (3.62)

これに対応する接続形式は rs次の行列になり、

ω ⊗ Is + Ir′ ⊗ ω′ (3.63)

で与えられる。

3.12 役に立つ公式

3.12.1 ベクトル空間

R3 空間の標準基底を e1, e2, e3 とすると

(e1 × e2)× e2 = e3 × e2 = −e1

となるが

e1 × (e2 × e2) = 0

また、体積要素が v1, v2, v3 ∈ R3 として、

⟨v1 × v2, v3⟩ = det

 x1 y1 z1

x2 y2 z2

x3 y3 z3


となる。ガウス写像 γ :M → S2 として面積要素が

ωp(X,Y ) = ⟨γ(p), X × Y ⟩

となる。

また、ヤコビ恒等式が

(v1 × v2)× v3 + (v2 × v3)× v1 + (v3 × v1)× v2 = 0

成り立ち、ラグランジュの公式は

(v1 × v2)× v3 = ⟨v1, v3⟩ v2 − ⟨v2, v3⟩ v1

である。

3.12.2 共変微分

　写像∇ : Γ(M,E) → Γ(M,E)⊗ Ω1(M)を

∇s(X) ≡ ∇Xs, X ∈ V (M), s ∈ Γ(M,E)

ai ∈ R, s, s
′
∈ Γ(M,E), f ∈ F(M)

とすると次の有用な式が成り立つ。

∇X(a1s1 + a2s2) = a1∇Xs1 + a2∇Xs2
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∇(a1s1 + a2s2) = a1∇s1 + a2∇s2

∇(a1X1+a2X2)s = a1∇Xs1 + a2∇Xs2

∇X(fs) = X[f ]s+ f∇Xs

∇(fs) = (df) s+ f∇s (3.64)

∇fXs = f∇Xs

4 ガウス-ボネの定理 [103]

4.1 法曲率と曲線

x : D → R3 を曲面 S の正則表示とし、D内の曲線 t→
(
u1(t), u2(t)

)
の xによる像を次のように表す。

x(t) = x(u1(t), u2(t))

また、

xi :=
∂x

∂ui
xij :=

∂2x

∂ui∂uj

さらに、曲面 (u1, u2)の単位法線ベクトルを en で表し、

en =
x1 × x2

||x1 × x2||

のように定義しておく。

この時の速度ベクトルを時間微分で

ẋ(t) =

2∑
i=1

xi
dui

dt
=

2∑
i=1

u̇ixi

と表す。そこで xi, eは R3 空間の基底なので xij はこれらの 1次結合でかかけるはずである。

xij =
∑
k

Γkijxk + hijen

x′ =
∑ ∂x

∂ui

∂ui
dt

dt

ds
=
∑

xiu̇
i dt

ds

となるので

x”(t(s)) =
d

ds

(∑
xiu̇

i dt

ds

)

=
∑
i

∑
j

xij u̇
j u̇i
(
dt

ds

)2

+ xi

(
dt

ds

)2

üi +

(
dt

ds

)2

u̇i

xi

=
∑
i

∑
jk

Γijku̇
j u̇i
(
dt

ds

)2

+

(
dt

ds

)2

üi +

(
dt

ds

)2

u̇i

xi +
∑
jk

hjku̇
j u̇k

(
dt

ds

)2

en (4.1)
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のようになる。ここで弧長パラメタ sを用いて

x(s) = x(t(s))

で表すと ∂u

x”(s) =
d

ds

(∑ dui

ds
xi

)

=
∑
i

d2ui
ds2

+
∑
jk

Γijk
duj

ds

duk

ds

xi +
∑
jk

hjk
duj

ds

duk

ds
en

となる。第一項が 0となる曲線が測地線になる。

d2ui

ds2
+
∑
jk

Γijk
duj

ds

duk

ds
= 0

よって曲面上の曲線 x(s)の曲率ベクトルを次のように分解する。

x”(s) := kg + kn,
(
kg ∈ Tx(s),kn ⊥ Tx(s)

)
(4.2)

この時の曲率の大きさをとり、接平面と垂直な次を法曲率という。

式 4.1より

κn := ||kn||

=
∑
jk

hjku̇
j u̇k

(
dt

ds

)2

また、κg := ||kg||を測地曲率という。
弧長 sの変分の 2乗は

ds2 =
∑

gjku̇
j u̇kdt2

から

κn =
∑

hjku̇
j u̇k

(
dt

ds

)2

=

∑
hjku̇

j u̇k∑
gjku̇j u̇k

(4.3)

と表すことができる。すなわち、κn は点 x(s) における単位円周上の 2次同次関数となる。
これは法曲率が曲線の速度ベクトルの方向のみで決まることを示す。

4.2 第 1基本形式

物体の運動、あるいは拡張して、観測可能な物理量の変化を我々は複数の立場で観測することを考える。こ

の時、今のところ時間をパラメタにとり、この変化は共通していると仮定する。この時間変化に対してどの観

測者も同じ観測量を得るものは何だろうか。

このコンセプトが第 1基本形式になる。では前節の準備を終え、考えていこう。
x : D → R3 を曲面 S の正則表示とし、D内の曲面を (u(t), v(t)) (a ≤ t ≤ b)として

c : [a, b] → S

を

x(t) = x(u(t), v(t))
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で表す。第 2部の曲面の力学でみたように、この曲線の速度ベクトルは

dx(t)

dt
= x1

du

dt
+ x2

dv

dt
(4.4)

と書ける。ここで

u1 := u, u2 := v,xi :=
∂x

∂ui

さらに式 3.41から改めて、

E := ⟨x1,x1⟩ , F := ⟨x1,x2⟩ , G := ⟨x2,x2⟩

で定義すると、x(a)から x(b)までの弧長 s(t)は式 4.4より

s(t) =

∫ t

a

||ẋ(u)||du

=

∫ t

a

√
E

(
du

dt

)2

+ 2F
du

dt

dv

dt
+G

(
dv

dt

)2

dt

とおける。そこで

I := ds2 = Edu2 + 2Fdudv +Gdv2

を曲面の第 1基本形式という。
曲線の長さは

L(c) =

∫ b

a

|| ˙x(t)||dt

となり、曲面 uの正則表現に依存しない。

これは例えば領域

D =
{
(v1, v2) ∈ R2

}
E =

{
(u1, u2) ∈ R2

}
として、x(D) ∩ x(E)では x(u1, u2) = y(v1, v2)が存在するのでヤコビアンの成分を

Api :=
∂vp

∂ui
, Bjq :=

∂uj

∂vq

と置けば次のように変換される。

xi =
∑
p

∂y

∂vp
∂vp

∂uj
=
∑
p

Apiyp

yp =
∑
j

∂y

∂uj
∂uj

∂vp
=
∑
j

Bjpxj

変換された g̃pq := ⟨yp,yq⟩とすると

gij = ⟨xi,xj⟩ =

⟨∑
p

Apiyp,
∑
q

Aqjyq

⟩
=
∑
pq

ApiA
q
j g̃pq

dui =
∑
i

Bipdv
p
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となるので次のように第 1基本形式は不変になる。∑
ij

gijdu
idvj =

∑
ij

∑
pqrs

ApiA
q
j g̃pq

(
Birdv

r
) (
Bjsdv

s
)

=
∑
pqrs

g̃pqδ
p
rδ
q
sdv

rdvs

=
∑
pq

g̃pqdv
pdvq

従って曲線の長さは

L(c) =

∫ b

a

√∑
ij

gijduidvjdt =

∫ b

a

√∑
pq

g̃pqdvpdvqdt

と、どちらの基底と計量を用いても同じになる。これは物体の運動を異なる系にいる観測者が見ても、その

運動の距離は同じものとして

観測できることを示す重要な関係式である。

従って、第 1基本形式を Iとして

ds2 =

2∑
i,j=1

gijdu
iduj , gij = ⟨xi,xj⟩

とすれば、相対論の不変長に相当し、座標変換に関係なく不変になる。

4.3 第 2基本形式

　 R3 内の (u, v) ∈ S2 の曲面のある点 x(u, v)で接平面をつくることができた。

しかし、曲面であれば他の位置では接平面から離れることになる。

そこで接平面と曲面がどれくらい離れているかを計測する方法を考えたい。これが第 2基本形式のコンセプ
トになる。

では第 1基本形式をふまえ、考えていこう。
点 x(u, v)から微小距離離れた x′ = x(u+∆u, v +∆v)から接平面に下ろした垂線の長さを aとする。

この aを求めるためには∆x = x′ −xと曲面と垂線の交点での単位法線ベクトル enとの内積をとればよい。

en =
xu × xv

||xu × xv||
(4.5)

これを次のように∆の 2次までとる。

a = ⟨x (u+∆u, v +∆v)− x(u, v), en(u, v)⟩

= ⟨(∆uxu +∆vxv) , en⟩+
⟨
1

2

(
(∆u)

2
xuu + 2∆u∆vxvu + (∆v)

2
xvv

)
, en

⟩
+O(∆3 + · · · )

この第 1項は (∆uxu +∆vxv)は接平面上にあるベクトルなので、法線ベクトル en と直交し、内積は 0に

なる。

3次移項は無視するので、有効なのは第 2項のみになる。そこで

h11 = L = ⟨xuu, en⟩

h12 =M = ⟨xuv, en⟩

h22 = N = ⟨xvv, en⟩
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と置けば

a =
1

2

(
(∆u)

2
L+ 2∆u∆vM + (∆v)

2
N
)

と近似できる。しかし、L =M = N となる場合があったとしても、実際には 3次以降の成分は生きるので

a =
1

6

(
(∆u)

3
A+ (∆u)

2
∆vB +∆u (∆v)

2
C + (∆v)

3
D
)

とすることができて、実際に 3次方程式

Ax3 +Bx2y + Cxy2 +Dy3 = 0

が実根を持てば接平面 Tx(u,v) は曲面と次の図ように 3本の曲線で交わるので曲面を 6つに分割する。

図 4.1: monkey saddle;u3 − uv2 のグラフ

さらに、これは式 3.42,3.43,3.44と同等で式 4.5より、

L =
|xuuxuxv|
||xu × xv||

M =
|xuvxuxv|
||xu × xv||

N =
|xvvxuxv|
||xu × xv||

となる。そこで第 2基本形式を IIとして

II :=

2∑
i,j=1

hijdu
iduj = Ldu2 + 2Mdudv +Ndv2 (4.6)
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hij :=

2∑
i,j=1

⟨xij , en⟩ =
|xijx1x2|
||x1 × x2||

= −⟨xi, ej⟩ (i, j = 1, 2)

と表す。この第 2基本形式もまた、座標系の選び方に依存しない。これは先と同様に領域

D =
{
(v1, v2) ∈ R2

}

E =
{
(u1, u2) ∈ R2

}
として、x(D) ∩ x(E)では x(u1, u2) = y(v1, v2)が存在するのでヤコビアンの成分を

Api :=
∂vp

∂ui
, Bjq :=

∂uj

∂vq

と置けば次のように変換された。以下では添え字の和をアインシュタイン既約で省略する。

xi =
∂y

∂vp
∂vp

∂uj
= Apiyp

yp =
∂y

∂uj
∂uj

∂vp
= Bjpxj

dui = Bjpdv
p

dvp = Api du
i

また、

ei =
∂en
∂ui

=
∂en
∂vp

∂vp

∂ui
= Api ep

ep :=
∂en
∂vp

として

hij = ⟨xij , en⟩ = −⟨xi, ej⟩ (4.7)

h∗pq = ⟨ypq, en⟩ = −⟨yp, eq⟩ (4.8)

となるので

hijdu
iduj = h∗pq

(
Api du

i
) (
Apjdu

j
)
= h∗pqdv

pdvq

となり、不変になる。

4.4 幾何的な意味

最初の問題にもどり、この第 2基本形式の幾何的な意味を考えておこう。そのために Cr 級の関数上の点

f : D → R

u := (u1, u2, 0) ∈ D
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を考える。ただし、D ⊂ R2 は前節の e1, e2 の張る領域である。

h := (h1, h2, 0)

は十分に小さいベクトルとすると fi := ∂f/∂ui として、Taylor展開すると

f(u1 + h1, u1 + h1) = f(u1, u2) + h1f1 + h2f2 +
1

2

(
h21fuu + 2h1h2fuv + h22fvv

)
+O(3) (4.9)

となる。領域内のベクトル x(u)は前節は第 1成分にとったが、第 3成分をここでは f(u1, u2) = f(u)として

x(u) :=

 u1

u2

f(u)

 = u1e1 + u2e2 + f(u1, u2)e3

x(u+ h) :=

 u1 + h1

u2 + h2

f(u+ h)

 = u1e1 + u2e2 + f(u1 + h1, u2 + h2)e3

とおく。つまり z成分（図では高さ）は x, y成分の関数で表されるような曲面を考えるのである。

これにより曲面上の 2点を
P := x(u), Q := x(u+ h)

として、下図に示す。これで端点が固定できた。

この差は、f の引数 (u1, u2) = uと表記して、式 4.9より、3次以上を無視して、

Q− P = x(u+ h)− x(u)

=

 h1

h2

f(u+ h)− f(u)


= h+ h1f1 + h2f2 +

1

2

(
h21fuu + 2h1h2fuv + h22fvv

)
e3 +O(3) (4.10)

ただし、

fi :=
∂fi
∂ui

xij :=
∂2x

∂ui∂uj
=

 0

0

f(u)

 (4.11)

とする。次に端点 PQを結ぶ曲線を tの関数で表すことを考える。

つまり、点 x(u)を通り h, e3 で張られる平面を ΠP (h, e3)とすると、切り口の曲線を

t→ x(t) := x(u+ th) (4.12)

とおく。下図では黄色網掛けの長方形の部分である。

これは曲面の切り口なので第 3項が z方向の高さになる。ただし、図のように zh平面で切っているので

x(t) =

 u1 + th1

u2 + th2

f(u+ th)

 = u+ th+ f(u+ th)e3 (4.13)

となる。ベクトル hを決めてから tで x(t)を変化させていることに注意する。
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図 4.2: 曲面の接平面と垂直面での切り口

上図では、接点 x(u)からはじまる切り口の曲線、式 4.13が赤曲線で描いてある。(0 ≤ t ≤ 1)
このパラメタにより端点 P,Q 点が x(0),x(1)で次のように表すことができる。

P : x(0) = u+ f(u)e3

Q : x(1) = u+ h+ f(u+ h)e3

端点の間は任意に x(t)で表すことができる。

この切り口の曲線の t = 0での接線の傾きは、ベクトル hに沿って切り取っているので、

この単位ベクトルと f の勾配との内積を考えればよい。

lim
t→0

f(u+ th)− f(u)

||th||
=

⟨
∇f(u), h

||h||

⟩
=
h1f1 + h2f2

||h||
(4.14)

となる。これは曲面の接平面 Tx(u) と ΠP (h, e3)の傾きに等しく、式 4.9の f(u+ h)− f(u)の 1次近似に
等しい。

次に式 4.10,4.6から

x(u+ h)− x(u)− ⟨∇f(u),h⟩ e3 =
1

2
II(h1, h2)e3 +O(3) (4.15)

を考える。4.13から

x(0) =

 u1

u2

f(u)


となるので、x1,x2 が作る平面の単位法線ベクトル en は

⟨
∇f(u), h

||h||

⟩
に垂直にならないといけない。

従って式 4.14との内積が 0になるので
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en =
x1 × x2

||x1 × x2||
=

1

∆

 −f1
−f2
1

 , ∆ :=
√

1 + f21 + f22 = ||x1 × x2||

と表すことができる。従って 4.11から

hij = ⟨xij , en⟩ =
1

∆

⟨ 0

0

f(u)

 ,

 −f1
−f2
1

⟩

=
1

∆
(0, 0, fij)

 −f1
−f2
1

 ,=
1

∆
fij (4.16)

となる。また、e3 = (0, 0, 1)とおけるので

⟨e3, en⟩ =
1

∆
(0, 0, 1)

 −f1
−f2
1

 =
1

∆

となり、このベクトルのなす角 αは

α = cos−1 1

∆

である。ここで微小変位の 1形式を
dui = hi, duj = hj

とおくと、4.6から 4.16を用いて第 2基本形式は hi, hj を用いて次のように表すことができる。

II(h1, h2) =

2∑
i,j=1

hijdu
iduj =

2∑
i,j=1

hijhihj = Ldu2 + 2Mdudv +Ndv2

=
1

∆

∑
i,j

fijhihj


つまり、第 2基本形式 II(h1, h2)の幾何的な意味は曲面 x(u+ h)− x(u)− ⟨∇f(u),h⟩ e3 の
単位法線 en(u)への射影である。曲面の単位法線への射影が意味を持つ。

この hij 行列は曲面の形を決める。

rank(hij) = 0

であればユークリッド平面のように対角成分しかもたないので、平坦になる。さらに

hij = κδij

であれば臍点である。

4.5 Meusnierの定理

　曲面上の点 p = x(0)における曲面の法線ベクトルと接ベクトル x′(0)とで張られる平面をΠとする。

この曲面とΠとの交線を

x̄(s), (−ϵ < s < ϵ)
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x̄(0) = p, x̄′(0) = x′(0)

とする。閉曲線 x̄(s)の曲率ベクトルを R̄(s),曲率を κ̄(s)、pにおける曲面の単位法線ベクトルを en(0)とし、

R̄(0) = κ̄(0) · en(0), κ̄(0) > 0

となるように定める。

　前節の図ではみにくかった x”と曲面の法曲率のなす角を αとおく。4.2より

x” = Rn +Rg

のように法曲率と測地曲率の和に書けた。点 p = x(0)における法曲率は

Rn(0) = ⟨x”(0), en(0)⟩ en(0)

とかけるので

κn (x
′(0)) = ⟨x”(0), en(0)⟩ = κ cosα

を満たす。よって

x(u1(s), u2(s)), x(0) = p

の曲率 κ(0) ̸= 0とする。この時 x′(0)の定める法曲率は

κn(x
′
(0)) = κ(0) · cosα

を満たす。これをMeusnierの定理という。
これを半径 rの球面 S2(r) ∈ R3 で考えてみよう。

図のように球面上の 1点 pを通る小円 x(s)が平面Πに含まれているとする。

小円の半径は 1/ cos θだから

κ(0) =
1

r cos θ

となる。pにおける内向きの法線を en(p)と x′′(s)とのなす角は θだからMeusnierの定理より

κn = ⟨x”, en⟩ =
1

r cos θ
· cos θ = 1

r

となることがわかる。

図 4.3: x”(s)と en とのなす角が θになる

166



4.6 主曲率

曲面上の 1点 p = x(t)を固定して、接ベクトルを変化させる。この時の法曲率の最大、最小を探したい。

そこで ξ =
∑
ξixi ̸= 0とすると式 4.3より

κn(ξ) =

∑
hjkξ

jξk∑
gjkξjξk

(4.17)

と書き換えることができる。この分母を払い、ξで微分すると∑
j

(
hijξ

j
)
= κn

∑
gjkξ

j +
∑
j,k

∂κn
∂ξi

gjkξ
jξk

となる。κn(ξ)が極値をとれば ∑
j

(hij − κngjk) ξ
j = 0, (i = 1, 2) (4.18)

となるので行列表示で (
k11 − κng11 k12 − κng12

k21 − κng21 k11 − κng22

)(
ξ1

ξ2

)
= 0

となる。ξ ̸= 0だからこの行列式が

det

(
k11 − κng11 k12 − κng12

k21 − κng21 k11 − κng22

)
= 0

とすると次の κn(ξ)についての 2次方程式が得られる。

det(gij)κ
2
n − (g11h22 + g22h11 − 2g12h21)κn + det (hij) = 0

この解を κ1, κ2 とおけば解と係数の関係から gij = g−1
ij だから

2H := κ1 + κ2 =
g11h22 + g22h11 − 2g12h21

det (gij)
=
∑
ij

gijhij

K := κ1κ2 =
det(hij)

det(gij)

が得られ、これは式 3.22,3.23の平均曲率H とガウス曲率 Gである。

法曲率の極値 κ1, κ2 を主曲率という。次のように主曲率は 2次方程式の解と係数の関係を満たすので

K = κ1κ2, H =
κ1 + κ2

2

次の特性方程式の解になる。

κ2 − 2Hκ+K = 0

従って、今後この κを主曲率と呼ぶこともある。

また、主曲率を与える方向を主曲率方向という。

図のようにある点のあらゆる方向に主曲率を与えるうような点は臍点（せいてん）になる。
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図 4.4: 球のようにどこでも臍点がととれるわけではない。曲面の形状と臍点の数はどういう関係があるだろ
うか。

速度ベクトルがつねに主曲率方向に接する曲線を主曲率線という。

前節ではワインガルデン写像を用いて

K(p) = det [W ] ,H(p) =
1

2
Tr [W ]

としたことに対応している。

4.7 漸近方向

　曲面において法曲率が 0となる方向を漸近方向といい、速度ベクトルが常に漸近方向に接する曲線を漸近

線とする。

これらは曲面に固有の量で曲面の正則表示に依存しない特徴を持つ。
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図 4.5: 鞍型の曲面と法ベクトルを軸に回転した平面との交線
右には法曲率のグラフが描いてある。

下の図では法曲率が 0の漸近線が交線になっている。

図のような幾何的な関係は代数的な関係と対応する。例えば固有値との関係を見ると

Aを実対称行列 (n× n)とする。次のような関数を定義する。

f : Sn−1 → R

f(X) := XtAX = ⟨AX,X⟩ , (X ∈ Sn−1) (4.19)

この時、X が Aの固有ベクトルとなるための必要十分条件はX が f 臨界点であることである。

これを示すと球面上の点X ∈ Sn−1 ⊂ Rnにおける任意の接ベクトルを Y ∈ TXS
n−1とし、Y に接する球面

上の曲線を c(t)とする。

c(0) = X, ċ(0) = Y

である。この時、f(t) := f(c(t))とおくと定義式 4.19からX = c(t), (t ∈ (−ϵ, ϵ))とすれば

f(t) = ⟨Ac(t), c(t)⟩

となる。よって微分して t = 0とすると Y = ċ(0)だから

f ′(0) = 2c(0)ċ(0) = 2 ⟨AX,Y ⟩
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となる。よってX が Aの固有ベクトルであれば

AX ⊥ Y

となるので

f ′(0) = 0

となる。

固有値が物理的な観測量と対応したように、この漸近方向は第 8部で扱うスケーリング則や共形場理論と関
係する。

この考察は第 8部でおこなう。

4.7.1 Rodrifuesの公式

　曲面を扱うのに有用な公式を示す。Rodrifuesの公式の内容は次のようになる。
主曲線方向に沿って、単位法線ベクトル場を微分すると主曲率ベクトルに従属する。逆も成り立つ。

曲線上の点 x(t)における接ベクトル
˙

˙ (t) =
∑ dui

dt
xix

が主曲率ベクトルになれば式 4.18より次が成り立つ。∑
i

(
hij

dui

dt
− κgij

dui

dt

)
= 0, (∀j = 1, 2)

よって

hij = ⟨ei,xj⟩

gij = ⟨xi,xj⟩

だったから

∑
(⟨ei,xj⟩+ κ ⟨xi,xj⟩)

dui

dt
= 0, (∀j = 1, 2)

が成り立つ。一方で
d

dt
en(x(t)) :=

∑
i

ei
dui

dt
,
d

dt
x(t) =

∑
i

xi
dui

dt

となるので次のように置き換えることができる。

−
∑

(⟨ei,xj⟩+ κ ⟨xi,xj⟩)
dui

dt
=

⟨
xj ,

(
d

dt
en (x(t)) + κ

d

dt
x(t)

)⟩
= 0, (∀j = 1, 2)

これから次のRodrifuesの公式が得られる。

d

dt
en (x(t)) + κ

d

dt
x(t) = 0 (4.20)

ここで主曲率ベクトルを次で定義すると

κ⃗ := κ
d

dt
x(t)

なので、主曲線方向に沿って、単位法線ベクトル場を微分すると主曲率ベクトルに従属することを示す。

例えば座標曲線が主曲線のときは Rodriguesの公式から

e1 + κ1x1 = 0
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となり、

h12 = −⟨e1,x2⟩ = 0

であり、逆に

g12 = h12 = 0 (4.21)

を満たす
(
u1, u2

)
∈ Dの座標曲線は曲率線になる。

実際に接ベクトル ξ =
∑
ξixi に対する法曲率 λ(ξ)は式 4.3より

λ(ξ) =
h11(ξ

1)2 + h22(ξ
2)2

g11(ξ1)2 + g22(ξ2)2

となる。また、全ての方向で主曲率が等しくなるような臍点を除いて曲面上の点の近傍で 2つの主曲率方向
は必ず直交する。

つまり、曲率線が座標曲線になるような正則表示がとれる。この証明は次のように積分曲線を用いて説明で

きる。

ある開領域 U の近傍で滑らかなベクトル場X1,X2 とし、p ∈ U を通る積分曲線を

dci(t)

dt
= Xi ◦ ci(t), ci(0) = p, (i = 1, 2)

とする。ϵ > 0を十分小さい数として c1(t)を通る積分曲線X2 は tが (−ϵ, ϵ)の範囲を動く時、次の図のよ
うに pの近傍 U1(p)を

単純に覆う。同様に c2(t)を通る積分曲線X1は tが (−ϵ, ϵ)の範囲を動く時、次の図のように pの近傍 U2(p)

を単純に覆う。

図 4.6: [103]より：(−ϵ, ϵ)× (−ϵ, ϵ)の左図の点線内の領域が右図の x(s, t)の領域に写る。

この時、左図の格子上の点は右図の点に写る。デカルト座標を極座標に写すのと同じである。ci(0) = pと決め

る。

x1 が動径方向、x2 が角度方向になる。これにより、積分曲線は円周に写る。

そこで U1(p)∩U2(p)の連結成分で pを含むものを Upとおく。任意の点 q ∈ Upに対して qを通るX1, X2の

積分曲線が c2(−ϵ, ϵ), c1(−ϵ, ϵ)とそれぞれ一意的に決まる点 c2(s2), c1(s1)で交わる。

ϕ(q) := (s1, s2), xs(s, t) := ϕ−1(s, t)

と決めると、

x : (−ϵ, ϵ)× (−ϵ, ϵ) → R3
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は滑らかかつ 1 : 1な写像になる。よってベクトル場

xs = X1, xt = X2

は 1次独立になり、xは rank(x) = 2の正則表示といえる。

具体的に回転面の場合、正値関数 f : R → R+ を母線とする回転面 x :R× (0, 2π) → R3 を

x(u1, u2) :=

 u1

f(u1) cosu2

f(u1) sinu2


例えば f(u) =

√
uの時は次の図のようになる。

図 4.7: gx(u1_, u2_):=
{
u1,

√
u1 cos(u2),

√
u1 sin(u2)

}
この時の接ベクトル場と単位法線ベクトル場 en は

∆ := ||x1 × x2|| =
√
1 + (f ′)

2

として

x1 =

 1

f(u1)′ cosu2

f(u1)′ sinu2

 , x2 =

 0

f(u1)′ cosu2

f(u1)′ sinu2

 , en =
1

∆

 f ′

− cosu2

− sinu2
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となるので第 1基本形式は ⟨x1,x2⟩から

ds2 = ⟨x1,x1⟩
(
du1
)2

+ ⟨x2,x2⟩
(
du2
)2

=
(
1 + (f ′)

2
) (
du1
)2

+ f2
(
du2
)2

= ∆2
(
du1
)2

+ f2
(
du2
)2

また、第 2基本形式は hij := ⟨xij , en⟩から

h11 =
−f ′′

∆
, h12 = 0, h22 =

f

∆

となる。ここにRodrifuesの公式を用いると、式 4.21の条件

g12 = h12 = 0

を満たしたので u1, u2 の座標曲線は共に曲率線となる。この時の主曲率は

κ1 =
h11
g11

=
−f ′′

∆3
, κ2 =

h22
g22

=
1

f∆

となる。

4.7.2 例：双曲放物線

　双曲放物線の正則表示は次のようになる。

x(u, v) :=

 u

v

auv

 ,
(
(u, v) ∈ R2

)
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図 4.8: S = {u, v, uv}の曲面

前と同様に

xu =

 1

0

av

 , xv =

 0

1

au

 , en =
1

∆

 −au
−au
1



xuu =

 0

0

0

 , xvv =

 0

0

0

 , xuv =

 0

0

a

 ,

⟨xi,xi⟩ = 2 + a2v2 + a2u2

||x1 × x2|| =

∣∣∣∣∣∣∣
 1

0

av

×

 0

1

au


∣∣∣∣∣∣∣ = ∆ =

√
1 + a2(u2 + v2)

さらに第 1形式、第 2形式から

gij =

(
1 + a2v2 a2uv

a2uv 1 + a2v2

)
, hij =

(
0 a

∆
a
∆ 0

)
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となる。漸近方向ベクトルを ξ =
∑
ξixi とすると

2∑
i,j=1

hijξ
iξj = 2

a

∆
ξ1ξ2 = 0

となるので式 4.21の条件
g12 = h12 ̸= 0

は満たさないが x1,x2 が法曲率が 0となる漸近方向ベクトルである。

この双曲放物線面上に固定点をとり、x(u0, v0)とする。この点を通る 2つの漸近線を ℓi(t), (i = 1, 2)として

求めたい。

x(u0, v0)を始点とし、方向ベクトルを xi(u0, v0)とするので

ℓ1(t) = x(u0, v0) + txi(u0, v0)

=

 u0

v0

au0v0

+ t

 1

0

av0


= x (u0 + t, v0)

同様に

ℓ2(t) = x(u0, v0 + t)

となる。

これは漸近線 ℓi (R)は曲面に含まれることを表す。その速度ベクトルが xiとなっているので、これは漸近線

である。

次に点 x(u0, v0)における主曲率方向ベクトルを η1, η2として、これを求める。漸近方向が主曲率ベクトルで

2分されたから
η1 :=

xu

||xu||
+

xv

||xv||

η2 :=
xu

||xu||
− xv

||xv||

とおく。これは

⟨η1, η2⟩ = 0

を満たし、直交ベクトルである。

E := g11, F := g12, G := g22

とすると

η := η1
x1√
E

+ η2
x2√
G

とかける。よって式 4.3から

κn(η) =

∑
hjkη

jηk∑
gjkηjηk

=
2 a∆η

1η2
√
EG (η1)

2
+ 2Fη1η2 +

√
EG (η2)

2 (4.22)

となる。そこで

η1 := tη2
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として、代入し、κn(t)とみなすと

κn(t) ≃
t

1 + t+ t2

として κn − tは次のようなグラフになる。

図 4.9: κn(t)のグラフ

　従って、t = 1で最大値をとり、これが η1 になり、t = −1で最小値をとり、これが η2 となる。

4.7.3 Beltrami-Enneperの定理

4.8 第 2基本形式

(u1, u2) ∈ U に対し

x(u, v) = (x1(u, v), x2(u, v), x3(u, v))

en =
x1 × x2

||x1 × x2||

と書くと、{x1,x2, en}は空間の基底とみなせる。

dx = (dx1(u, v), dx2(u, v), dx3(u, v)) = xudu+ xvdv (4.23)

となる。接平面内のベクトル e1, e2 とし、正規直交標構を e = {e1, e2, e3}とする。
この時、

e1 =
xu

||xu||
, e2 =

xv − ⟨xv, e1⟩ e1
||xv − ⟨xv, e1⟩ e1||

とおける。また、

xu = a1e1 + b1e2, xv = a2e1 + b2e2

とおけば、式 4.23は接平面の基底で表すことができて

dx = (a1du+ a2dv) e1 + (b1du+ b2dv) e2
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この表現では接ベクトルを基底にとっていることに留意する。そこで微分 1形式となる成分を

θ1 = a1du+ a2dv, θ2 = b1du+ b2dv

と置けば

dx = θ1e1 + θ2e2

であり、第 1基本形式を ds2 として

ds2 = ⟨dx, dx⟩ = ⟨θ1e1 + θ2e2, θ1e1 + θ2e2⟩ = θ21 + θ22

となる。

4.9 Stokesの公式

前節でストークスの定理は式 1.4から ∮
C

drϕ =

∫
S

dS×∇ϕ

とベクトル的に表すことができた。

さらに前部でストークスの定理を微分形式からホモロジーを用いて k次元キューブ Ik上で定義された (k−1)

次微分形式 ω ∈ Ωk(Ik)を考えると ∫
Ik
dω =

∫
∂Ik

ω (4.24)

となることを見た。

ここでは曲率や曲面の基本量を定義したので、これらを用いて、一般的に証明しよう。

Dを uv平面内の領域とし、1形式
ϕ = fdu+ gdv ∈ D (4.25)

を定義しておく。D内の曲線 C : u(t), v(t); (a ≤ t ≤ b)に沿う線積分を∫
C

ϕ =

∫ b

a

(
f
du

dt
+ g

dv

dt

)
dt

と定義する。次に領域D内で定義された 2次微分形式を

ψ = fdu ∧ dv

を作り、その積分を、区分的になめらかな領域を A ∈ Dとして∫
A

ψ =

∫ ∫
A

fdudv

で定義する。

この時、ストークスの公式は ∫
A

dϕ =

∫
∂A

ϕ

で表される。証明は以下のようになる。4.25より、2形式をつくると

dϕ =

(
∂f

∂u
− ∂g

∂v

)
du ∧ dv

ここで uv平面の領域 Aと、xy平面の長方形領域 B が微分同相である場合を考える。この写像 F : A→ B

を

u(x, y), v(x, y)
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で与え、ヤコビアンは
∂(u, v)

∂(x, y)
> 0

としておく。この時 ∫∫
A

f(u, v)dudv =

∫∫
B

f (u(x, y), v(x, y))
∂(u, v)

∂(x, y)
dxdy

が成り立つ。そこで次の領域 Aの 1次微分形式を

ϕ = f(u, v)du+ g(u, v)dv (4.26)

を領域 B 上に微分同相写像 F で写すと B 上の 1次微分形式は ϕ ◦ F = F ∗ϕとして

F ∗ϕ =

(
f
∂u

∂x
+ g

∂v

∂x

)
dx+

(
f
∂u

∂y
+ g

∂v

∂y

)
dy (4.27)

これから 2形式を作ると

d (F ∗ϕ) =

∂
(
f ∂u∂y + g ∂v∂y

)
∂x

−
∂
(
f ∂u∂x + g ∂v∂x

)
∂y

 dx ∧ dy (4.28)

となるが
∂f

∂x
=
∂f

∂u

∂u

∂x
+
∂f

∂v

∂v

∂x

∂f

∂y
=
∂f

∂u

∂u

∂y
+
∂f

∂v

∂v

∂y

∂g

∂x
=
∂g

∂u

∂u

∂x
+
∂g

∂v

∂v

∂x

∂g

∂y
=
∂g

∂u

∂u

∂y
+
∂g

∂v

∂v

∂y

となり、

∂
(
f ∂u∂y + g ∂v∂y

)
∂x

−
∂
(
f ∂u∂x + g ∂v∂x

)
∂y

=

(
∂f

∂u

∂u

∂x
+
∂f

∂v

∂v

∂x

)
∂u

∂y
+

(
∂g

∂u

∂u

∂x
+
∂g

∂v

∂v

∂x

)
∂v

∂y

−
(
∂f

∂u

∂u

∂y
+
∂f

∂v

∂v

∂y

)
∂u

∂x
−
(
∂g

∂u

∂u

∂y
+
∂g

∂v

∂v

∂y

)
∂v

∂x

=
∂f

∂v

∂v

∂x

∂u

∂y
− ∂f

∂v

∂v

∂y

∂u

∂x
+
∂g

∂u

∂u

∂x

∂v

∂y
− ∂g

∂u

∂u

∂y

∂v

∂x

=

(
∂g

∂u
− ∂f

∂v

)(
∂u

∂x

∂v

∂y
− ∂u

∂y

∂v

∂x

)
となるので式 4.28は

d (F ∗ϕ) =

(
∂g

∂u
− ∂f

∂v

)(
∂u

∂x

∂v

∂y
− ∂u

∂y

∂v

∂x

)
dx ∧ dy

となる。一方で ϕを外微分すると式 4.26より

dϕ =

(
∂g

∂u
− ∂f

∂v

)
du ∧ dv

F が微分同相であるから B 上の 2次微分形式は F ∗dϕと書くことができた。上式を式 4.27に代入し
du ∧ dvを書き換えると
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F ∗dϕ =

(
∂g

∂u
− ∂f

∂v

)(
∂u

∂x

∂v

∂y
− ∂u

∂y

∂v

∂x

)
dx ∧ dy

= d (F ∗ϕ)

となることがわかる。ここで前部の 1次微分形式の引き戻しからも

d (F ∗ϕ) = d (ϕ ◦ F ) = F ∗dϕ

となるので ∫
A

dϕ =

∫
B

F ∗dϕ =

∫
B

d (F ∗ϕ) =

∫
∂B

F ∗ϕ =

∫
∂A

ϕ (4.29)

とすることができる。

これは 4.24のと同じである。

4.10 Gauss-Bonnetの定理

　はじめに簡単な場合として x : D → R3 を曲面 S の正則表示とし、A ⊂ Dが滑らかな閉曲線 C で囲まれ

る単連結な領域であるとする。

この時 Gauss-Bonnetの定理は次のようになる。Gauss曲率をK,測地曲率を κg として∫∫
x(A)

KdS = 2π −
∫
x(C)

κgds

ただし、sはDの向きに同調するように向き付けられた曲線 x(C)の弧長パラメタとする。

証明は以下のようになる。

曲面 S の正規直交基底を e1, e2 とすると xの外微分が θを 1次微分形式とすると

dx = θ1e1 + θ2e2

となる。弧長パラメタ sによる曲線は

x(s) = x (u(s), v(s))

とすると sによる微分は

x′ = ξ(s)e1 + η(s)e2

とおくと ωを単位歪対称行列 (ωii = 0, ωij = −ωji)として

dx′(s) = dξ(s)e1 + dη(s)e2 + ξ(s)de1 + η(s)de2

= dξ(s)e1 + dη(s)e2 + ξ(s)

3∑
j=1

ω1jej + η(s)

3∑
j=1

ω2jej

= (dξ(s) + η(s)ω21) e1 + (dη(s) + ξ(s)ω12) e2 + (dξ(s)ω13 + η(s)ω23) e3 (4.30)

とかける。さらにもう一度微分すれば

x′′(s)ds = dx′(s)
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となるはずだから x′′(s)を測地的ベクトル kg と法曲率的ベクトル kn に分けて

x′′(s) = kg + kn

とすると次の関係が導ける。

kgds = (dξ(s) + η(s)ω21) e1 + (dη(s) + ξ(s)ω12) e2 (4.31)

knds = (dξ(s)ω13 + η(s)ω23) e3

ここで ϕ(s)を e1 と x′(s)のなす角ととれば

ξ(s) = cosϕ(s), η(s) = sinϕ(s)

と置けるので

x′(s) = cosϕ(s)e1 + sinϕ(s)e2

となる。そこで、これと直交するベクトルを

a(s) = − sinϕ(s)e1 + cosϕ(s)e2

とおけば式 4.31より

kgds = (− sinϕ(s)dϕ+ sinϕ(s)ω21) e1 + (cosϕ(s)dϕ+ cosϕ(s)ω12) e2

従って ω12 = −ω21 だから

kgds = (dϕ− ω21)a(s)

が成り立つ。この大きさをとると測地曲率 κg = ||kg||だから

κgds = dϕ− ω21

となる。これを積分すると ∫
x(C)

κgds =

∫
x(C)

dϕ−
∫
x(C)

ω21

5 Lie微分

5.1 定義

第 4部でベクトル場について学んだ、ここでは曲がった空間を一般的に取り扱うのに有用な Lie微分を紹介
する。

関数 ϕと座標 xの 2つの変化があることがポイントである。
まず、座標変化については 4次元時空間において無限小変化を

x
′

µ → xµ + δxµ

とおくと場の量 ϕとその正準運動量は πは次のような変換を受ける。

ϕ′r(x
′
) = ϕr(x) + δϕr(x)

π′
r(x

′
) = πr(x) + δπr(x)
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この時、同じ座標で関数の変化を比較するよう Lie微分 Lが次のように定義できる。

Lϕ(x) ≡ ϕ′(x)− ϕ(x) (5.1)

つまり Lie微分は同じ座標で箱の変化の差をとったものである。通常の微分と関数の変分が

∂µϕ(x) ≡
ϕ(x

′
)− ϕ(x)

δxµ

δϕ(x) ≡ ϕ
′
(x

′
)− ϕ(x)

となったことに留意すると Lie微分は次のように書き直すことができる。

ϕ
′
(x

′
)− ϕ(x)− (ϕ

′
(x

′
)− ϕ

′
(x)) = δϕ(x)− δxµ∂µϕ(x) (5.2)

この Lie微分について詳しく見ていこう。前節でとりあげた流れ σ(t, x)と τ(t, x)をそれぞれベクトル場X,Y

が生成するとして

dσµ(s, x)

ds
= Xµ (σ(s, x))

dτµ(s, x)

ds
= Y µ (τ(s, x))

が成り立つとする。ここで流れ σ(s, x)に沿ったベクトルの変化について考える。

そのために図のようにベクトル Y の近傍の点を比較しないといけない。しかし、Yx と Yσx
とは異なる接空

間 TxM と Tσx
M に属するために次の写像が必要になる。

(σ−ε)∗ : TσxM → TxM

比較するために微分写像 (σ−ε)∗ で xへ移動する。

図 5.1: Yx と Yσx と比較するために微分写像 (σ−ε)∗ で xへ移動する。

このような考えのもとでベクトルを比較することから次の Lie微分が定義される。

LXY = lim
ε→0

1

ε
[(σ−ε)∗ Y |σε

− Y |x] (5.3)

これは次のように表記しても同等である。

LXY = lim
ε→0

1

ε

[
Y |x − (σε)∗ Y |σ−ε

]
(5.4)

つまり流れがあるおかげで可逆的に前後移動ができることがわかる。

まず、ベクトル場のリー微分を考える。第 2部でみた、引き戻しを利用することができる。
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接ベクトルXµ で作られるベクトル場に沿って 1変数のパラメタで記述される曲線を ϕt とすると点 P はこ

の曲線で ϕt(P )の点に移動する。

P → ϕt(P )

従ってこの点でのベクトルは Vϕt(P ) と表すことができる。よってこれを P 点に引き戻すと

Vϕt(P )pullback−−−−−→
(ϕ∗tV )P

となる。この時リー微分は一般に

(LXV )P = lim
t→0

(ϕ∗tV )P − VP
t

(5.5)

となる。

5.2 Lie括弧積

さらにこれを平面に拡大して考える。

第 2部で捩率テンソルが曲面上での無限小移動を考えたときの平行四辺形からのずれになることを見た。
ここでは流れの考え方でこのずれを見る。

図のように点 xから出発し、1つは流れ σに沿って εだけ移動した σ(ε, x)から次に流れ τ に沿って δ だけ

移動した τ(δ, σ(ε, x))に行く経路である。これを接ベクトルX,Y を用いて表すと

τµ(δ, σ(ε, x)) ∼= τµ(δ, xν + εXν(x))

∼= xµ + εXµ(x) + δY µ (xν + εXν(x))

∼= xµ + εXµ(x) + δY µ(x) + εδXν∂νY
ν(x)

となる。もう 1つは流れ τに沿って δだけ移動した τ(δ, x)から次に流れσに沿って εだけ移動したσ(ε, τ(δ, x))

に行く経路である。これを接ベクトルX,Y を用いて表すと

σ(ε, τ(δ, x)) ∼= σµ(ε, xν + δXν(x))

∼= xµ + δY µ(x) + εXµ (xν + δY µ(x))

∼= xµ + εXµ(x) + δY µ(x) + εδY µ∂νX
ν(x)

となる。よってこの差をとり、次のように Lie微分が定義できる。

lim
ϵ→0

1

ϵ
(τµ(δ, σ(ε, x))− σ(ε, τ(δ, x))) = δXν∂νY

ν(x)− δY µ∂νX
ν(x)

= [X,Y ] (5.6)

一般に 1形式 ωのX に沿った Lie微分を

ω|x ∈ T ∗
xM, ω = ωµdx

µ

とし、σϵ による引き戻し、
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(σϵ)
∗ω|σϵ(x) = ωµ(x)dx

µ + ϵ∂µ(X
νωµ)dx

µ

= ωµ(x)dx
µ + ϵ[Xν(x)∂νωµ(x) + ∂µX

ν(x)ων(x)]dx
µ

として

LXω ≡ lim
ϵ→0

1

ϵ

(
(σϵ)

∗ω|σϵ(x) − ω|x
)

= (Xν∂νωµ + ∂µX
νων) dx

µ (5.7)

= [X,ω]

である。

図 5.2: 異なる曲線に沿った経路の差

さらに関数 f の Lie微分は次のように定義できる。

LXf ≡ lim
ϵ→0

1

ϵ
(f(σϵ(x))− f(x))

= lim
ϵ→0

1

ϵ
(f(xµ + ϵXµ(x))− f(x))

= Xµ(x)
f(x)

∂xµ

= X [f ]

一般にテンソル場 tに対して

L[X,Y ]t = LXLY t− LY LXt (5.8)

が成り立つ。

従って Lie微分は時空の同じ点でテンソルの差をとることになるので共変的である。

5.3 内部積

　外積を一般化したので内積も一般化しておこう。X をベクトル場として

k次微分形式から k-1次微分形式つくる操作として内部積 iX を次で定義する。

iXω(X1, X2 · · ·Xk−1) = ω(X,X1 · · ·Xk−1)

iX : Ωk(U) → Ωk−1(U)

つまり内部積ではベクトル場X を固定する。外部積との関係として ω ∈ Ωk(U), η ∈ Ωl(U)の時、
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iX(ω ∧ η) = (iXω) ∧ η + (−1)kω ∧ (iXη) (5.9)

となる。関数 f に対しては

iXf = 0 (5.10)

である。

例えば、X = Xµ ∂
∂xµ と k形式 ω = 1

k!ωµ1···µkdx
µ1 ∧ · · · ∧ dxµk に対して

iXω =
1

(k − 1)!
Xνωνµ2···µs···µk

dxµ2 ∧ · · · ∧ dxµk

=
1

r!

k∑
s=1

Xµsωµ1···µs···µk
(−1)s−1dxµ1 ∧ · · · ∧ ˆdxµs ∧ · · · ∧ dxµk

となる。例えば k = 3で ωが 2形式であれば

iX3ω = iex(dx ∧ dy) = dy

iX1ω = iex(dy ∧ dz) = 0

iX2ω = iex(dz ∧ dx) = −dz

のように内積は 1形式をつくる。符号の変化に注意する。
微分形式の Lie微分はこの内部積を用いて簡明になる。1形式を ω = ωµdx

µ とすると

(diX + iXd)ω = d(Xµωµ) + iX

[
1

2
(∂µων − ∂νωµ)dx

µ ∧ dxν
]

= (ωµ∂νX
µ +Xµ∂µωµ) dx

ν +Xµ(∂µων − ∂νωµ)dx
ν

= (ωµ∂νX
µ +Xµ∂µων) dx

ν

とかけるが式 5.7より

LXω ≡ lim
ϵ→0

1

ϵ

(
(σϵ)

∗ω|σϵ(x) − ω|x
)

= (Xµ∂µων + ∂νX
µωµ) dx

ν

= (diX + iXd)ω (5.11)

が成り立つ。

5.4 テンソル

　テンソル場は局所的には関数とベクトル場と 1次微分形式からテンソル積や和が生成される。しかし、も
ともと接ベクトル場X を積分して 1パラメタ群 {ϕt}を作成し、ϕ̃−1

t Sを微分したわけだから ϕtに無関係に接

ベクトル場X から次リー微分を作れるはずである。

そこでまず関数 f のリー微分を考える。式 11.43から接ベクトル場を

X =
∑

ξi
∂

∂xi
(5.12)

とおくと
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LXf = Xf =
∑ ∂f

∂xi
ξi (5.13)

である。この時の ϕit は初期条件として t = 0で

ϕi(t, x) = xi (5.14)

とすると

ϕt = ϕ(t, x) = xi + ξi(x)t+O(t2) (5.15)

である。

次にベクトル場

Y =
∑

ηi
∂

∂xi
(5.16)

のリー微分 LXY がどうなるかみて見る。式 11.43から

ϕ−1
t = ϕ−t (5.17)

と考えて式 5.15から
ϕ−t = ϕ(−t, x) = xi − ξi(x)t+O(t2)

となることから tの高次の項は無視できるとして

∂ϕi(−t, x)
∂xj

= δij −
∂ξi

∂xj
t

ここで式同型関係が成り立つとして式 11.40から(
ϕ̃−1
t Y

)
x
=
(
ϕ̃−1
t

)
x
Yϕ(t,x)

が成り立つから式 5.16、式 5.15から

ηj(ϕ(t, x)) = ηj(xi + ξi(x)t)

= ηj(xi) +
∑
k

∂ηj

∂xk
ξk(x)t

となることを利用して

(
ϕ̃−1
t Y

)
x

=
∂ϕi(−t, x)

∂xj
Yϕ(t,x)

=
∑(

δij −
∂ξi

∂xj
t

)
ηj(ϕ(t, x))

∂

∂xi

=
∑(

δij −
∂ξi

∂xj
t

)(
ηj +

∑ ∂ηj

∂xk
ξkt

)
∂

∂xi

ここで t = 0は全空間で共有しているので ηj , ξi, ∂η
j

∂xk ,
∂ξj

∂xk の量は x = ϕ(0, x)での値である。

従って式 11.43は tの 2次以上を無視して次のように添え字をまとめることができる。

lim
t→0

1

t

[(
ϕ̃−1
t Y

)
x
− Yx

]
=

[
1

t

(∑(
δij −

∂ξi

∂xj
t

)(
ηj +

∑ ∂ηj

∂xk
ξkt

)
∂

∂xi
−
∑

ηi
∂

∂xi

)]
t=0

=
∑(

∂ηj

∂xk
ξk − ∂ξj

∂xk
ηk
)

∂

∂xj
(5.18)
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従って括弧の中は接ベクトル場を表していることがわかるから次のような単純な関係が求まる。

LXY = [X,Y ] (5.19)

X ベクトル場方向への Y ベクトル場の微分は交換積である。つまり、X に沿った Y の微分が Lie微分に
なる。

5.5 積分曲線 [11]

Rn 上の開集合 U(a, b)を考え、そのベクトル場をX とする。U の曲線

c = (c1, c2, · · · , cn) : (a, b) → U (a, b)

が次を満たせば cを p = c(0)を初期値とするX の積分曲線という。

ċ(t) ≡
(
dc1
dt

(t), · · · dcn
dt

(t)

)
= X (c(t)) ∈ Tc(t)Rn

これを未知数が c1, · · · cnだけある連立常微分方程式とすると解の存在定理から pを初期値とする積分曲線が

存在する。

この積分曲線は一意でなくてはいけないので点 pからいくつもの分岐が考えられる。例えば pを初期値とし

て積分曲線が 2つあれば
ci : (ai, bi) → U(i = 1, 2)

とすると各

t ∈ (a1, b1) ∩ (a2, b2) → c1(t) = c2(t)

とすることができる。ベクトル場X の積分曲線を全部集めると、次の写像 Φが得られる。V ⊂ U として

Φ : V × (−ϵ, ϵ) → U

において

Φ(p, 0) = p, (∀p ∈ V )

この時、pを固定した時の曲線

t→ Φ(p, t)

が pを初期値としたX の積分曲線である。

従って、{Φt}を局所 1パラメータ変換群、または単に流れという。
この時のパラメタは 0の近傍 (−ϵ, ϵ)であることに注意がいる。
例えば簡単にX = ∂/∂x とした時、

Φ(x, t) = x+ t

とすると xは開区間 (0, 1)で定義するので Φの定義域には注意が必要で

−x < t < 1− x

の範囲にないといけない。V = (a, b) ⊂ U として、

ϵ = min {a, 1− b}
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とすると、下図のように 1パラメタ変換群の定義域は

Φ : V × (−ϵ, ϵ)

となり、より小さく制限される。

図 5.3: [11]よりより:Φの定義域

この積分曲線が第 4部で定義したベクトル場の押し出し的な表現になる。例えば 4部で扱った

図 5.4: 左から x ∂
∂x + y ∂

∂y , x
∂
∂x − y ∂

∂y , y
∂
∂x − x ∂

∂y

のベクトル場を考えると 3番目の例として

Φ(a, b, t) = (−a cos t+ b sin t,−a sin t− b cos t)

とすれば次のような曲線が得られる。

図 5.5: t(0, 1)として bの値をわずかに変化させた場合
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この押し出し写像 Φは次のような性質を持っている。

まず接ベクトルを用いて次のような近似がとれる。

Φ(x, t) = x+ tX(t) +O(t2) (5.20)

次のように合成できる。ここでは添え字 s, tはパラメタを示し、微分ではないので注意する。

Φs ◦ Φt = Φs+t (5.21)

さらに逆写像がパラメタの戻しになる。

(Φt)
−1

= Φ−t (5.22)

5.6 Lie微分の例 [11]

いくつかの Lie微分の例をまとめておく。

5.6.1 関数の Lie微分

関数 f ∈ C∞(U)とすると、Φによる引き戻しは

(Φt)
∗
f ∈ C∞(V )

となるので点 x ∈ V での値は

d

dt

(
(Φt)

∗
f
)
(x) |t=0 =

d

dt
(f ◦ Φt) (x)|t=0

=
d

dt
|t=0f

(
x+ tX +O(t2)

)
= X(f)(x)

となり、

LXf = X(f)

となる。

前節の内部積を用いて関数に対しては式 5.10から iXf = 0だから

LXf = X(f) = df(X) = iX(df) = iX (df) + d (iXf)

が成り立つ。

5.6.2 ベクトル場の Lie微分

接ベクトル場 Y =
∑
Yi

∂
∂xi
とする。押し出しのベクトル場 (dΦ−t(Y )) (x)の値は、

式 5.22の関係からベクトル場 Y の Φt(x)における Y 方向 Y (Φt(x))への写像 Φ−t の微分になった。

そこで Y 方向成分 Y (Φt(x))を (y1, y2, · · · yn)として展開すると式 5.20から

yi(x) = Yi(x) + t
∑
j

Xj(x)
∂Yi
∂xj

(x) +O(t2)

また、Φ−t を成分 (ϕ1, · · ·ϕn)とすると式 5.20から逆関数なので符号が変化し、

ϕi(x) = xi − tXi(x) +O(t2)
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となるので

dϕi (Y (Φt(x))) =
∑
j

yj
∂ϕi
∂xj

=
∑
j

(
Y + t

∑
k

Xk
∂Yj
∂xk

)(
δij − t

∂Xi

∂xj

)
+O(t2)

= Yi + t

∑
k

Xk
∂Yj
∂xk

−
∑
j

Yj
∂Xi

∂xj

+O(t2)

つまり、これは tの 1次の項を見れば

LXY =
d

dt
(dΦ−t (Y )) |t=0

=
∑
i

∑
j

(
Xj

∂Yi
∂xj

− Yj
∂Xi

∂xj

) ∂

∂xi

= [X,Y ]

となり、これは前節の Lie括弧積である。

5.6.3 微分形式の Lie微分

微分形式を ωとする。Lie微分は定義から

LXω =
d

dt
(Φt)

∗
(ω) |t=0 (5.23)

一方で前節の内部積を用いると式 5.11から

LXω = (diX + iXd)ω (5.24)

これらは共に

d (Lω) = L (dω) (5.25)

L (ω ∧ η) = L(ω) ∧ η + ω ∧ L (η) (5.26)

を共に満たす。これらを簡単に示すことは教育的である。第一式の場合は

dϕ∗ = ϕ∗d

となることから定義より
d

dt
(Φt)

∗
ω|t=0 = lim

t→0

(Φt)
∗
ω − ω

t

は

d (LXω) = d

(
lim
t→0

(Φt)
∗
ω − ω

t

)
=

(
lim
t→0

(Φt)
∗
dω − dω

t

)
= LX (dω)

となる。
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第二式の場合は

ϕ∗ (ω ∧ η) = ϕ∗ω ∧ ϕ∗η

となるので

(Φt)
∗
(ω ∧ η)− ω ∧ η = (Φt)

∗
ω ∧ (Φt)

∗
η − ω ∧ η

= (Φt)
∗
ω ∧

(
(Φt)

∗
η − η

)
+
(
(Φt)

∗
ω − ω

)
∧ η

を得る。よって

LX (ω ∧ η) = lim
t→0

(Φt)
∗
(ω ∧ η)− ω ∧ η

t

= lim
t→0

(
(Φt)

∗
ω − ω

)
∧ η

t
+ lim
t→0

(Φt)
∗
ω ∧

(
(Φt)

∗
η − η

)
t

= LX(ω) ∧ η + ω ∧ LX (η)

となる。また、d2 = 0を用いると

d (diX + iXd)ω = diXdω = (diX + iXd) dω

であり内部積表現でも

d (Lω) = L (dω)

が成り立つ。

5.6.4 流れを用いたの Lie微分

前節で流れを定義したので、これを用いて Lie微分を表すことを考える。
ベクトル場X,Y、微分形式 A,ωとして前節の定義から

LXA =
d

dt
(Φt)

∗
A|t=0

となった。これを押し出しを用いれば

LXY =
d

dt
(dΦ−t (Y )) |t=0

である。先の例で実際に求めてみよう。流れを

Φ(a, b, t) = (a cos t− b sin t, a sin t+ b cos t)

とする。関数は f : R2 → Rを ρを 1変数、可微分関数とし、

f(x, y) = ρ
(
x2 + y2

)
とおく。引き戻しの定義から

Φ∗
t (f)(a, b) = f ◦ Φt(a, b)

= ρ
(
(a cos t− b sin t)

2
+ (a sin t+ b cos t)

2
)

= ρ
(
a2 + b2

)
となり、これは tに依存しない。従って

d

dt
Φ∗
t (f) (a, b) = 0
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となることがわかる。よってこの流れの積分曲線は原点中心の円である。

微分形式とした A = dxで置き換えると tを固定して、

Φ∗
t (dx) = d (a cos t− b sin t) = da cos t− db sin t

となるので点 pでは
d

dt
Φ∗
t (dx)|t=0 = −db

同様にして A = dyで置き換えると tを固定して、

Φ∗
t (dy) = d (a sin t+ b cos t) = da sin t+ d cos t

となるので点 pでは
d

dt
Φ∗
t (dy)|t=0 = da

となることがわかる。よって a, bが R2 の座標関数とみれば Φ(a, b, t) → Φ(x, y, t)に置き換えて

da = dx, db = dy

となる。よって定義から

LX(dx) = −db = −dy

LX(dy) = da = dx

となる。さらに Aを 2形式として
A = dx ∧ dy

とすると

Φ∗
t (dx ∧ dy) = Φ∗

t (dx) ∧ Φ∗
t (dx)

= dx ∧ dy = −dy ∧ dx

となるので

LX (dx ∧ dy) = d

dt
Φ∗
t (dx ∧ dy)|t=0

= 0

となる。

また、k次の外積と内部積は共に次の関係を満たす。

d (ω ∧ η) = (dω) ∧ η + (−1)
k
ω ∧ (dη)

iX (ω ∧ η) = (iXω) ∧ η + (−1)
k
ω ∧ (iXη)

6 共変微分

　アインシュタインが採用した物理的な空間は“曲がる”ことが可能なリーマン空間である。そこで 4次元
のリーマン空間をここでは考える。

ローレンツ変換の節で不変距離

ds2 = gµνdx
µdxν

が座標変換に対して一定であることをみた。空間が曲がってるいるとは、ある線分を延長したときに向きが

変化することである。

しかし、平行移動は向きが一定な移動であるから曲がった空間での平行移動を考えておく必要がある。
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6.1 平行移動

　平行移動を考えるには 1つ次元の高い空間に出て眺めてみるのが簡単である。そこでN 次元空間を考え、

直線座標

zn(n = 1, 2, 3 · · ·N)

を考える。4次元より大きい、n次元空間の添え字を以後m,nで表し、4次元の場合の µ, ν と区別する。N

次元空間での不変距離を

ds2 = hnmdz
ndzm

とおく。ただし、ここでの計量テンソルは平行移動が直線であるべきなので定数になる。

N 次元空間内の点を yn(x)とすると yn は xµ の関数になるから次のような微分が定義できる。

∂yn(x)

∂xµ
= yn,µ

従って式 8.6から微小変位は次のような微小変位の和

δyn = yn,µδx
µ

とかけるので

δs2 = hnmδy
nδym = hnmy

n
,µy

m
,ν δx

µδxν (6.1)

ここでは微分に対し、hnm が定数であるから

δs2 = yn,µ
(
hnmy

m
,ν

)
δxµδxν = yn,µyn,νδx

µδxν

となるので式 6.1と比較すれば
gµν = yn,µyn,ν (6.2)

と表すことになる。

第 2部で Hopf写像を考えて、4次元空間の 3次元への射影を考えた。
ここでは例えば 4次元の空間で微小ベクトル Aµ を考える。

4次元からみればこの空間内にこのベクトルがあるわけであるが式 6.2は、このベクトルを N 次元から見

れば

An = yn,µA
µ (6.3)

というベクトルに微分が作用したように見える。

従って平行移動してもN 次元空間内のベクトル An に変化はない。

空間が曲がれば一般のベクトルは空間をはみ出す。

従ってベクトルはその空間に射影されるわけである。そこで次に射影について考えよう。

6.2 射影

　　平行移動後の x+ dxでのベクトル An を次のよう接線成分と法線成分に分けておく

An = AnP +AnN

この AnP に対応する 4次元曲面空間内のベクトルをKµ とすると式 6.3から

AnP = yn,µ(x+ dx)Kµ

となり、このKµ が AnP の平行移動の結果になる。法線 AnN も (x+ dx)にあるとすると、AnP との内積が 0
になるから
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hnmA
n
NA

m
P = hnmA

n
Ny

m
,µ(x+ dx)Kµ = 0

= AnNhnmy
m
,µ(x+ dx)Kµ = 0

= AnNym,µ(x+ dx)Kµ

を得る。これが任意のKµ に成り立てば

AnNym,µ(x+ dx) = 0 (6.4)

が成り立つ。

6.3 共変微分

　次に曲がった空間での微分を考えるために共変微分を紹介する。

　 Riemann空間において任意のベクトル V µ の微分 ∂νV
µ はテンソルとならなかった。それは次の定義式

∂V µ

∂xν
= lim
ϵ→0

1

ϵ
{V µ(xν + ϵ)− V µ(xν)} (6.5)

これが異なる世界点の差をとっているためでそのためにRiemann空間における平行移動の定義が必要となった。
曲面上で連続的な曲線を仮定し局所的なベクトルの平行移動は、その曲面をユークリッド空間の平面に写し

た時、その曲面の曲率と関係した連続的な回転を受けると考えるのである。そこで一般的な平行移動の定義は

次のように表される。

V µ(x+∆x)// − V µ(x) = ∆xνXµ
νλV

λ (6.6)

Xµ
νλ はユークリッド空間であれば 0である座標に依存した係数となる。
時空間が平坦でなければ 0になる保証はない。
これから次のように共変微分 (covariant derivatiue)を定義できる。

∇νV
µ = lim

△x→0

1

∆x
{V µ(x+∆x)− V µ(x)} −Xµ

νλV
λ

=
∂V µ

∂xν
−Xµ

νλV
λ (6.7)

この共変微分が一般座標変換に対して混合テンソルとしてふるまうためには

Xµ′
ν′ρ′

=
∂xµ′∂xβ∂xγ

∂xα∂xν′∂xρ′
Xα
βγ +

∂2xµ′

∂xβ∂xγ
∂xβ∂xγ

∂xν′∂xρ′
(6.8)

が成り立たなければならない。しかし第 2項があるために一般座標変換ではテンソルになれない。でもアフィ
ン変換ではこの項が 0になるためテンソルになる。このようなテンソルをアフィンテンソルという。
単独ではテンソルでなくても、もう一つ別の係数 Y µνλ をもってきてその差を次のようにとる

Z = Xµ
νλ − Y µνλ =

∂xµ′∂xβ∂xγ

∂xα∂xν′∂xρ′
Zαβγ

このように差をとればテンソルになる。

このように Lie微分は曲面上の平行移動の要請からつくることができたが、共変微分は物理量の共変性の要
請から得られる。

これは例えば次のようなスカラー量の通常微分を考えると

∂µϕ(x)
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この座標変換は
∂µϕ(x

′
)

∂x′ =
∂xν

∂x′µ

∂ϕ

∂xν

と変換されるのでこれは、ダッシュ系が分母にくる共変変換になる。

次に共変ベクトルの微分を考えると

∂
′

µV
′

ν =
∂xα

∂x′µ
∂α

(
∂xβ

∂x′ν
Vβ

)
=
∂xα

∂x′µ

∂xβ

∂x′ν
∂αVβ +

∂2xα

∂x′µ∂x′ν
Vα

となる。明らかに第 2項がなければ 2階の共変テンソルになる。
つまり通常微分では共変ベクトルの微分をテンソルに導けない。

微分値が共変性を保つために新しい微分操作を必要とし、それが共変微分になるわけである。

共変微分について次のようにまとめることができる。

１．スカラー S につては通常微分と同じ

∇µS = ∂µS

２．テンソルの積に対してはライプニッツ則が成り立つ

∇µ(AB) = ∇µA ·B +A∇µB

３．共変、反変テンソルに対して次のように変換する。

∇νVµ =
∂Vµ
∂xν

+Xλ
νµVλ (6.9)

∇νV
µ =

∂V µ

∂xν
−Xµ

νλV
λ (6.10)

となる。両者の係数の違いは符号だけでなく、添え字の順序も影響する。

式 6.7と同じであるがクリストッフェル記号 Γを用いて

Vµ(x+∆x)// = Vµ(x)− Γνµρ∆x
ρVν (6.11)

から共変微分を

∇µVν = lim
△x→0

1

∆xµ
{
Vν(x+∆x)− Vν(x+∆x)//

}
= ∂µVν + ΓαµνVα (6.12)

でも定義できる。

式 6.2から計量 gµν があるとベクトルは gµνV
µ(x)で変換をうけた。

ここで Rieman幾何学ではベクトルの大きさが平行移動で変化しないという次の要請をする。

gµνV
µ(x+∆x)//V

ν(x+∆x)// = gµνV
µ(x)V ν(x)

V は任意であるので式 6.6から次の関係が求まる。

∂λgµν = −(Xµ,λν +Xν,λµ) (6.13)

194



ただし、

Xλ,νµ ≡ gλρX
ρ
νµ (6.14)

とする。つまり計量の変化量は係数X が計量に作用し次々に決まっていくのである。

6.9から Christoffelの指標記号 Γλµν を次のように定義する。

Γλ,µν ≡ −Xλ,νµ =
1

2
(−∂λgµν + ∂µgνλ + ∂νgλµ) (6.15)

Γλµν ≡ −Xλ
νµ =

1

2
gλρ(−∂ρgµν + ∂µgνρ + ∂νgρµ) (6.16)

また、式 6.13から計量の共変微分は

∇λgµν ≡ ∂λgµν − Γτλνgτν − Γτλµgµτ = 0 (6.17)

となり共変微分に対して、gµν は定数のようにふるまう。次のような対称性がある。

Γλµν = Γλνµ (6.18)

これから次のようなテンソルの微分は共変微分も通常微分も変わらなくなる。

fµν = ∂µAν − ∂νAµ = ∇µAν −∇νAµ (6.19)

さらに次のような公式が成立する。

Γλµλ =
1

2
gνρ∂µgνρ (6.20)

行列式 gについて

∂g

∂xµ
= ggρν∂µgρν (6.21)

従って

Γλµλ = −1

2
∂µg/g = ∂µlog

√
−g (6.22)

テンソル密度についても

∇λ(
√
−gTµν) ≡

√
−g∇λT

µν

= ∂λT
µν + ΓµλρT

ρν + ΓνλρT
µρ − ΓρλρT

µν (6.23)

また計量の変分についても次のようにまとめることができる。

δgµν = −gµαgνβδgαβ

δg = ggµνδgµν = −ggµνδgµν

ある世界点のたるところで Christoffelの指標が 0で選べれば 6.9の定義から共変微分は通常の微分と変わ
りがない。

これを測地系という。
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6.4 双対性 [36]

　第 2，4部で双対空間について触れたが、ここでは次節で共変微分をイメージするために改めて双対性を
考える。

これは本稿の主題の１つの観測の問題でも重要な概念である。いうならば観測者と被観測者が出会い、現実

をつくる。

この時、観測、被観測は相対的である。

数学的には 2つの作用から数、1形式をつくる。
1形式とは v,w ∈ V, λ ∈ Rとする。ただし、ベクトル空間 V は有限次元にしないといけない。

線形性：写像 f : V → Rにおいて

f(v +w) = f(v) + f(w), f(λv) = λf(v)

を満たすものを１形式 (one-form)という。V 上の 1形式全体の集合

V ∗ = {f : V → R, linear)

これを V の双対空間 (dual-space)という。
V の基底 v(x, y, z)を列ベクトル、1形式 f(a, b, c)は行ベクトルで表し、次のように関数が内積で定義される。

f(v) = (a, b, c)

 x

y

z

 = ax+ by + cz

これは f という観測器で vを測定して得た測定値と考えることができる。そうすると、関数 f とベクトル v

は相対的に見えてくる。

実際この関数表現は

⟨f,v⟩

のように内積でかける。量子論的にはブラケット

⟨f |v⟩

であり、微分形式と関係してくる。双対をつくる操作を ∗ で表したが、当然

V ∗∗ = V

が成り立つ。

これは鏡にうつして自分を見るようなイメージだが、重要な点として、この ∗∗は行き先があり、写像として

定義できる。

しかし、単に双対をとる ∗ は行き先を決めていないので補集合をとるのと同様に写像にならない。

つまりある v ∈ V を決めたとき、これに対応する f ∈ V ∗ を一意に決めているわけではない。

6.5 共変微分と接続 [101]

共変微分は多様体上に連続した曲線が存在していくことと関係している。そこで接続の関係を見る。

M を Euclid空間 RN の n次元部分多様体とする。M の接ベクトル空間 TxM は第 4部でみたように RN に
埋め込まれる。

接ベクトル V はこのM からはみ出すので TxM 上への射影作用素を次のように決める。

Px : RN → TxM
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また、図のようにM 上の曲線

c : R →M

とM 上のベクトル場 V が与えられたとき、cに沿う共変微分が次のように定義できる。

∇ċ(t)V := lim
ϵ→0

1

ϵ

(
Pc(t)V (c(t+ ϵ)− V (c(t))

)
(6.24)

これから∇ċ(t)V = 0の時が cに沿った平行移動だとすることもできる。

これを詳しく見るために、接空間 TxM の基底を

{e1(x), · · · en(x)}

とし、その双対基底を

{f1(x), · · ·fn(x)}

とすれば前節から

⟨fµ, eν⟩ = δµν (6.25)

が成り立つ。

接ベクトル場を

V (x) =
∑

V µ(x)eµ(x)

で展開しておく。以下
∑
は省略する。

図 6.1: [101]より：共変微分と引き戻し

図のように点 c(t + ϵ)にあるベクトル V (c(t + ϵ))を原点 c(t)に写し接空間 Tc(t)M に射影すると、定義式

6.25より

Pc(t)V (c(t+ ϵ)) = eµ (c(t)) ⟨fµ (c(t)) ,V (c(t+ ϵ))⟩

= eµ(c(t)) ⟨fµ (c(t)) , eν (c(t+ ϵ))⟩V ν (c(t+ ϵ))

これは V (c(t+ ϵ))と Tc(t)M とのなす角を θとすると f, eは単位ベクトルだから

cos θµ = ⟨fµ (c(t)) , eµ (c(t+ ϵ))⟩

が成り立つことになる。これは ϵの時間経過を超えて成立することに留意する。

よって
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式 6.24に代入し、ϵ→ 0とすると

∇ċ(t)V = lim
ϵ→0

1

ϵ

(
Pc(t)V (c(t+ ϵ)− V (c(t))

)
= lim
ϵ→0

1

ϵ
(eµ(c(t)) ⟨fµ (c(t)) , eν (c(t+ ϵ))⟩V ν (c(t+ ϵ))− eµ(c(t))V

ν(c(t)))

= eµ(c(t)) lim
ϵ→0

1

ϵ
{⟨fµ (c(t)) , eν (c(t+ ϵ))⟩V ν (c(t+ ϵ))− V ν(c(t))}

= eµ(c(t)) lim
ϵ→0

1

ϵ
(⟨fµ (c(t)) , eν (c(t+ ϵ))− eν (c(t))⟩V ν (c(t+ ϵ)) + ⟨fµ (c(t)) , eν (c(t))⟩V ν (c(t+ ϵ))− V ν(c(t)))

= eµ(c(t)) lim
ϵ→0

1

ϵ
(⟨fµ (c(t)) , eν (c(t+ ϵ))− eν (c(t))⟩V ν (c(t+ ϵ)) + V ν (c(t+ ϵ))− V ν(c(t)))

= eµ(c(t))

(⟨
fµ (c(t)) ,

∂eν (c(t))

∂xρ

⟩
lim
ϵ→0

1

ϵ
V ν (c(t+ ϵ)) +

∂V ν(c(t))

∂xρ

)
dxρ

dt

= eµ(c(t))

(⟨
fµ (c(t)) ,

∂eν (c(t))

∂xρ

⟩
V ν (c(t)) +

∂V ν(c(t))

∂xρ

)
dxρ

dt

= eµ(c(t))

(
ΓµνρV

ν +
∂V µ

∂xρ

)
dxρ

dt

となる。ただし、接続係数としてクリストッフェル記号 Γを

Γµνρ ≡
⟨
fµ (x) ,

∂eν (x)

∂xρ

⟩

で定義した。これから t方向には等質であるとすれば

∇µVν = ΓaµνVα + ∂µVν

となる。これは 6.12に等しい。従って c(t) = (xρ(t))に沿って平行移動の条件は(
ΓµνρV

ν +
∂V µ

∂xρ

)
dxρ

dt
= 0

となるが、これが、あらゆる方向に平行移動する条件としては

dV µ = −ΓµνρV
νdxρ

とかける。これを拘束条件とみなし、可積分であるための必要十分条件は第 2部から

∂

∂xλ
∂V µ

∂xρ
− ∂

∂xρ
∂V µ

∂xλ
= 0

であればよい。これに平行移動の条件
∂V µ

∂xρ
= −ΓµνρV

ν

を代入すると (
∂

∂xλ
Γµνρ −

∂

∂xρ
Γµνλ + ΓµσλΓ

σ
νρ − ΓµσρΓ

σ
νλ

)
V ν ≡ RµνλρV

ν (6.26)

となり。()内の Rµνλρ は後に式で定義する曲率テンソルそのものである。

後の式 10.19を用いれば共変微分の共変括弧積演算子を用いて

Rµνλρ = [∇µ,∇ν ]

のように表すことができる。この値が 0であるようなところベクトルを平行移動しても差が生じない。
しかし、球面で 1周したときには元のベクトルと相違が出ることになる。この曲面の面積と周長は重要な役
割を果たす。
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後に考察する。

図 6.2: [101]より：球面上のベクトルの平行移動

6.6 計量と切断

曲面の振る舞いを学んだので、第 4部で学んだ Riemann多様体上に拡張してみよう。
M は n次元多様体 E はベクトル束とする。

第 4部でみたように接ベクトル束 TM の場合の切断は接ベクトル場 V であり、共変ベクトル束 T ∗M の切

断は 1次微分形式 ωであった。

式 6.25においては
f ∈ ω, e ∈ V

である。

また、各ファイバー Ex から 1つの元を選び出すことを切断といった。
つまり写像 σ :M → E の中で射影 πにより

π ◦ σ(x) = x, x ∈M (6.27)

となる xが切断である。よって x ∈M に対し Ex = π−1(x)は x上のファイバーである。

写像 σが

σ :M → E (6.28)

のうち

π(σ(x)) = x (6.29)

を満たす微分可能な E の切断の全体を Γ(E)とする。

するとこの Γ(E)は無限次元のベクトル空間とみなすことができる。

第 4部でみたようにM 上の微分可能な関数の全体を A0(M)とかけばこれは可換環になった。

関数と切断の積も切断になる。また、関数 f ∈ A0(M)が定義されると微分 1形式 df ∈ A1(M)が定義できた。

Mの接ベクトルX に対し、X 方向の微分を次で表す。

Xf = df(X)

このような微分作用素を切断 Γ(E)に対して定義することはできるだろうか。

ファイバー E を

E :M × Rr (6.30)

としたとき切断 σ = {σ1, · · ·σr}に対して微分 {dσ1, · · · dσr}を微分と考える。

199



M を座標近傍系の開被覆 {Uα}と別の開被覆 {Uβ}として Uα ∩Uβ 上で Uαと Uβ は一致しても Uα ×Rr と
Uβ × Rr は一致するとは限らない。

図 6.3: 異なる開被覆では多くの切断がある。

そこでX 方向の微分Xf = df(X) ∈ A1(M)が 1次微分形式であると考える。
共変ベクトル束 T ∗M の切断の全体が

Γ(T ∗M) ∈ A1(M) (6.31)

とおけることを利用する。共変微分∇を前節でまとめたように次で定義すと線形写像を満たす。

∇ : Γ(E) → Γ(T ∗M ⊗ E) (6.32)

さらに次のライプニッツ則を満足する。微分可能な関数の全体を A0(M)としたから

∇(fσ) = df ⊗ σ + f · ∇σ, f ∈ A0(M), σ ∈ Γ(E) (6.33)

これから

∇σ =
1

f
(∇(fσ)− df ⊗ σ)

とかけるが、これは前節の平行移動から f ∈ A0(M)が決められるので

f → ∆x

∇(fσ) → V µ(x+∆x)− V µ(x)

df ⊗ σ → Xµ
νλV

λ

とすると式 6.7の共変微分の定義と同等である。

∇νV
µ = lim

△x→0

1

∆x
{V µ(x+∆x)− V µ(x)} −Xµ

νλV
λ (6.34)

つまり、、∇σを σの共変微分 (couariant deriuatiue)ということができる。
では、双対空間でみるとどうなるか興味が出る。そこで反変ベクトルに対応したX = TxM に対して

∇X : Γ(E) → Ex (6.35)

は同様に線形写像になり

∇X(fσ) = Xf · σ + f · ∇Xσ, f ∈ A0(M), σ ∈ Γ(E) (6.36)

を満たし、∇X はX に対しても線形である。ただし、X = {∂/∂x}とみなせるから

∇Xσ =
1

f

(
∇X(fσ)− ∂f

∂x
σ

)
となり 1次微分形式になる。これを接続 (connection)ということができる。
次にこの接続について考察していこう。
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7 接続

曲がった空間ではある点で接ベクトルを作っても同じ面に留め置くことができないので、接ベクトルをつな

げるルールがいる。

それが接続になる。

7.1 定義

　第 2部では多様体について触れた。そこで多様体上で相対論を展開していくと接続が重要になる。
　M を多様体とし、E をM 上のベクトル束、X,Y ∈ TM とする。次の対応があるとき

∇ : C∞(TM)× C∞(E) → C∞; (X,ϕ) → ∇Xϕ

次の条件を満たせば∇を E 上の接続という。

• ∇X+Y = ∇Xϕ+∇Y ϕ

• ∇X(ϕ+ ψ) = ∇Xϕ+∇Xψ

• ∇fXϕ = f∇xϕ

• ∇X(fϕ) = f∇Xϕ+ (Xf)ϕ

特にリーマン多様体上で

• X ⟨Y, Z⟩ = ⟨∇XY, Z⟩+ ⟨Y,∇XX⟩

• ∇XY −∇YX = [X,Y ]

が成り立てば Levi-Civita接続という。
いくつかを証明してみる。

X をM 上の接ベクトル場とする。これは TM の切断とみなせるから

TM ⊂ TRN |M =M ×RN

とかけるのでX は RN 値でM 上の関数とみなせる。すなわち

X :M → RN

これから dX は RN 値の 1次微分形式である。よって接ベクトルと余接ベクトル AX に分解して

dX = ∇X +AX (7.1)

図 7.1: 接ベクトルと余接ベクトル
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と書き、∇X は TM 値、AX は T⊥M 値での 1次微分形式である。そこで TM と AX は T⊥M の成分を比

べて

d(fX) = df ·X + f · dX

= df ·X + f · ∇X + f ·AX
= ∇(fX) +Afx

とすると

∇(fX) = df ·X + f · ∇X

Afx = f ·AX (7.2)

とみなせることがわかる。

第 1の式は TM の接続でアフィン接続であることを示す。この接続を Levi-Civita接続という。
第 2の式は各点 x ∈M において AX は TxM → T⊥M において接ベクトルXxにのみ依存することを示す。

従ってX,Y ∈ TxM として次の双線形写像が定義できる。

A : TM × TM → T⊥M, (X,Y ) → A(X,Y ) = AX(Y )

この Aを部分多様体M ⊂ RN の第 2基本形式 (second fundamental form)という。
法ベクトルについても同様なことが成り立つ。T⊥M 上の切断を ξとすれ

ξ :M → RN

として 1形式を 7.2に対応して

dξ = ∇⊥ξ +Bξ (7.3)

と表現すると Bξ は TM 値、∇⊥ξは T⊥M の 1次微分形式である。M 上の関数 f に対して

式 7.2と同様にして

∇⊥(fξ) = df · ξ + f · ∇⊥ξ

Bfξ = f ·Bξ (7.4)

となる。よって∇⊥は法ベクトル束T⊥Mに接続を定義することができ、これをuan_der_Waerden_Bortolochi
接続と呼ばれる。これから双線形写像

B : T⊥M × TM → TM

(ξ,X) → B(ξ,X) = Bξ(X)

が定義され、接続∇⊥,∇は T⊥M、TM の内積を保つことが次のようにわかる。

今、M の接ベクトル場X,Y の内積 g(X,Y ) = X · Y はM 上の関数である。

AX ⊥ Y,AY ⊥ X だったから次の項だけが残る。

d(X · Y ) = dX · Y +X · dY = ∇X · Y +X · ∇Y

また、M の法ベクトル場 ξ, ηに対しても

d(ξ · η) = ∇⊥ξ · η + ξ · ∇⊥η
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となり、

∇⊥ξ = ∇⊥η = 0

であれば内積の変化が 0であることがわかる。
次に直交補空間である A,B の関係について見てみる。

X · η = 0

であるから

d(X · η) = 0 = (∇X +AX) · η +X · (∇η +Bη)

だから

AX · η +X ·Bη = 0, X ∈ Γ(TM), η ∈ Γ(T⊥M)

となる。接ベクトル場X,Y を写像M → RN とみなした時、接ベクトル [X,Y ]に対応する写像は

M → RN

で表され、

X =
∑

ai
∂

∂xi
→ (X1 · · ·XN ), Xn =

∑ ∂yn

∂xi
ai

Y =
∑

bi
∂

∂xi
→ (Y 1 · · ·Y N ), Y n =

∑ ∂yn

∂xi
bi

だから次のように交換積を定義すると

Z = [X,Y ] =
∑(

ai
∂bi

∂xj
− bj

∂ai

∂xj

)
∂

∂xi
→ (Z1, · · ·ZN )

ただし、

Zn =
∑ ∂yn

∂xi

(
ai
∂bi

∂xj
− bj

∂ai

∂xj

)
である。よって

Zn =
∑(

∂

∂xj

(
∂yn

∂xi
bi
)
aj − ∂

∂xj

(
∂yn

∂xi
ai
)
bj
)

=
∑(

∂Y n

∂xj
aj − ∂Xn

∂xj
bj
)

= dY n(X)− dXn(Y )

よって対応する元を比較すると

[X,Y ] = dY (X)− dX(Y )

とかける。一方で

dX(Y ) = ∇YX +A(X,Y )

dY (X) = ∇XY +A(Y,X)

と表すことができるから

[X,Y ] = ∇XY +A(Y,X)−∇YX −A(X,Y ) (7.5)
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よって両辺の接成分と法成分を比較し、

[X,Y ] = ∇XY −∇YX (7.6)

A(X,Y ) = A(Y,X)

が成り立つ。これはアフィン接続の捩れ率が 0であることを表す。

7.2 接続の曲率

　次に TM, T⊥M の接続の曲率を考える。3次元の接ベクトル場 X,Y, Z のうち、Z をM 上の RN 値の関

数と考え、Y (Z)は Z の Y方向の微分として

Y (Z) = iydZ = dZ(Y )

とするとXY (Z)はさらにX 方向に微分する演算を表す。

よって法ベクトル場 ξについても

Y (ξ) = iydξ = dξ(Y )

であり、

Y (Z) = dZ(Y ) = ∇Y Z +A(Z, Y )

と書くと、∇Y Z は接ベクトル場、A(Z, Y )は法ベクトル場だから、さらに接ベクトルを作用し、

XY (Z) = XdZ(Y ) = X (∇Y Z) +X (A(Z, Y ))

= ∇X∇Y Z +A(∇Y Z,X) +∇⊥
X (A(Z, Y )) +B (A(Z, Y ), X)

さらにX,Y を入れ替えると

Y X(Z) = Y dZ(X) = Y (∇XZ) + Y (A(Z,X))

= ∇Y∇XZ +A(∇XZ, Y ) +∇⊥
Y (A(Z,X)) +B (A(Z,X), Y )

辺ヶ引き算して交換積をつくると

[X,Y ](Z) = (∇X∇Y −∇Y∇X)Z +B (A(Z, Y ), X)−B (A(Z,X), Y )

+ A(∇Y Z,X)−A(∇XZ, Y ) +∇⊥
X (A(Z, Y ))−∇⊥

Y (A(Z,X))

これは式 7.5から

[X,Y ](Z) = ∇[X,Y ]Z +A(Z, [X,Y ])

のように書くことができる。法成分と接成分を比べることから

R(X,Y )Z = (∇X∇Y −∇Y∇X −∇[X,Y ])Z

= B(A(Z, Y ), Y )−B(A(Z, Y ), X) (7.7)
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∇⊥
X(A(Z,X))−A(∇XZ,X) = ∇⊥

Y (A(Z,X))−A(∇Y Z,X)

+ A(Z, [X,Y ]) (7.8)

となる。また、ベクトル場Wと、式 7.7との内積 gをとると

g(R(X,Y )Z,W ) = −A(Z,X) ·A(W,Y ) +A(Z, Y ) ·A(W,X)

となる。これは曲率を第二基本形式で表していることになる。これをガウスの方程式という。

式 7.1から Aは余接ベクトル空間を張る前部の局所標構で登場した。第 2基本形式である。
これは次の切断になった。

T ∗M ⊗ T ∗M ⊗ T⊥M

このベクトル束の接続∇∗ は TM の接続∇と T⊥M の接続∇⊥ から次のようにかける

∇⊥
X(A(Z, Y )) = (∇∗

XA) (Z, Y ) +A(∇XZ, Y ) +A(Z,∇XY )

∇⊥
Y (A(Z,X)) = (∇∗

YA) (Z,X) +A(∇Y Z,X) +A(Z,∇Y Y )

となる。これを式 7.8に代入すると式 7.6から

(∇∗
XA) (Z, Y ) +A(∇XZ, Y ) +A(Z,∇XY )−A(∇XZ,X)

= (∇∗
YA) (Z,X) +A(∇Y Z,X) +A(Z,∇YX)−A(∇Y Z,X)

+ A (Z, (∇XY −∇YX))

となるので結局

(∇∗
XA) (Z, Y ) = (∇∗

YA) (Z,X)

を得る、これをCodazziの方程式という。A(Z, Y )は Z, Y に関して対称であるが、これからは

∇∗A : TM × TM × TM → T⊥M

∇∗A(X,Y, Z) = (∇∗
YA) (Y,A)

が対称になることである。

法ベクトル場を ξとすると [X,Y ](ξ)は

R⊥(X,Y )ξ = (∇⊥
X∇⊥

Y −∇⊥
Y∇⊥

X)ξ

= A(B(ξ,X), Y )−A(B(ξ, Y ), X)

法ベクトル ηとの内積は

g
(
R⊥(X,Y )ξ, η

)
= g (B(ξ, Y ), B(η,X))− g (B(ξ,X), B(η, Y ))

が成り立つこれがRicci方程式である。
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7.3 誘導計量

　シンプレクティック構造を見たので前節でも触れたリーマン計量に次の 3番目を追加する。M が微分多様
体であり p ∈M で次の条件をみたす時、Riemann計量 gとした。

1. gp(U, V ) = gp(V,U)

2. gp(U, V ) ≥ 0等号は U = 0の時のみ

3. U ∈ TpM に対して gp(U, V ) = 0ならば V = 0をさらに満たせば擬Riemann計量という。

ここで gp は正定値な対称双 1次形式であり 2つのベクトル U, V ∈ TpM の内積である。gp(U, V )は

gp(U, V );TPM ⊗ TpM → R (7.9)

であることから

gp(U, );TPM → R (7.10)

を

V → gp(U, V ) (7.11)

によって定義できるので gp(U, )は 1形式

ωU ∈ T ∗
PM (7.12)

と同一視できる。同様にに TPM と T ∗
PM は同型写像を引き起こす。よって

ωV ∈ TPM (7.13)

が誘導される。よって座標表示では

gp =
∑
µν

gµν(p)dx
µ ⊗ dxν (7.14)

で展開できる。また、gp(U, V )から

gp

(
∂

∂xµ
,
∂

∂xν

)
= gµν(p) = gνµ(p) (7.15)

を満たす。ここで

gµνg
νλ = δλµ

det (gµν) = g (7.16)

det (gµν) = g−1

であり

ωµ = gµνU
ν

Uµ = gµνων

と 1形式を使って書ける。これから p点での無限小距離の定義式
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ds2 = gp

(
dxµ

∂

∂xµ
, dxν

∂

∂xν

)
= dxµdxνgp

(
∂

∂xµ
,
∂

∂xν

)
(7.17)

= gµνdx
µdxν

が自然に導かれる。また計量テンソル gµν は対称行列なのでその固有値は実数になる。gがRiemann計量
であれば全ての固有値は正だが擬Riemann計量の場合は負の値をとることもあり正の値が i個、負の値が j個

ある時 (i, j)の組を計量の指数という。j = 1なら Lorentz計量という。例えばMinkowski空間が Lorentz計量
である。

(M,g)が Lotrentz計量の多様体であればその接空間 TpM は次の 3つのクラスに分かれる。

1. g(U,U) > 0 → U は空間的

2. g(U,U) = 0 → U は光錘的

3. g(U,U) < 0 → U は時間的

Mが計量 gN を持つ n次元多様体 N のm次元部分多様体であるとする、f :M → N がMの部分多様体とし
ての構造を誘導する埋め込みであれば、引き戻し写像 f∗は自然な計量 gM をM上に誘導し、fαで f(x)の座

標を表すと次の誘導計量 gM が定義できる。

gMµν
= gNαβ

f(x)
∂fα

∂xµ
∂fα

∂xν
(7.18)

例えば (R3, δ)における単位球面の計量を極座標 (θ, ϕ)で表すと

f : (θ, ϕ) → (sinθcosϕ, sinθsinϕ, cosθ) (7.19)

とすれば誘導計量は

gµνdx
µ ⊗ dxν = δαβ

∂fα

∂xµ
∂fα

∂xν
dxµ ⊗ dxν

= (cosθcosϕ, cosθsinϕ,−sinθ) · (cosθcosϕ, cosθsinϕ,−sinθ)dθ ⊗ dθ

+ (−sinθsinϕ, sinθcosϕ, 0) · (−sinθsinϕ, sinθcosϕ, 0)dϕ⊗ dϕ

=
(
cos2θ(cos2ϕ+ sin2ϕ) + sin2θ

)
dθ ⊗ dθ

+ sin2θ
(
cos2ϕ+ sin2ϕ

)
dϕ⊗ dϕ

= dθ ⊗ dθ + sin2θdϕ⊗ dϕ

となる。

例えばトーラス T 2 から R3 を

f : (θ, ϕ) = ((R+ r cos θ) cosϕ, (R+ r cos θ) sinϕ, sin θ)

で表すと、これはトーラス T 2 の (R3, δ)への埋めこみである。この場合は

gµνdx
µ ⊗ dxν = δαβ

∂fα

∂xµ
∂fα

∂xν
dxµ ⊗ dxν

から、

gµν =

 1 0 0

0 r2 0

0 0 (R+ r cos(θ))2


となる。

207



7.4 アファイン接続 [12]

アファイン接続∇とはベクトル空間 V (M)× V (M) → V (M), (X,Y ) → ∇XY で f ∈ F(M)として

1. ∇X(Y +X) = ∇XY +∇XZ

2. ∇(X+Y )Z = ∇XZ +∇Y Z

3. ∇(fX)Y = f∇XY

4. ∇X(fY ) = X[f ]Y + f∇XY

を満たすものをいう。特に 4番目は f が関数なので

∇Xf → X[f ]

となることに注意する。

接続係数は基底ベクトルが点から他の点にいかに変化するかを表すものなので m次元多様体M 上で座標

x = ϕ(p)を持つチャートの組 (U, ϕ)を選びm3 個の接続係数を上の条件を満たすように次で定義する。

∇νeµ ≡ ∇eνeµ = eλΓ
λ
νµ (7.20)

ただし、{eµ} = {∂/∂xµ}は TpM の座標基底である。そこで 2つのベクトル

V = V µeµ, W =W νeν (7.21)

を用意するとアファイン接続∇の作用は

∇VW = V µ∇eµ (W νeν) = V µ
(
eµ[W

ν ]eν +W ν∇eµeν
)

(7.22)

= V µ
(
∂Wλ

∂xµ
+W νΓλµν

)
eλ

となりこれは後の 6.7の共変微分の定義に一致する。つまり 2つのベクトル V,W から新しいベクトルに移

していてその λ番目の成分が V µ∇µW
λ である。ただし

∇µW
λ ≡ ∂Wλ

∂xµ
+ ΓλµνW

ν (7.23)

であり、これは∇µW
λeλ の λ番目の成分である。(共変微分ではない)

7.5 測地線

　多様体M 上に曲線が与えられるとこの曲線に沿った平行移動が定義できる。

c : (a, b) →M

をM 内の曲線とし、X を c(t)に沿って定義できるベクトル場とすると

X|c(t) = Xµ(c(t))eµ|c(t) (7.24)

と表すことができる。X が任意の t ∈ (a, b)に対して

∇VX = 0 (7.25)
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が満たされればX は c(t)によって平行移動されたという。ただし

V =
d

dt
=

(
dxµ(c(t))

dt

)
eµ|c(t) (7.26)

は c(t)における接ベクトルである。式 7.25を成分で表示すると

dXµ

dt
+ Γµνλ

dxν(c(t))

dt
Xλ = 0 (7.27)

である。さらに V (t)自身が c(t)に沿って平行移動されるとき、

∇V V = 0 (7.28)

が満たされる。この時、曲線 c(t)を測地線という。

{xµ}を c(t)の座標とすると式 7.56も成分で書け

d2xµ

dt2
+ Γµνλ

dxν(c(t))

dt

dxλ(c(t))

dt
= 0 (7.29)

が得られる。これを測地線方程式という。しかし式 7.56に対し f ∈ F(M)として

∇V V = fV (7.30)

という条件にゆるめると直線であることの条件は V の変化も V に平行になるとするとこの条件は満たされる。

しかし、tがパラメタであるので t→ t′ の下での接ベクトルの成分は

dxµ

dt
→ dt

dt′
dxµ

dt

と変化し、t′ が

d2t′

dt2
= f

dt′

dt

を満たすなら式 7.30は式 7.56に帰着することになる。従って測地線方程式が式 7.30を満たすように曲線の
パラメタを変換することはいつでも可能になる。共変微分はライプニッツ則を満たすので

∇X(fY ) = (∇Xf)Y + f (∇XY )

これが任意のテンソル場に成り立つとして

∇X(T1 ⊗ T2) = (∇XT1)⊗ T2 + T1 ⊗ (∇XT2)

これらから多様体上の 1形式 ω ∈ Ω1(M)の共変微分を求める。

次のように内積を取り成分を求めると

X[⟨ω, Y ⟩] = ∇X [⟨ω, Y ⟩] = ⟨∇Xω, Y ⟩+ ⟨ω,∇XY ⟩

となるが∇XY = 0が成り立てば式 7.22から成分は

ωλΓ
λ
µν = ωλe

−1
λ ∇eνeµ = −Γλµνωλ

(∇Xω)ν =
(
Xµ∂µων +XµωλΓ

λ
µν

)
λ
eλν

=
(
Xµ∂µων −XµΓλµνωλ

)
ν
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となる。特にX = eµ の時は

(∇µω)ν = ∂µων − Γλµνωλ

であり、さらに ω = dxν とすると

∇µdx
ν = −Γνµλdx

λ

となり λの数だけ和をとることになる。よって一般化するとテンソル場に対し、(p, q) 型のテンソル T は

∇νT
λ1λ2···λp
µ1µ2···µq = ∂νT

λ1λ2···λp
µ1µ2···µq + Γλ1

νκT
κ1λ2···λp
µ1µ2···µq + · · ·+ Γλp

νκT
λ2···λp−1κ
µ1µ2···µq

− Γκνµ1
T
λ1···λp
κµ2···µq − · · · − Γκνµq

T
λ1···λp
µ1···µq−1κ (7.31)

と通常の微分以外に p個の和と q個の差が出てくる。特に、gµν が計量テンソルであれば式

gp

(
∂

∂xµ
,
∂

∂xν

)
= gµν(p)

であったから (0, 2)が成り立つ。式 10.24より

(∇νg)λµ = ∂νgλµ − Γκνλgκµ − Γκνµgλκ (7.32)

となりこれは前節の式 6.17である。
局所座標系で固有時 τ としてラグラジアン Lを

L =
1

2
gµν

dxµ

dτ

dxν

dτ

とかくと世界線の長さ Iは
I =

∫
ds =

∫ √
2Ldτ

となるのでこの極値をとる条件が式 7.29になる。
例えば静止粒子の場合

L = mc2

とすると

S =

∫
Ldτ = mc2

∫
dτ

となるが式 2.10から

S = mc

∫ √
−gµν

dxµ

dτ

dxν

dτ

となるが

また 4元速度ベクトル V µ = dxµ/dτ に対して 7.27から

V ν
(

∂

∂xν
V µ + ΓµνλV

λ

)
≡ V ν∇µV

µ = ∇V V
µ = 0 (7.33)

とかけるのでこれを共変微分の定義にすることもできる。この式に従う曲線が測地線である。
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7.6 Christoffel記号

　前節で天下り的に導入した Christoffelの指標記号 Γλµν だが、ここで簡単な要請から導いておこう。

まず。捩率テンソルが 0になる場合の接続∇は Levi-Civita接続とよばれ

Γκµν = Γκνµ (7.34)

が成り立つ。ここでの接続は捩れを考えないのでこれを採用する。また、平行移動の時に大きさは不変であ

るべきだから

平行移動には˜記号をつけることにして

gµν(x+∆x)Ṽµ(x+∆x)Ṽν(x+∆x) = gµν(x)Vµ(x)Vν(x)

と書ける。これを 1次まで拾うと(
gµν(x) +

∂gµν(x)

∂xα
∆x

)(
Ṽµ(x+∆x)Ṽν(x) + Ṽµ(x)Ṽν(x+∆x)

)
+ gµν(∆x)

(
Ṽµ(x)Ṽν(x)

)
= 0

gµν(x)

(
∂Ṽµ(x)

∂xα
∆xṼν(x) +

∂Ṽν(x)

∂xβ
∆xṼµ(x)

)
+
∂gµν(x)

∂xα
∆x
(
Ṽµ(x)Ṽν(x) + Ṽν(x)Ṽµ(x)

)
= 0

となるが共変微分の定義から内積が保存されるから

Ṽ µ(x+∆x)Ṽν(x+∆x) = V µ(x)Vν(x)

共変微分の定義から

∂µVν = ∇µVν + ΓαµνVα

V ν∇µV
µ = 0

を用いれば
∂gµν(x)

∂xα
+ gβνΓµβα + gβµΓνβα = 0

が得られる。これから式 6.15で仮定した、Christoffelの指標記号を導くことができる。
上の式を変形して gµβΓ

β
να ≡ Γµ,να と定義すると、添え字巡回し、

∂αgµν = Γν,µα + Γµ,να

∂µgνα = Γα,νµ + Γν,αµ

∂νgαµ = Γµ,αν + Γα,µν

が得られるから、2,3,式を足し、1式を引くと

∂µgνα + ∂νgαν − ∂αgµν = Γα,µν + Γν,αµ + Γµ,να + Γα,µν − Γν,µα − Γµ,να

= 2Γα,µν

となるので

Γαµν =
1

2
gαβ (∂µgβν + ∂νgβµ − ∂βgµν) (7.35)

が得られた。テンソルにならない Christoffelの指標であるが、計量を共変微分すると次の関係が導ける。

∇αgµν = ∂αgµν − Γβαµgβν − Γβανgµβ (7.36)
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これから重要な関係を１つ導こう。に式 7.35を代入すると

∇αgµν = 0

となる。つまり、共変微分は計量に作用し、零値を与える。この共変微分がすり抜ける作用をメトリシティ

と呼ぶ。

7.6.1 計量接続

多様体に計量が与えられると接続の可能な形に制限を加えることができる。そこで計量 gµν が共変的に一定、

つまり任意のベクトルの任意の曲線に沿った平行移動に対し、内積が不変であることを要請する。この時平行

移動では∇κX = ∇κY = 0とすると

∇V [g(X,Y )] = V κ [(∇κg) (X,Y ) + g(∇κX,Y ) + g(X,∇κY )]

= V κXµY ν(∇κg)µν + g(0, Y ) + g(X, 0)

= V κXµY ν(∇κg)µν

= 0

赤線が断面

(∇κg)µν = 0 (7.37)

を得る。この時、式 7.32から添え字をずらして

∂λgµν − Γκλµgκν − Γκλνgκµ = 0 (7.38)

∂µgνλ − Γκµνgκλ − Γκµλgκν = 0

∂νgλµ − Γκνλgκµ − Γκνµgλκ = 0

この式の第 2,3番目から第 1番目を引くと

− ∂λgµν + ∂µgνλ + ∂νgλµ + Γκ[λµ]gκν + Γκ[λν]gκµ − Γκ{µν}gκλ = 0 (7.39)

が得られる。ただし、

Γκ[λµ] = Γκλµ − Γκµλ (7.40)

Γκ{λµ} = Γκλµ + Γκµλ (7.41)

とする。第 1式は捩率テンソル Tκλµ であり次を満たす。

Tκλµ ≡ Γκ[λµ] = −Γκ[µλ] (7.42)

よって捩率テンソル Tκλµ は反対称の性質を持つ。式 7.39は次のように書き換えられる。

Γκ{µν} = gκλ (−∂λgµν + ∂µgνλ + ∂νgλµ) + Γκ[λµ]δ
λ
ν + Γκ[λν]δ

λ
µ

これは式 6.16から Christoffelの記号を
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{
κ

µν

}
(7.43)

で表すと、

Γκ{µν} = 2

{
κ

µν

}
+ Γκ[λµ]δ

λ
ν + Γκ[λν]δ

λ
µ (7.44)

となるので Christoffelの記号と接続との関係は

Γκµν =
1

2

(
Γκ[µν] + Γκ{µν}

)
(7.45)

=

{
κ

µν

}
+

1

2

(
Γκ[µν] + Γκ[λµ]δ

λ
ν + Γκ[λν]δ

λ
µ

)
(7.46)

上式第 2項は歪率Kκ
µν と呼ばれる。

Kκ
µν =

1

2

(
Γκ[µν] + Γκ[λµ]δ

λ
ν + Γκ[λν]δ

λ
µ

)
(7.47)

7.7 Levi-Civita接続

捩率テンソルが 0になる場合の接続∇は Levi-Civita接続と呼ばれる。

Γκµν = Γκνµ (7.48)

となり対称接続になる。この時

Γκµν = ∇ =

{
κ

µν

}
=

1

2
gκλ (−∂λgµν + ∂µgνλ + ∂νgλµ)

Levi-Civita接続は次の性質を持つ。
f ∈ F (M)として関数に対しては交換する。

∇µ∇νf = ∇ν∇µf

ω ∈ Ω(M)とすると 2形式の係数をつくる。

dω = (∇µω)ν dx
µ ∧ dxν (7.49)

ω ∈ Ω(M)とし、U ∈ V (M)として接ベクトルとの作る計量は

g(∇XU, V ) = ⟨∇Xω, V ⟩ (7.50)

のようになる。

また、次の図のように Levi-Civita接続は可能な限り、まっすぐな曲線として定義できる。

図 7.2: 同じ多様体上での異なる接平面
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図のように多様体の曲面に沿ってベクトル Vp がベクトル Vq に移動したとすると Vq の TpM 平面への射影

が Vp と平行ならベクトル Vp とベクトル Vq は平行であるという。

従って Levi-Civita接続は捩率が 0になり、接平面 TqM の TpM との垂直方向の変化は無視されることに

なる。

これは後節のゲージ変換と関係している。Levi-Civita接続は 2点における曲線の長さの極値を与える。
従って式 7.27の測地線の方程式において Γが消え、単純に解が

xµ = Aµt+Bµ

ともとまる。

7.8 接続幾何

　ここで、単純に 2次元の場合で接続を考えてみよう。
図のように xy平面においてベクトル V の平行移動先を V̂ とする。この時図ように動径が∆ϕだけ回転する

場合を考える。

図 7.3: ベクトルの変化と計量

このときの座標の対応が

(r, ϕ) → (r cosϕ, r sinϕ)

となるので誘導計量は

g = (cosϕ, sinϕ) · (cosϕ, sinϕ)dr ⊗ dr + (−rsinϕ, rcosϕ) · (−rsinϕ, rcosϕ)dϕ⊗ dϕ (7.51)

= dr ⊗ dr + r2dϕ⊗ dϕ

となり (r, ϕ)でのベクトル場を

V = V r
∂

∂r
+ V ϕ

∂

∂ϕ
(7.52)

とする。ただし、V =
√
g (V,V)とおけるので上図から次のように与えられる。

V r = V cos θ

V ϕ = V
sin θ

r
(7.53)

とよってベクトル V は (r, ϕ) → (r +∆r, ϕ)への平行移動では上図左のように

V̂ r = V r

V̂ ϕ =
r

r +∆r
V ϕ ≃ V ϕ − ∆r

r
V ϕ (7.54)
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となる。一般にベクトル V を x+∆xに平行移動したものは V̂ µ(x+∆x)として

V̂ µ(x+∆x)− V µ(x) ∝ ∆x (7.55)

とすると。平行移動によりノルムが不変であることから式 6.6は

V̂ µ(x+∆x) = V µ(x)− V λ(x)Γµµλ(x)∆x
µ (7.56)

おける。ただし、座標依存した係数を Γµµλ(x)とする。

式 7.54からこの式と比較することで

Γrrr = 0, Γrrϕ = 0, Γϕrr = 0, Γϕrϕ =
1

r
(7.57)

を得る。次にベクトル V は (r, ϕ) → (r, ϕ+∆ϕ)への平行移動では上図右のように

V̂ = V̂ r
∂

∂r
|(r,ϕ+∆ϕ) + V̂ ϕ

∂

∂ϕ
|(r,ϕ+∆ϕ) (7.58)

となるので図と式 7.53から

V̂ r = V cos(θ −∆ϕ) ≃ V cos θ + V sin θ∆ϕ = V r + V ϕr∆ϕ

V̂ ϕ = V
sin(θ −∆ϕ)

r
≃ V

sin θ

r
− V cos θ

∆ϕ

r
= V ϕ − V r

∆ϕ

r
(7.59)

となる。よって同様に式 7.54からこの式と比較することで

Γrϕr = 0, Γrϕϕ = −r, Γϕϕr =
1

r
, Γϕϕϕ = 0 (7.60)

曲面での平行移動によるずれが曲率と面積の積で表されることを見た。そこで次に捩率との幾何的な関係を

見る。

図 7.4: 捩率は座標軸上の無限小ベクトルを平行移動したときのベクトルのずれ

多様体M 上の点 pの座標を {xµ}とする。次のように無限小ベクトルX,Y ∈ TpM をつくる

X = ϵµeµ (7.61)

Y = δµeµ (7.62)

このベクトルを微小な移動だと考えると p点の近くに次の q, s点をつくる。

q{xµ + ϵµ} (7.63)

s{xµ + δµ} (7.64)
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ベクトルX を直線 psに沿って平行移動すると式 7.56から成分が次で与えられるベクトル sr1 を得る。

sr1 = ϵµ − ϵλΓµνλδ
ν (7.65)

つまり曲面上の平行移動では直交座標と異なり、他方のベクトルの成分が移動に関係してくる。

同様にベクトル Y を直線 pqに沿って平行移動すると成分が次で与えられるベクトル qr2 を得る。

qr2 = δµ − ϵλΓµνλδ
ν (7.66)

p と r1 を結ぶ位置ベクトルは

pr1 = ps+ sr1 = ϵµ − ϵλΓµνλδ
ν + δµ (7.67)

同様に p と r2 を結ぶ位置ベクトルは

pr2 = pq + qr2 = δµ − ϵλΓµλνδ
ν + ϵµ (7.68)

を得る。よってこの差は

r2r1 = pr2 − pr1 = (Γµνλ − Γµλν) ϵ
λδν = Tµνλϵ

λδν (7.69)

となり、捩率テンソルが現れる。従って捩率テンソルは無限小ベクトルの平行移動によりできる図形が閉じ

た平行四辺形からどれだけずれるかを表す。接続 Γµνλ が対称であれば捩率は 0である。
そこで下図のように点 pにあるベクトルを qを経由し、rに行く場合と、sを経由し rに行く場合に角度 αを

一定保った移動を考える。

図左においてどちらの経路においても r点では同一のベクトルになるので曲率テンソルは 0になる。

図 7.5: 曲面上の平行移動

次に捩率を求めるために図右のように pqを psに沿って移動させるとベクトル sr1が得られる。この長さは

極座標を用いて

sr1 = R sin θdϕ (7.70)

である。次にベクトル psを pqに沿って平行移動させるとベクトル qr2 = qrに移動し srの長さは

sr = R sin(θ − dθ)dϕ = R sin θdϕ−R cos θdθdϕ (7.71)

となるので

r1r2 = sr1 − sr2 = R cos θdθdϕ

となるので r1r2 は成分 (θ, ϕ)として、上図右から成分表示すると θ成分は 0になるから R = 1の時は
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r1r2 = sr1 − sr2 = (0, δϕ) = (0,− cos θdθdϕ)

となる。

従って Leui-Ciuita接続であればこの r1r2 は 0になるが、この場合は −∂/∂ϕに平行な成分があるのでこの
接続は捩率を持つ。

式 7.51から

gϕϕ = R2 sin2 θ (7.72)

よって式 10.24から

Tϕθϕ = Γϕθϕ − Γϕϕθ

=
1

2
gϕϕ

(
− ∂

∂θ
gϕϕ

)
= − 1

2R2sin2θ

∂

∂θ

(
R2sin2θ

)
= − cot θ

が得られる。この時、基底 {∂/∂θ, ∂/∂ϕ}は球面上の極では定義されない。球面 S2は至るところで 1次独立
なベクトル場をつくることはできない。もし、m次元多様体M が至るところで 1次独立なm個のベクトル場
を作成できればM は平行化可能であるという。

7.9 平行化と 4元数

　平行化可能な多様体ではm個のベクトル場を使ってM上の各点で接空間を定義できる。ベクトルVp ∈ TpM

は TpM における Vpの全ての成分が TqM における Vq の成分に等しい時、Vq ∈ TqM に平行であるといえる。

ベクトル場はM 全体で定義できるのでこの平行性は p、qの選び方には依存しない。従ってRiemann曲率テン
ソルが 0になるが捩率テンソルが一般に 0になるとは限らない。球面が平行化可能になり得るのは n = 1, 3, 7

の場合に限ることが知られている。これらは 4元数、8元数との関係も深い。そこで (R4, δ)に埋め込まれた 3
次元球面

S3 =

{(
x1, x2, x3, x4

)
|

4∑
i=1

(
xi
)2

= 1

}
(7.73)

を考える。次の 3つの直交するベクトルは x(x1, x2, x3, x4)に垂直で S3 上で至るところで 1次独立である。

e1(x) = (−x2, x1,−x4, x3)

e2(x) = (−x3, x4, x1,−x2) (7.74)

e3(x) = (−x4,−x3, x2, x1)

よって

ei · ej = δij (7.75)

従って接空間 TxS
3 を定義できる。2つのベクトル V1(x)と V2(y)は
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V1(x) =

3∑
i=1

ciei(x) (7.76)

V2(y) =

3∑
i=1

ciei(y) (7.77)

であれば 1次独立にとることができ、平行である。無限小移動 ϵe1(x)を考えると x = (x1, x2, x3, x4)は

x′ = x+ ϵe1(x) (7.78)

=
{
x1 − ϵx2, x2 + ϵx1, x3 − ϵx4, x4 + ϵx3

}
(7.79)

に移る。よって xと x′ における基底ベクトルの差は式 7.74から例えば e2 について

e2(x
′)− e2(x) = (−x3 + ϵx4, x4 + ϵx3, x1 − ϵx2,−x2 − ϵx1)− (−x3, x4, x1,−x2)

= −ϵ (−x4,−x3, x2, x1)

= −ϵe3
= ϵΓµ12eµ(x)

となり、基底ベクトルの変化量は他の基底ベクトルで表現でき、

Γ3
12 = −1, Γ1

12 = 0, Γ2
12 = 0 (7.80)

である。同様な方法で

Γ3
21 = 1 (7.81)

を得る。従って

T 3
12 = Γ3

12 − Γ3
21 = −2 (7.82)

が得られる。これにはさらに一般性があり {λ, µ, ν}が奇置換であれば +2、偶置換であれば −2それ以外は

0になる。

Tλµν = 2ϵλµν (7.83)

以下では S3 上の平行化がいかに 4元数とかかわりがあるかを示す。4元数の 4次元座標の内積は

x · y = (x1, x2, x3, x4) · (y1, y2, y3, y4)

= x1y1 − x2y2 − x3y3 − x4y4, x1y2 + x2y1 + x3y4

−x4y3, x1y3 + x3y1 − x2y4 + x4y2, x1y4 + x4y1 + x2y3 − x3y2

そこで S3 を長さ 1の 4元数の集合として次のように定義する。

S3 =
{
(x1, x2, x3, x4)|x · x̄ = 1

}
(7.84)

x̄ = (x1,−x2,−x3,−x4) (7.85)
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x0 = (1, 0, 0, 0)としてここでの接空間は式 7.74か

e1 = (0, 1, 0, 0)

e2 = (0, 0, 1, 0) (7.86)

e3 = (0, 0, 0, 1)

によって構成され、接空間の基底ベクトルは

e1(x) = e1 · x

e2(x) = e2 · x (7.87)

e3(x) = e3 · x

と決める。これにより S3 上の任意の点における接ベクトルを定義できるようになる。

7.10 曲率の測定

　前節でみてきたように曲率が 0であればあるベクトルの閉曲線 C に沿った周積分∮
C

dAµ = 0

になる。これは測地線の節で学んだ内容から閉曲線がパラメタ sで表される時

dAµ

ds
= 0

が成り立つことになる。逆に局所座標を用いて

dAµ

ds
=
∂Aµ

∂xν
dxν

ds
=
∂Aµ

∂xν
uν

とおくと、このパラメタ sに対する速度

uν ≡ dxν

ds

が定義できる。ここで平行移動の要請は共変微分が 0

DAµ

Ds
= 0

となるから
dAµ

ds
+ Γµνρu

νAρ = 0

従って
dAµ

ds
= −Γµνρu

νAρ

であり、閉曲線 C に沿った周積分は ∮
C

dAµ = −
∮
C

Γµνρu
νAρds

となり、移項し、まとめると∮
C

(
∂Aµ

∂xν
dxν

ds
+ Γµνρu

νAρ
)
ds =

∮
C

uν
(
∂Aµ

∂xν
+ ΓµνρA

ρ

)
ds = 0

よって

uν
(
∂Aµ

∂xν
+ ΓµνρA

ρ

)
= 0

となる。
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7.11 計量例

　具体的に計量を求める練習をいくつかしてみよう。

R2 上の極座標による計量は

g = dr ⊗ dr + r2dϕ⊗ dϕ

なので Levi-Civita接続の 0でない成分を探すと

∇ = Γϕrϕ =
1

2
gϕλ (−∂λgrϕ + ∂rgϕλ + ∂ϕgλr)

=
1

2

{
gϕϕ (∂rgϕϕ)

}
=

1

2

2r

r2
=

1

r

∇ = Γrϕϕ =
1

2
grλ (−∂λgϕϕ + ∂ϕgϕλ + ∂ϕgϕr)

=
1

2
{grr (∂rgϕϕ)}

=
1

2

2r

1
= r

S2 上の極座標による計量は

g = dθ ⊗ dθ + sin2 θdϕ⊗ dϕ

なので Levi-Civita接続の 0でない成分を探すと

∇ = Γθϕϕ =
1

2
gθλ (−∂λgϕϕ + ∂ϕgϕλ + ∂ϕgλϕ)

=
1

2

{
gθθ (−∂θgϕϕ)

}
= − 1

2

2 sin θ sin θ

1
= − sin θ cos θ

∇ = Γϕθϕ =
1

2
gϕλ (−∂λgθϕ + ∂θgϕλ + ∂ϕgθλ)

=
1

2

{
gϕϕ (∂θgϕϕ)

}
=

1

2

2 sin θ sin θ

sin2 θ
= cot θ

また円柱は S1 ×R上の計量を持ち、円周をつくる角度を ϕとし、高さを zとして

g = dϕ⊗ dϕ+ dz ⊗ dz

であるからこのままでは接続のどの成分を 0なので

x = rcosϕ

y = rsinϕ
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とすると

dx = −rsinϕdϕ

dy = rcosϕdϕ

とすると

g =
1

sin2ϕ
dx⊗ dx+

1

cos2ϕ
dy ⊗ dy + dz ⊗ dz

∇ = Γzxx =
1

2
gzλ (−∂λgxx + ∂xgxλ + ∂xgλx)

=
1

2

{
gϕϕ (∂rgϕϕ)

}
=

1

2

2r

r2
=

1

r

∇ = Γxyy =
1

2
gxλ (−∂λgyy + ∂ygyλ + ∂ygλy)

=
1

2
{gxx (∂xgyy)}

=
1

2

sin2θ

1
= r

∂x

∂ϕ
= r cos θ (7.88)

∂y

∂ϕ
= −r sin θ (7.89)

∂

∂z
(r sinϕ, r cosϕ, z) = (0, 0, 1) (7.90)

だから

gϕϕ = r2 (cosϕcosϕ+ sinϕsinϕ)

∂ϕgϕϕ = r2 (cosϕcosϕ+ sinϕsinϕ)

7.11.1 Poincare計量

U を上半平面 U ≡ {(x, y)|y > 0}として前節でのポアンカレの計量を次のようにおく

g =
dx⊗ dx+ dy ⊗ dy

y2
(7.91)

ｈ

この時、Leui-Ciuita接続の 0でない成分を探すと

∇ = Γxxy =
1

2
gxλ (∂xgyλ + ∂ygλx)

=
1

2
{gxx (∂ygxx)}

=
1

2
y2
{(

1/y2
)′}

= − 1

y
= Γxyx (7.92)
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∇ = Γyyy =
1

2
gyλ (−∂ygyy + ∂ygyλ + ∂ygλy)

=
1

2
{gyy (∂ygyy)}

=
1

2
y2
{(

1/y2
)′}

= −1

y
= −Γyxx (7.93)

への右作用が式 7.29より測地線の方程式は式 7.92からは µ = xとして和をとると

d2xµ

ds2
+ Γµνλ

dxν

ds

dxλ

ds
= x′′ − 2

y
x′y′ = 0 (7.94)

を得る。また同様に式 7.93からは µ = yとして和をとると

y′′ − 1

y
y′2 +

1

y
x′2 = 0

を得る。7.94からは両辺を x′ で割り

x′′

x′
= 2

y′

y

と分離できるので積分すると

log x′ = 2 log y + C

よって

x′

y2
=

1

R
(7.95)

ここでパラメタ sがベクトル (x′, y′)が長さ 1を満たすようにとると

x′2 + y′2

y2
= 1

となるから、前の式から

y2

R2
+
y′2

y2
= 1

y′2 = y2
(
1− y2

R2

)
だから y′ = dy/dsよりポアンカレ平面では y = R sin t として

ds =
dy

y
√
1− y2

R2

=
dt

sin t

この置き換えで式 7.95は

x′ =
y2

R
= R sin2 t (7.96)

となる。よって積分ができて
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x =

∫
x′ds =

∫
dx

ds

ds

dt
dt

=

∫
R sin t

1

sin t
dt = R cos t+ x0

同様にして

y = R sin t y > 0 (7.97)

を得るがこれは (x0, 0)を中心とする半径 Rの上半円である。最大に伸びた測地線は 0 < t < π

であり曲線の長さは

∫
ds =

∫ π−ϵ

0+ϵ

ds

dt
dt =

∫ π−ϵ

0+ϵ

dt

sin t
= −1

2
log

1 + cos t

1− cos t
|π−ϵ0+ϵ

= ∞

である。この結果は前節式からも求められる。

8 テンソル場

8.1 テンソル算 [75]

　　　ここで改めて、今後テンソルの計算が頻繁に現れるのでその基礎代数をまとめておく。

8.1.1 添え字定義

　ここでは座標は上付き添え字で、基本的に 4次元の場合 0, 1, 2, 3を用いて

x0 = ct, x1 = x, x2 = y, x3 = z

とし、xµ は [4, 1]型の縦ベクトルである。

変換座標にはダッシュをつけて同じ添え字が出てきた場合はその和記号を省略

xµ
′
= aµνx

ν + bµ (8.1)

である。aµν は上、下付きにしないといけない。これは [4, 4]型の定数行列であることを表す。

今度、古典的な 3次元では k, lmの添え字、4次元では µ, ν, ρ, σの添え字を用いる。

型のみ見ると

[4, 1] = [4, 4][4, 1] + [4, 1]

で型の積前後で同じ数字になっていないといけない。同じ数字であれば演算可能で前後縮約できる。

光速度不変の原理を用いると

−
(
x0
)2

+

2∑
k=1

(
xk
)2

= Const.

である。虚数単位を用いて x0 = ictとすれば

4∑
µ=0

(xµ)
2
= Const.
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とかける。これを見ても、相対論による時間と空間の対等化には実数から複素数への拡大が必要になること

が示唆される。

変換がローレンツ変換のようになるためには次の ηµν を用いて

ηµν =


−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 (8.2)

と定義して、光速度不変の原理は

ηµνx
µxν = ηµνx

′µx
′ν

とかくことができて式 8.1を代入すると

ηµν = ηρσa
ρ
µa

σ
ν (8.3)

である必要がある。

8.1.2 添え字の上げ下げ

　一般に 4× 4の行列 Aの成分を

(A)µν ≡ aµν

先の ηは行列 Y の成分

(Y )µν ≡ ηµν

とすると式 8.2から逆行列は添え字を上下させて、

Y −1 ≡ ηµν = η−1
µν =


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1


で表す。式 8.3から転置行列 AT を用いて

ηµν = (aµν )
T
ηµνa

µ
ν

= aνµηµνa
µ
ν

行列表現で

Y = ATY A

とかけるので両辺に Y −1 をかけると単位行列を I として

I = Y −1ATY A

これを成分でかくと添え字のつながりは

δµν = ηµλaρληρσa
σ
ν (8.4)

となる。ここで添え字を注視すると

ηµλaρλ = aµρ

ηρσa
σ
ν = aρν
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と決めれば式 8.4は
δµν = aµρaρν = aµν (8.5)

となっていないといけないことがわかる。つまり、aµν は対角単位行列である。

式をよく見ると ηµλ は下付きの λを消し、ηµλ は上付きの λを消してつなげればよいことがわかる。

ここで注意が必要で上式の両辺に ητν 自身は δµν により

ητνδµν = ητµ = ητνaµν

= aτµ

となる。これは τ = µ = 0で a00 = −1 ̸= a00 である。また、

ητνδµν = δτµ = aτµ

ともできるので。τ = µ = 0とすると

a00 = η0νδ0ν = η00δ00 = −1

となる。実際に a00 を a00 から求めると

η00 = −1, a00 = 1

だから

a00 = η00a00 = −1

となる。このように 0成分を持つ時は符号が負にする約束がいる。これが時空の計量の必要性になる。

さらに、ここでの a00 は実際には使えない。つまり座標は [1, 0]型であるから

aµρxρ

は座標にならない。つまり、上付き、下付で反変、共変のテンソル型も表現している。実際には

aµρx
ρ

が座標になる。

さらに

aµν =


1/a00 0 0 0

0 1/a11 0 0

0 0 1/a22 0

0 0 0 1/a33



aµν =


1/a00 0 0 0

0 1/a11 0 0

0 0 1/a22 0

0 0 0 1/a33


とおくと式 8.5の µ = ν = 0 の成分をみると

a00a00 = 1 = δ00

となるが、もし、対角化されていないと係数 C が必要で
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aµν =
√
C


a00 1a10 1a20 a30

a01

a02

a03 a33



aµν =
√
C


1/a00 1/a10 1/a20 1/a30

1/a01

1/a02

1/a03 1/a33


とすると式 8.5の µ = ν = 0 の成分をみると係数 C = 1/4とすれば

a00a00 + a01a01 + a02a02 + a03a03 = C · 4 = 1 = δ00

と次元の数だけの和ができる。対角化されていればこの次元を見ずにすむわけである。

再び式 8.7を見ると、このルールで

ηµν = ηρσa
ρ
µa

σ
ν

からは 0成分を分けて足し合わせれば

−1 = −
(
a00
)2

+

3∑
k=1

(
ak0
)2

を意味し、書き換えると

a00 = ±

√√√√1 +

3∑
k=1

(
ak0
)2

であり、これはユークリッド空間とは異なったもので第 7章であつかったミンコフスキー空間になる。

8.1.3 計量テンソル

計量テンソル gµν は対称なので次の性質が成り立つ。

gµν = gνµ

よって 4次元の場合は 16個の成分のうち、独立になるのは 10個しかない。
次のように行列式の基本は下付で定義する。

g = Det gij

1/g = Det gij

計量の逆行列の定義から

gµν
∂gµσ

∂xρ
= −gµσ ∂gµν

∂xρ

が成り立つ。
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8.2 アインシュタインの規約

アインシュタインの規約ルールは既に何度も利用してきた、同じ添え字が現れれば足し合わせるというもの

だが

同じものがダミーを除いて 2つ以上あってはならないというルールもある。従って次のような表記は間違い
になる。

Aµ = gµνg
µνAµ

正しくは次のような計量テンソルを定義しておく

gρµ = gµνg
ρν = δρµ

従って、

gµνg
µν = g00 + g11 + g22 + g33 = 4

であるが

g00 = −1, g00 = −1

g00g
ρ0 = gρ0

2つの添え字を一斉に上げ、下げしても符号は変わらない。

8.3 偏微分と変換性

　省略形として次のように ,で偏微分を表す。

∂Q

∂xµ
= Q,µ

よって微小変位 δQは

δQ =
∂Q

∂xµ
δxµ

= Q,µ δx
µ

と表す。

8.4 ベクトルの変換

　座標変換 xµ → xµ
′
としたとき、この時の xµ の微小変位 δxµ は

δxµ
′
=
∂xµ

′

∂xµ
δxµ = xµ

′
,µ δx

µ (8.6)

と変換されるので、これと同様に任意の反変ベクトル Aµ は

Aµ
′
= xµ

′
,µA

µ (8.7)

であり、逆変換 xµ
′ → xµ としたとき

Aµ = xµ,µ′ Aµ
′

(8.8)

共変ベクトル Bµ の場合はスカラー積は

Aµ
′
Bµ′ = AµBµ
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が成り立つので 8.7より
Aµ

′
Bµ′ = xµ,µ′ Aµ

′
Bµ

これが任意の Aµ
′
に対し、恒等的に成り立つためには

Bµ′ = xµ,µ′ Bµ

だから、ダッシュを入れ替えれば

Bµ = xµ
′
,µBµ′

と変換する。

8.5 テンソルの変換

　以上から前部でもみたようにテンソルの変換則は反変、共変の混在であり次に従う。

Tλ
′µ′

ν′ = xλ
′
,λ x

µ′
,µ x

ν ,ν′ Tλµν

例えば計量テンソルは
∂xλ

∂xν
= gλν

で定義されると考えてよい。左辺は

∂xλ

∂xν
=

∂xλ

∂xµ′

∂xµ
′

∂xν

と展開できるので

gλν = xλ,µ′ xµ
′
,ν

とかける。これは次のようにテンソルの変換則を満たしている。

gλν = xλ,λ′ xν
′
,ν g

λ′

ν′

また、任意の反変ベクトルに対して

gµ′ν′Aµ
′
Bν

′
= gµνA

µBν = gµνx
µ
,µ′x

ν
,ν′Aµ

′
Bν

′

が成り立ち

gµ′ν′ = gµνx
µ
,µ′x

ν
,ν′

gµν もまた、テンソルのようにふるまう。また、Sをスカラーとすると

∂S

∂xµ′ =
∂S

∂xµ
∂xµ

∂xµ′

従って

S,µ′ = S,µx
µ
,µ′

となりスカラーの微分は共変ベクトルをなす。

しかし、クリストッフェルの記号のようにベクトル’やテンソルの微分はテンソルになるとは限らない。添

え字の上げ、下げだけではテンソルになるかどうかはきまらない。しかし、積がテンソルで、積の片方がテン

ソルであればもう一つもテンソルになる。例えば

Aλ
′
= xλ

′

,λA
λ
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Tµ′ν′ = xµ,µ′x
ν
,ν′Tµν

はテンソルとしてある量 Rλµν について

Aλ
′
Rλ′µ′ν′ = Tµ′ν′

が成り立てば

xλ
′

,λA
λRλ′µ′ν′ = xµ,µ′x

ν
,ν′Tµν

が成り立つことになる。これが任意の Aλ に成り立つことから

AλRλµν = Tµν

と比較し、

xλ
′

,λRλ′µ′ν′ = xµ,µ′x
ν
,ν′Rλµν

となることがわかる (
xλ

′

,λ

)−1

= xλ,λ′

の関係を用いて

Rλ′µ′ν′ = xλ,λ′x
µ
,µ′x

ν
,ν′Rλµν

となり、テンソルになる。これを商の定理という。

8.6 無限小変換 [84]

　テンソル場は同一点 x, x′ を異なる座標系で表した時、

T
′

µ(x
′
) ≡ ∂T

∂x′µ
=

∂T

∂xν
∂xν

∂x′µ

としてN 階に拡張すると

T
′

µ1···µN
(x

′
) = Tν1···νN (x)

∂xν1

∂x′µ1
· · · ∂x

νN

∂x′µN

のようにダッシュが下にくる座標変換であった。

この時、

T ≡ Tν1···νN (x)dxν1 ⊗ · · · ⊗ dxνN

が座標系によらず不変になるのが特徴であった。

　N 階のテンソル場 T を微分同相写像（1対 1で逆も滑らか）ϕで変換する ϕ∗T を考える。

(ϕ∗T )µ1···µN
(x) ≡ Tν1···νN (ϕ(x))

∂ϕ(x)ν1

∂xµ1
· · · ∂ϕ(x)

νN

∂xµN

を定義すると、この座標変換も

Tµ1···µN
(ϕ(x

′
))
∂ϕ(x

′
)µ1

∂x′ν1
· · · ∂ϕ(x

′
)µN

∂x′νN
= Tν1···νN (ϕ(x))

∂ϕ(x)ν1

∂xµ1
· · · ∂ϕ(x)

νN

∂xµN

∂xν1

∂x′µ1
· · · ∂x

νN

∂x′µN

を見たし、テンソル則を満足する。

そこで vµ(x)をベクトル場として

ϕ(x)µ = xµ + ϵvµ(x)

の無限小変換を考え、

ϕ∗T (x) = T (x) + ϵδvT (x) +O(ϵ2) (8.9)

229



と近似する。例えば 2階のテンソルであれば

(ϕ∗T )µν (x)− Tµν(x) = Tαβ(x+ ϵv)

(
δαµ + ϵ

∂vα

∂xµ
(x)

)(
δβµ + ϵ

∂vβ

∂xν
(x)

)
− Tµν(x)

= ϵ

[
vρ(x)

∂

∂xρ
Tµν(x) + Tαν(x)

∂vα

∂xµ
(x) + Tµβ(x)

∂vβ

∂xν
(x)

]
+O(ϵ2)

となるから式 8.9から

δvTµν = vρ(x)
∂

∂xρ
Tµν(x) + Tαν(x)

∂vα

∂xµ
(x) + Tµβ(x)

∂vβ

∂xν
(x)

であり、これをN 階に拡張すると

δvTµ1···µN
= vν(x)

∂

∂xν
Tµ1···µN

(x) +

N∑
j=1

Tµ1···µj−1,νj ,µj+1···µN
(x)

∂vνj

∂xµj
(x)

となる。

8.7 平行移動

　リーマン空間において xµ とその近傍 xµ + dxµ との間の距離は

ds2 = gµνdx
µdxν

とかけ、これは座標変換に対して不変である。

空間が曲がっていることも考えるので平行移動をより高次の次元からながめる必要がある。そこでここでは

ローマ字 (m,n)等では 4次元の (µ, ν)と区別し、N 次元空間とする。

8.8 テンソル密度

　一般相対性理論では重力場は計量テンソルにより記述される。計量テンソルがあると時空の各点で内積が

定義できる。

n次元多様体M上の 2階対称共変テンソル場

g ∈ T 0
2 (M)

この全ての点で正則な行列となるものを多様体上の計量テンソル場といい、この計量の組 (M,g)を擬Riemann
多様体という。

g = ds2 = gµνdx
µdxν

を計量 g といい、g の成分を表す行列は基底により変化するが負の固有値 r と正の固有値 nの差 n − r は

Syluesterの慣性律から基底に依存しない。
r = 0なら Riemann多様体、r = 1ならローレンツ多様体という。

局所的に

g(ea, eb) = ηab

となる基底 {ea}が存在すればこれを正規直交基底といい

ds2 = ηαβl
αlβ
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とおけて自然に n形式が

Ω = l0 ∧ · · · ∧ ln−1 (8.10)

となり変換行列 ψab を用いて

l
′a = ψab l

b

となり、これは直交行列だから行列式は ±1となる。よって

Ω
′
= det ψΩ = ±Ω (8.11)

基底の向きのみに依存する。これによりMが向き付け可能であれば基底が局所的にしか存在しなくても Ω

はM全体で定義できる。この Ωを体積要素という。ここで gµν = ηabl
a
µl
b
ν だから両辺の行列式をとれば

|l| = det lab = ±
√
|det gab| = ±

√
|g|

である。これから式 8.10から

Ω = ± 1

n!
εµ1···µndx

µ1 ∧ · · · ∧ dxµn

εµ1···µn
=
√
|g|ε0µ1···µn

と表すことができる。ただし ε0µ1···µn
は完全反対称なテンソルである。よって εµ1···µn は符号を除いてテンソ

ルとして振る舞う疑テンソルになる。これを Levi-Civita疑テンソルと呼ぶ。また、これをテンソル密度とも
いう。

8.9 レビ・チビタテンソル

前節の ϵλµνρ(x)はレビ・チビタテンソルと呼ばれる重要なテンソルになる。これを導いておこう。

一般的な次を満たす仮の完全反対称テンソルを

η0123 = 1

とすると変換則は次のようになる。

∂xα

∂x′µ

∂xβ

∂x′ν

∂xγ

∂x′ρ

∂xδ

∂x′σ
ηαβγδ =

(
det

(
∂x

∂x′

))
ηµνρσ

ηµνρσ =

(
det

(
∂x

′

∂x

))
∂xα

∂x′µ

∂xβ

∂x′ν

∂xγ

∂x′ρ

∂xδ

∂x′σ
ηαβγδ

これがテンソルとして振る舞うためには det
(
∂x

′

∂x

)
は一般に 1ではないので計量の変換でこれを打ち消す必

要がある。

そこで

g(x) ≡ det(gµν)

と定義すると、これは空間ベクトルでは常に負になることに留意する。

ダッシュ系への座標変換では gと xの変換が式 9.7から共変的に 2回変換し、

g
′
(x

′
) = det

(
∂x

∂x′

)
det

(
∂x

∂x′

)
g(x)
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となる。よって g(x) < 0であることを考慮して、次のように定義すればテンソルになる。

ϵµνρσ =
√
−gηµνρσ

これをレビ・チビタテンソルという。

一般に 3個の添え字を持った物理量 Aλµν を考える。この Aλµν に 3個の任意の共変ベクトル ξλ, ηµ, ζν を A

にかけると次のような S が作られる。

S ≡ Aλµνξληµζν

この時、次節でみるように、S がスカラーならば Aλµν は完全反対称テンソルである。

Levi-Civita疑テンソルが 3階であれば次の値をとることになる。

ϵijk


1 (1, 2, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2)

−1 (1, 3, 2), (3, 2, 1), (2, 1, 3)

0 otherwise

さらに次のように添え字が同じになるとクロネッカー δができる。

3∑
k=1

ϵijkϵlmk = δilδjm − δimδjl (8.12)

3∑
j,k=1

ϵijkϵljk = 2δil (8.13)

3∑
i,j,k=1

ϵijkϵijk = 6 (8.14)

9 計量テンソル

9.1 テンソル形式

n次元多様体M 上に x1, x2, · · ·xn を座標系をとる。また、X(M)はベクトル場とする。次のように双線形

関数 f を定義しておく。

Aが (r, s)型のテンソルであれば

A : X∗ × · · · ×X∗︸ ︷︷ ︸
r

×X × · · · ×X︸ ︷︷ ︸
s

→ f

である。普通の関数 f(x)は (0,0)型のテンソルということもできる。
また、共変ベクトルは (0, s)型のテンソルで反変ベクトルは (r, 0)型のテンソルになる。

1形式を θr で表す。テンソルはこの、1形式とベクトル場Xs から (r, s)型が作られる。

双線形関数 f は次のように、どのスロットに作用しても外に出すことができる。

A
(
θ1, · · · , fθi, · · · θr, X1, · · ·Xs

)
= fA

(
θ1, · · · , θi, · · · θr, X1, · · ·Xs

)
(r, s)型のテンソルを T rs として例えば

T 0
1 = X∗, T 1

0 = X

であり、次は (1, 2)型のテンソルである。

A(θ,X, Y ) = θ(A(X,Y ))
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しかし、括弧積は

[fX, Y ] = fX · Y − Y · fX

= fXY − fY X − Y fX

= f [X,Y ]− Y fX

となるので括弧積がテンソルはテンソルではないことがわかる。

(U ⊂M)として、この時 U 上のテンソル成分は実で

T i1···irj1...js
= T

(
dxi1 , · · · , dxir , ∂j1 , · · · ∂js

)
で表す。添え字は 1形式から n形式までを表し反変、共変成分が上下につく。

例えば基底を用いて 1形式は
θ =

∑
θidx

i

ベクトル場は

X =
∑

Xj∂j

と表す。すると (1, 1)型のテンソ T は

T (θ,X) =
∑
ij

θiX
iT (dxi, ∂j) =

∑
ij

T ij θiX
i

と両方の基底をまとめて表すことができる。

よって、(1, 1)型の Aと (1, 2)型のテンソル B の積は (2, 3)型のテンソルになる。

A (θ,X)B(ω, Y, Z) = (A⊗B) (θ, ω,X, Y, Z)

成分表示で

(A⊗B)
ij
klm = AikB

j
lm

である。

9.2 フレーム場

　座標系をセットとしてまとめて扱えるようにすると便利である。

そこで、多様体上の点 pで接ベクトル {∂1, ∂2 · · · ∂n}を考え、接空間 TP (M)フレーム場として

{E1, E2 · · ·En}

を定義する。ここで Ei はベクトル場である。

微分 1形式
dx1, dx2, · · · dxn

に対して双対な 1形式 ωを

ωi (Ej) = δij

で定義すると {
ω1, ω2, · · ·ωi

}
は双対フレーム場である。これからどんなベクトル場X も

X =
∑

ωi(X)Ei
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で表すことができる。フレーム場を定義しておくとテンソルの成分表現を明確にしやすい。

例えば (1, 2)型のテンソル AがM 上の双線形関数 f(M)

X∗(M)×X(M)×X(M) → X(M)

また、Aの成分は座標基底表示で

Aijk = A(dxi, ∂j , ∂k)

フレーム表示で

Aijk = A(ωi, Ej , Ek)

である。ここで、座標変換をするようにフレーム変換の規則を定義しよう。U 上で n×nの行列 a, bを用いて

フレーム場 {Ej} → {Fj}を
Fj =

∑
amj Em

θi =
∑

biqω
q

が成り立つ。双対性から次は正方単位行列である。∑
bima

m
j = δij

よって a, bは座標変換で用いてヤコビアンとその逆行列である。

a =

(
∂yi
)

(∂xj)

b =

(
∂xi
)

(∂yj)

従って、次の関係がある。

A
(
θi, Fj

)
= A

(∑
biqω

q,
∑

amj Em

)
=
∑

biqa
m
j A

q
m

ただし、Aqm は

A (θ, V ) =
∑

AqmθqV
m

である。よってこれらの変換がフレームに依存しないことがわかる。

9.3 計量テンソル

　次に時空間に距離を定義することを考える。この節では簡単に単位系 c = 1, G = 1を選ぶことにする。

(x0 = t, x1 = x, x2 = y, x3 = z)と単純における。

第 2部で見たようにM が微分多様体であり p ∈M で次の条件をみたす時、Riemann計量 gという。

1. gp(U, V ) = gp(V,U)

2. gp(U, V ) ≥ 0等号は U = 0の時のみ

3. U ∈ TpM に対して gp(U, V ) = 0ならば V = 0をさらに満たせば擬 Riemann計量という。

ここで gp は正定値な対称双 1次形式であり 2つのベクトル U, V ∈ TpM の内積で定義された。gp(U, V )は

gp(U, V );TPM ⊗ TpM → R (9.1)

であることから
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gp(U, );TPM → R (9.2)

を

V → gp(U, V ) (9.3)

によって定義できるので gp(U, )は 1形式

ωU ∈ T ∗
PM (9.4)

と同一視できる。同様にに TPM と T ∗
PM は同型写像を引き起こす。よって

ωV ∈ TPM (9.5)

が誘導される。よって座標表示では

gp =
∑
µν

gµν(p)dx
µ ⊗ dxν (9.6)

で展開できる。また、gp(U, V )から

gp

(
∂

∂xµ
,
∂

∂xν

)
= gµν(p) = gνµ(p) (9.7)

を満たす。ここで次のように行列式を gで定義する。

gµνg
νλ = δλµ

det (gµν) = g (9.8)

det (gµν) = g−1

であり、対称性から

ωµ = gµνU
ν

Uµ = gµνων

と 1形式を使って書ける。これから p点での無限小距離の定義式

ds2 = gp

(
dxµ

∂

∂xµ
, dxν

∂

∂xν

)
= dxµdxνgp

(
∂

∂xµ
,
∂

∂xν

)
(9.9)

= gµνdx
µdxν

が自然に導け、gµν は対称行列なのでその固有値は実数になる。この gµν を計量テンソルという。

gが Riemann計量であれば全ての固有値は正だが擬 Riemann計量の場合は負の値をとることもあり正の値
が i個、負の値が j個ある時 (i, j)の組を計量の指数という。j = 1なら Lorentz計量という。例えばMinkowski
空間が Lorentz計量である。

(M,g)が Lotrentz計量の多様体であればその接空間 TpM は式 2.18に対応して、次の 3つのクラスに分か
れた。

1. g(U,U) > 0 → U は空間的
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2. g(U,U) = 0 → U は光錘的

3. g(U,U) < 0 → U は時間的

　

4次元的に不変な時空距離を
ds2 = gµνdx

µdxν

　とおく前節でみたようにMikowski時空では

ηab = diag(−1, 1, 1, 1)

の計量を持つ。4次元の時空の多様体の単位接ベクトルを e用いると、計量は一般に次のようにおける。

gab = ea · eb

座標軸を表す、単位ベクトルのこの表記は内積ではないので注意する。これはテンソル積になる。

例えば 2次元のユークリッド空間でれば

ds2 =
(
dx1
)2

+
(
dx2
)2

となり、ea = (1, 0), eb =
t (0, 1)だから

gab = ea · eb = (1, 0) ·

(
1

0

)
=

(
1 0

0 1

)
となる。

3次元の球座標ではやや複雑である。(r, θ, ϕ)として

x = r sin θ cosϕ

y = r sin θ sinϕ

z = r cos θ

r =
√
x2 + y2 + z2

θ = arccos
z√

x2 + y2 + z2

ϕ = sgn(y) arccos
x√

x2 + y2 + z2

よって微分は

∂x

∂r
= sin θ cosϕ,

∂y

∂r
= sin θ sinϕ,

∂z

∂r
= cos θ

∂x

∂θ
= r cos θ cosϕ,

∂y

∂θ
= r cos θ sinϕ,

∂z

∂θ
= −r sin θ

∂x

∂ϕ
= −r sin θ sinϕ, ∂y

∂ϕ
= r sin θ cosϕ,

∂z

∂ϕ
= 0

　 1形式は

dx = sin θ cosϕdr + r cos θ cosϕdθ − r sin θ sinϕdϕ

dy = sin θ sinϕdr + r cos θ sinϕdθ + r sin θ cosϕdϕ

dz = cos θdr − r sin θdθ

236



となる。これからヤコビアン J が次のように求まる。

J =
∂(x, y, z)

∂(r, θϕ)
=

 sin θ cosϕ r cos θ cosϕ −r sin θ sinϕ
sin θ sinϕ r cos θ sinϕ r sin θ cosϕ

cos θ −r sin θ 0


また、行列式は

detJ =

∣∣∣∣∂(x, y, z)∂(r, θϕ)

∣∣∣∣ = r2 sin θ

接方向の単位ベクトルはデカルト座標と、球座標で s(x, y, z), s(r, θ, ϕ)、ヤコビアン J の縦成分を (J1, J2J3)

と書くと、

ds = exdx+ eydy + ezdz = erdr + eθdθ + eϕdϕ

= J1dr + J2dθ + J3dϕ

と表されるから J を見ることで、ただちに

ex = (1, 0, 0)

ey = (0, 1, 0)

ez = (0, 0, 1)

er = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ) =
∂x

∂r

eθ = (r cos θ cosϕ, r cos θ sinϕ,−r sin θ) = 1

r

∂x

∂θ

eϕ = (−r sin θ sinϕ, r sin θ cosϕ, 0) = 1

r sin θ

∂x

∂ϕ
(9.10)

となる。ds = (dx, dy, dz)が

ds = exdx+ eydy + ezdz

= (ex, ey, ez) ·

 dx

dy

dz



= (ex, ey, ez) · J ·

 dr

dθ

dϕ


と変換されることもわかる。よって計量テンソルは式 9.10から、

gab = ea · eb =

 e2r eθer eϕer

ereθ e2θ eϕeθ

ereϕ ereϕ e2ϕ

 =

 1 0 0

0 r2 0

0 0 r2 sin2 θ


を得る。よって

ds2 = (dr)
2
+ r2 (dθ)

2
+ r2 sin2 θ (dϕ)

2

となる。ヤコビアンが簡単に求まる場合であれば計量も簡単に計算ができる。

ユークリッド空間でもミンコフスキー計量を使うと (t, x, y, z)として、

g11 = e1 · e1 = 1
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であることに注意する。前節の式からこの時の計量テンソルは特に次のように表された。

ηµν =


−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 (9.11)

よって

ds2 = − (dt)
2
+ (dx)

2
+ (dy)

2
+ (dz)

2

のようにねじれが 1回入る。よく 4元ベクトルの置き換えで

x0 = ict

を使うが、ここではあくまで光速は c = 1として

x0 = t

であり、座標に虚数はなく、空間と特別視はしない。接続に通常の貼り付けをしない方法をとる。

これは図のように多様体上につくる接平面はユークリッド的であるが、連続して貼り付ける時に別のルール

を持ってくることになる。

図 9.1: 接空間におけるずれ

しかし、空間は静止する位置を選べるが、時間を止めることができない。この事情を相対論には取り込めて

いない。

さらによく見る上の図では球面と平面は接点から離れれば間隔が大きくなるが実際にはR3では 3次元空間が
4次元多様体に接することになる。従って上図のようなイメージにはならない。第 2部で見たように R4 → S2

の Hopf写像は下図のようなイメージになった。
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図 9.2: 第 2部での Hopf写像

9.4 共変性

　 d次元多様体を考えて実可微分多様体をM とする。物体の運動を実現する場としてこの多様体M から実

数空間 Rd への写像を考える必要がある。また、異なる座標系 x, x
′
を考えその間の写像

x ◦ x
′−1, x−1 ◦ x−1

が共に存在し、微分可能であるとする。多様体M の点 pで接空間 Tp(M)は d次元の基底ベクトル

∂µ =
∂

∂xµ

で構成され、ベクトル V ∈ Tp(M)は

V = V µ∂µ

のように表す。今後はテンソルの階数を [r, s](r, s = 0, 1, 2, · · · )で書くことにする。
普通は基底を表示しないので、1つ 1つの V µ は単なる成分である。

ただし、この成分が次のように横に並び、(列ベクトル)をつくる時、V µ は [1, 0]型のテンソルとみなす。

V = V µ =
(
V 1, V 2 · · ·V µ

)
これは接ベクトルである。

また、余接空間 T ∗
p (M)上に双対ベクトルの基底として dxν をとることができて、

dxν (∂µ) = δνµ

を満たすようにする。従って双対ベクトルをW とすると

W =Wνdx
ν

と表すことができる。これも普通は基底を表示しないので、1つ 1つのWν は単なる成分である。

ただし、この成分が次のように縦に並び、行ベクトル

をつくる時、Wν は [0, 1]型のテンソルとみなす。

W =Wν =


W1

W2

...
Wν
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これは余接ベクトルである。

これから反変、共変の変換則が決まる。

つまり、スカラーは [0, 0]型のテンソルで

WµV
µ = [0, 1][1, 0] = [0, 0]

となるが逆にかけると [1, 1]型のテンソルで

V µWµ = [1, 0][0, 1] = [1, 1]

となる。順番は前の後ろと後ろの前の階数が一致している必要があり、同じであれば縮約できる。

座標系 (ダッシュ系)を変えた時の変換則も重要になる。この時の変換行列、ダッシュ系とダッシュ無し系と
の間は

∂x
′µ

∂xν
,
∂xν

∂x′µ

は共に [1, 1]型なので先の積ルールを使うと [1, 0]型の基底 dxµ には前に、[0, 1]型の基底 ∂µ には後ろにか

かる。

例えば座標に代表される共変則 (下付)

∂
′

µ = ∂ν
∂xν

∂x′µ

により接ベクトルは成分が

∂
′

µV
′µ = ∂ν

∂xν

∂x′µ
V

′µ = ∂νV
ν

となり x→ x
′
で不変になる。

また、変位に代表されるように反変則 (上付)

dx
′µ =

∂x
′µ

∂xν
dxν

により、余接ベクトルは成分が

Wν =W
′

µ

∂x
′µ

∂xν

のように変換される。よって

W
′

µdx
′µ =W

′

µ

∂x
′µ

∂xν
dxν =Wνdx

ν

となり x→ x
′
で不変になる。

さらに重要なのは 2つの変換行列の積には

∂xρ

∂xν
∂xµ

∂xρ
= δµν

が成り立つので基底も含めて dxν∂ν = [1, 0][0, 1] = [1, 1],Wµ = [0, 1], V µ = [1, 0]だったから

W ·V =W
′

µdx
′µ∂

′

µV
′µ =W

′

µ

∂x
′µ

∂xν
dxν∂ν

∂xν

∂x′µ
V

′µ

= [0, 0]

V ·W = ∂
′

µV
′µW

′

µdx
′µ = ∂ν

∂xν

∂x′µ
V

′µW
′

µ

∂x
′µ

∂xν
dxν

= [0, 0]
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　となり、内積は順番に関係なくスカラーをつくる。

これから接空間と余接空間を持つ場としテンソルを考え、次のように定義した。

T (r,s) :
(
T ∗
p (M)× · · · × T ∗

p (M)
)
r
× (Tp(M) · · · × Tp(M))s → R (9.12)

特に注意すべきは T (1,0) とは

T ∗
p → R

への線形写像であり、Tp(M)の要素そのものである。逆に T (0,1) とは T ∗
p (M)の要素になる。

よって次のようにかけた。

T (r,s) = Tµ1···µr
ν1···νs ∂µ1

⊗ · · · ⊗ ∂µr
⊗ dxν1 ⊗ · · · ⊗ dxνs (9.13)

この変換則は例えばローレンツ変換であれば式 2.21に従う。
従って光速度一定の原理の元で微小変位はスカラーとして観測される必要があり、

式 9.12から 2階のテンソルを用いて

ds2 ≡ gµνdx
µ ⊗ dxν = gµνdx

µdxν

とすれば、これが不変量になる。この時 gµν の符号によって

正の時をリーマン多様体、負の時をローレンツ多様体と呼ぶ。

また、この式は微小区間 dxを結ぶベクトルの振る舞いを記述しているので gµν の中身が時空の器となる構

造を決めている。

特に著名なものは球対称のブラックホールが中心にある場合を表すシュバルツシルド時空などがある。

ニュートン引力定数を Gとして先の球座標表示でニュートンの重力ポテンシャルが −GM/rであることを

考え、

ds2 = −
(
1− 2GM

r

)
dt2 +

dr2

1− 2GM/r
+ r2

(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)
となる。

また、ド・ジッター時空は空間部分に曲率を与えた

ds2 = −dt2 + e2Ht
(
dx21 + dx22 + dx23

)
になる。特に直交座標の場合は

eµae
a
ν = δµν

gµν = ηabe
a
µe
b
ν

ベクトルの変換則は

V a = eaµV
µ

Va = eµaVµ

であり、テンソルの場合は

T aν = eaµT
µ
ν

となる。また、原則的に添え字が µ, ν の場合は 4次元の曲がった空間をあつかう。
単位ベクトルが変換を受ける場合は例えばローレンツ変換であれば式 2.2で具体的にみたように

e
′

a(x) = Λba(x)eb(x)

となり、次の性質を満たす条件がつく。添字順に注意

Λca(x)Λ
d
b(x)η

ab = ηcd
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Λac (x)Λ
b
d(x)ηab = ηcd

テンソルの座標変換をローレンツ変換がある時

T
′a
ν = Λab (x)

∂xρ

∂x′ν
T bρ (x) (9.14)

のようにヤコビ行列が入る。

テンソルの階数を [r, s](r, s = 0, 1, 2, · · · )で書くことにすると共変ベクトル∂µは [1, 0]、反変ベクトルdxµ = ∂µ

は [0, 1]型になり、

かける順番は前の後ろと後ろの前の階数が一致している必要があり、

∂µ∂µ = [0, 1][1, 0] = [0, 0]

からスカラーができる。また、

∂µ∂
µ = [1, 0][0, 1] = [1, 1]

となり、これは正方行列である。このようにベクトルもスカラーもテンソルの一部たど拡大して考えると、

少々問題なことが起きる。

つまり、これまでの微分形式のルールも、この型が一致するようにしておく必要がある。

例えば微分 1形式として
W =Wνdx

ν

とするとWν が成分だから、これは [0, 1]型であるが

∂µWν

の変換を考えるとこれは [0, 1]型を微分しているので [0, 2]型のテンソルになるべきである。

しかし、具体的にみると式 9.14から次のように座標変換されるので

∂
′

µW
′

ν =
∂

∂x′µ
W

′

ν =
∂xρ

∂x′µ

∂

∂xρ

(
∂xσ

∂x′ν
Wσ

)
=

∂xρ

∂x′µ

∂xσ

∂x′ν

(
∂

∂xρ
Wσ

)
+Wσ

∂xρ

∂x′µ

∂2xσ

∂xρ∂x′ν
(9.15)

第 2項のせいで [0, 2]型にならないし、テンソルでは無くなってしまう。

これは局所ゲージ変換の時にも見られたように大局的な系から局所的な系への変換には微分項が余分にか

かったように

ここでも微分の効果が基底ベクトルそのものにもかかることから余分に出てくる。これは第 2部で共変微分
を定義するときに

V µ(x+∆x)// − V µ(x) = ∆xνXµ
νλV

λ

のように平行移動からのずれを考慮したように、ここでもテンソルの整合性を保つには通常の微分でなく次

の共変微分∇µ を定義しておく必要がある。

∇µV
ν = ∂µV

ν + ΓνµλV
λ

∇µWν = ∂µWν − ΓνµλWλ

として、これらをテンソルとして成立させるためには式 9.15の第 2項を消すように次の座標変換が成立する
ように定義すればよい。

Γµ′νρ =
∂xµ′∂xβ∂xγ

∂xα∂xν′∂xρ′
Γαβγ +

∂2xα

∂xν′∂xρ′
∂xµ

′

∂xα
(9.16)
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第 2項の共変微分でみたようにこの Γµρν は Christoffelの指標、といい上式を逆に解き、次のように定義さ

れた。

Γλµν =
1

2
gλρ(−∂ρgµν + ∂µgνρ + ∂νgρµ)

Γλ,µν =
1

2
(−∂λgµν + ∂µgνλ + ∂νgλµ)

ただし、V µWµ はスカラーのように振る舞ったので通常微分も共変微分も同じになる。

∇ν (V
µWµ) = ∂ν (V

µWµ)

また、共変微分は [r, s]型のテンソルを [r, s+ 1]型に変換している。

9.5 有用公式

　

9.5.1 計量テンソルの変分

ここで次の準備のために各種変分の公式を導いておく。

変分 gµν → gµν + δgµν のもとで次の条件が成り立つ

1. δgµν = −gµκgλνδgκλ

2. δg = ggµνδgµν , δ
√
|g| = 1

2

√
|g|gµνδgλν

3. δRicµν = ∇κδΓ
κ
νµ −∇κδΓ

κ
κµ

1.については

gκλg
λν = δνκ

だから

0 = δ
(
gκλg

λν
)
= δgκλg

λν + gκλδg
λν

左から gµκ をかけると

gµκδgκλg
λν + gµκgκλδg

λν = 0

gµκδgκλg
λν + δµλδg

λν = 0

δgµν = −gµκgλνδgκλ (9.17)

を得る。

2．については次の恒等式を利用する。

ln(det gµν) = tr(log gµν)

よって両辺の変分をとれば左辺は

δ (ln(det gµν)) = δgg−1

243



右辺は

δ (tr(log gµν)) = δgµνg
µν

となるので

δgg−1 = δgµνg
µν

δg = gδgµνg
µν

を得る。また、

δ
(√

|g|
)
=

δg

2
√
|g|

=

√
|g|
2

δgµνg
µν (9.18)

3.については Γはテンソルではないがその変分は (1,2)型のテンソルなので

δΓ ≡ Γ̃− Γ (9.19)

と定義して Γ̃は g + δgに Γは gにより定義される接続であるとして Γ = 0となる座標系を選ぶ。すると定

義から

Γλµν =
1

2
gλρ(−∂ρgµν + ∂µgνρ + ∂νgρµ) = 0

となるので

∂ρgµν = ∂µgνρ + ∂νgρµ

から

∂µ → ∇µ (9.20)

のように置き換えられるから Ricciテンソルの δ変分は式 19.12より

δRicµν = ∂κδΓ
κ
νµ − ∂νδΓ

κ
κµ

= ∇κδΓ
κ
νµ −∇νδΓ

κ
κµ (9.21)

10 リーマン多様体 [74]

　一般相対性理論の背景には前部に学んだ多様体を背景とする。

多様体の中で最も多く登場するのがリーマン計量を持ったリーマン多様体である。

この多様体は位相空間としての性質とリーマン計量によって定義された、距離空間が加わる。

これによって内積と微分形式が備わり、テンソル場としての物理現象の舞台が作られるわけだ。

4部で見た Hausdorff空間が基本になる。一般相対性理論の背景の場をまず数的に定義していくことを考え
よう。
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10.1 位相多様体

10.1.1 Hausdorff空間

はじめに第 4部のハウスドルフ空間の復習をする。
χを位相空間とする。X 上の任意の相違なる 2点 x, yに対して、

U ∩ V = ϕ(空集合)

であるような x の開近傍 U および y の開近傍 V が必ず存在するとき、X はハウスドルフ空間 (Haus-
dorff_space)であるといわれる。以下のような条件がある。

• X における任意のフィルター（または有向点族）の収束先が高々一つである。

• X の任意の一点からなる単集合はその近傍たちの共通分になっている。

• 直積集合X ×X の対角部分集合△ = {(x, x)|x ∈ X}が直積位相に関して閉集合になっている。

実数の集合は、その上に通常定義される位相構造によってハウスドルフ空間になっている。

幾何学などで扱われる位相多様体や距離空間、あるいは解析学などで扱われるノルム空間やその上で弱位相

を考えた空間など様々な空間がハウスドルフ空間になる。

ユークリッド空間やトーラスの表面、球面もハウスドルフ空間になる。

一方で、ハウスドルフ空間にならないのは

• 代数学におけるザリスキ位相を考えた代数多様体や、可換環のスペクトルなどの位相空間はしばしばハ
ウスドルフ空間にならない。

• ハウスドルフ空間の部分空間や直積空間は、ハウスドルフ空間になる。

• しかし、ハウスドルフ空間上で同値関係を考えたときに得られる商空間はハウスドルフになるとは限ら
ない。実際のところ、任意の位相空間はハウスドルフ空間の商として実現できる。

ハウスドルフ空間の性質：

ハウスドルフ空間は T1空間であり、その中で一点集合は閉集合になっている。さらに、ハウスドルフ空間
のコンパクト部分集合は閉集合である。ハウスドルフ空間における 2つの交わらないコンパクト部分集合はそ
れらの近傍によって分離できる。ハウスドルフ空間上で定義された、あるいハウスドルフ空間を値域とするよ

うな連続写像に関して以下のような性質が知られている。

f : X → Y (10.1)

をハウスドルフ空間への連続写像とするとき、そのグラフ {(x, f(x))|x ∈ X}は直積空間X × Y

式 10.1を写像、X ×X の部分集合

ker(f) = {(x, x′)|f(x) = f(x′)} (10.2)

をその核とするとき、次の性質がある。

• f が連続で Y がハウスドルフならば ker(f)は閉集合

• f が全射開写像で ker(f)が閉集合ならば Y はハウスドルフ

• f が全射連続開写像のとき、Y がハウスドルフであることとKer(f)が閉であることは同値になる
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• f, g, X → Y が連続写像で Y がハウスドルフ空間のとき、それらの等化域

eq(f, g) = {x|f(x) = g(x)} (10.3)

X の中で閉じている。とくに、f と gが稠密な集合上一致していたらそれらは全空間上で一致している

ことになる。

式 10.1が全射閉写像でかつ任意の y ∈ Y について f−1(y)がコンパクトであるとする。このとき X が閉集合

ならば Y はハウスドルフ空間になる。

式 10.1がが全射開連続写像でX がコンパクトハウスドルフ空間のとき、以下は同値である。

• Y がハウスドルフである

• f が閉である

• ker(f)が閉である

これまでの内容から改めて物理学の現象の場を基本から組み立ててみよう。一般相対性理論を考察するには避

けられない視点である。

　ここでは主に 4次元の時空多様体を考えていくが、数学的には第 4部でみた位相空間として定義される。
第 4部で見たようにハウスドルフ空間を定義したことによって、異なった 2点の所属する開集合に重ならな
い領域を持つことができる。

これによってある物質の独立性を担保できる。さらに、連続性を次のように定義できる。

位相空間X から位相空間 Y への写像 F は Y の任意の開集合 U に対して

F−1(U)

が常にXの開集合になれば連続である。ある観測者の近くでおきる現象は経験的に 4つの実数で表現できる。
従ってもっとも単純に時空全体が 4次元の数空間R4 の開集合で貼り合わされている。

このような位相空間は位相多様体と呼ばれる。

　そこで、n次元数空間Rn の開集合と 1対 1の連続写像（同相写像）ϕで結ばれる Hausdrorff空間M を

n次元位相多様体と定義する。

組 (U, ϕ)を座標近傍と呼び、その全体を座標近傍系と呼ぶ。

M の点 pに対応するRn の点 ϕ(p)の座標を

ϕ(p) =
(
x1(p), x2(p), · · ·xn(p)

)
とすると、x1, · · ·xn は U 上の連続関数となる。この組(

x1, x2, · · ·xn
)

を局所座標系という。

この (U, ϕ(p))の組がチャートと呼ばれ、多様体上に地図が貼れることになる。

第 4部でみたように、多様体M 上に

(U, ϕ), (V, ψ)

のチャートがあるとき U ′ → V ′ は変換関数

ψ ◦ ϕ−1

で写すことができた。
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図 10.1: [118]より：変換関数 ψ ◦ ϕ−1

つまり、多様体M 上の開集合 U 上にある関数 f が

f(x) = f ◦ ϕ−1(x)

と表すことができて、これらは U 上で Cr 級の関数とする。第 4部でこれを微分多様体とした。

10.1.2 ベクトル場

関数 f は pの近傍で定義され、連続性が保証されたので点 pでの値を読むことができて、これを pの局所座

標という。

ここではスピノ－ルを除いて、ベクトルとテンソルについて考える。

つまり、多様体上の線形空間を F(M)として、実数値線形汎関数 Vp で任意の f, g ∈ F(M) に対して

Vp(fg) = f(p)Vpg + g(p)Vpf (10.4)

が成り立つものを考える。Vp は微分作用素のようなもを考え g(p)Vpf(p) = 0と選べば

Vp (g · (f − f(p))) = Vp (gf)− Vp (gf(p))

= g(p)Vpf + f(p)Vpg − g(p)Vpf(p)− f(p)Vpg

= g(p)Vpf

定数 cに対しては

Vp(c) = 0

とする。従って Vpf は f の点 pの近傍の振る舞いで決まる。そこで

xµ(p) = 0 (10.5)

となる座標系を取り、f は xの関数と見なす。

xµ(0) ̸= 0

となるので注意する。

f(x)はなめらかなので原点の近傍で、滑らかな関数 fµν を用意すれば 2次までの近似をとることができて、
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f(x) = f(0) +
∂f

∂xµ
(0)xµ + fµν(x)x

µxν (10.6)

と表すことができる。よって式 10.5より、Vpf(0) = 0とすれば xµ(p) = 0だから

Vpf = Vp

(
f(0) +

∂f

∂xµ
(0)xµ + fµν(p)x

µxν
)

=
∂f

∂xµ
(0)Vpx

µ

であるから、Vp の作用は Vpx
µ に依存する。そこで

(∂µ)p x
ν = δνµ (10.7)

で定義される n個の 1次独立な線形汎関数 (∂µ)p , (µ = 0, · · ·n− 1)を導入しよう。

式 10.6から xµ(p) = 0だから

(∂µ)p f =
∂f

∂xµ
(0)

となる。そこで

Vpx
µ = V µp

と書くことにすると線形汎関数

Vp = V µp (∂u)p

と表すことができる。従って式 10.4のつくる線形空間を Tp(M)とすると、これは (∂u)p を基底とし、成分

V µp をもつ

n次元線形空間である。この時の (∂u)p は局所座標 xµ からきまる座標基底という。

次に点 pを通るM 上の滑らかな曲線を考え、その局所座標系による表示を xµ(t)とすると t = 0を pに対応

させれば

xµ(0) = 0

に再セットすることができる。

よって点 pで接ベクトル
dxµ

dt
(0) = V µ

に Tp(M)の元 Vp = V µp (∂u)p を対応させると任意の f ∈ F(M)に対して

d

dt
f(x(t))|t=0 = Vpf

とすることができて、局所座標系に依存しない。よって曲線 x(t)で

V =
dx

dt

が接ベクトルを表し、これから第 4部のベクトル場がつくられる。

10.2 テンソル表現

　多様体M上に (r, s)型のテンソル場Kをつくることは多様体上の点 pに対して接空間Tp(M)上のある (r, s)

型のテンソル場Kpを対応させることである。例えば局所座標系
{
x1, x2 · · ·xn

}
をとると接ベクトル空間の基

底
{
∂/∂x1, ∂/∂x2 · · · ∂/∂xn

}
とその双対基底

{
dx1, dx2 · · · dxn

}
が存在し、K の成分が座標系

{
x1, x2 · · ·xn

}
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の微分可能な関数になる場合である。テンソル場の例として例えば反変次数が 1のテンソル場はベクトル場で
あり、共変次数が pのテンソル場は p次微分形式となる。

前節のローレンツ変換でみたように、V を n次元実ベクトル空間、V ∗をその双対空間とする。(r, s)型のテ

ンソルとは (s+ r)重線形関数K を次のように r, s回の積で表される。この実ベクトル空間を T rs として V と

V ∗ の基底を {e1, e2 · · · en}、
{
e1, e2 · · · en

}
とすると

eie
j = δji

である。(r, s)型のテンソルK ∈ T rs として

K : V (M)× · · · × V (M)× V ∗(M)× · · · × V ∗(M)

K(ei1 · · · eir , ej1 · · · ejs) ≡ Ki1···ir
j1···jp (10.8)

として任意のK は

K =
∑
i,j

Ki1···ir
j1···jp(ei1 ⊗ · · · ⊗ eir ⊗ ej1 ⊗ · · · ⊗ ejs)

と書き表されるので T rs の次元は 0 ≤ i < j ≤ n だから nr+s となる。

例えば (1, 0)型の T 1
0 は V であるし、(0, 1)型の T 0

1 は V ∗ であるし、(0, 0)型の T 0
0 は Rである。

また、(1, s)型は x ∈ V, y∗ ∈ V ∗ として次の内積

⟨
K̄(x1, · · ·xs), y∗

⟩
= K(x1, · · ·xs, y∗)|y∗∈V ∗iX

で与えられる K̄ をとり r重線形写像

K̄ : (x1, · · ·xs) ∈ V (M)× · · · × V (M) → K̄ : (x1, · · ·xs) ∈ V (M)

を対応させればよい。よって微分可能な (1, s)型のテンソル場は関数場 F (M)に対して s重線形写像が次の
ようにベクトル場 V (M)の s回の積からつくられる。

V (M)× V (M)× · · · × V (M) → V (M)

また、(1, 1)型のテンソル場は恒等変換 V (M) → V (M)に対応し、その成分はどの局所座標に対しても δij
である。

T 1
1 は V のそれ自身への線形写像の全体の作るベクトル空間 gl(V )と考えればよい。

さらに (0, 2)型のテンソル場は双線形写像 gがあり、

g : V (M)× V (M) → F (M)

となるが、この内、次の条件を満たす時、

• 対称性: g(Y,X) = g(X,Y )

• 正値: g(X,X) ≥ 0等号はX = 0の時のみ

互いに直交する基底 {eai }を用いて計量は次のように表される。

gij ≡
∑
a

eai e
a
j (10.9)
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これをリーマン計量 (Riemanian metric)という。リーマン計量は多様体M の各点 pの接空間 Tp(M)に正

値内積を決める点で重要である。この時座標近傍の有限な開被覆 {Uα}とこれに属する 1の分割 {ϕα}があれ
ば局所座標系

{
x1, x2 · · ·xn

}
を用いて

ga

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
= δij (10.10)

となる計量をとって

g =
∑
α

ϕαgα (10.11)

とおけば gはリーマン計量になる。

リーマン計量によって正値をとる距離が定義できるようになった。

10.3 リーマン多様体

　リーマン計量を持った多様体をリーマン多様体という。つまり、Mmを多様体として多様体上の pの接空

間 TpM において内積 gp が定義され、次の計量は局所座標に依存することなく C∞ 級になる。

gij = g

(
∂

∂xi
,
∂

∂xi

)
(10.12)

　ベクトル場と同様にベクトル束Eに内積 gを入れる。x ∈M のファイバーEx = π−1(x)に次の内積 gxを

考える。

gx : Ex × Ex → R (10.13)

gx は微分可能であるとすると部分ベクトル束 E′ に対し、これと直交するベクトル束 E′⊥ が定義できる。こ

れは (σ1, σ2, . . . σr)の局所切断にGram-Schmidtの正規直交化により、E′の局所基底が (σ1, σ2, . . . σz)であ

り、E′⊥の基底が (σz+1, σz+2, . . . σr)となるようにできる。これは変換関数が次のように対角化できることに

等しい。

ψαβ =

(
ψ′
αβ 0

0 ψ′′
αβ

)
(10.14)

この時、商ベクトル束E/E′はベクトル束E′⊥と同型である。E⊕E′, E⊗E′の変換関数は
{
ψαβ ⊕ ψ′

αβ

}
,
{
ψαβ ⊗ ψ′

αβ

}
となるが

{
ψαβ ⊕ ψ′

αβ

}
は

ψαβ ⊕ ψ′
αβ =

(
ψαβ 0

0 ψ′
αβ

)
(10.15)

のことである。また E∗の変換関数は
{
tψ−1
αβ

}
であり、E のファイバーの次元を rとすると外積 ∧rE は detE

とかけ、この変換関数は {detψαβ}になる。また多様体M ′ からM への写像が次のように与えられている時

f : M ′ →M

次のように f によって誘導されたベクトル束 E′ が得られる。

E′ = {(x′, ξ) ∈M ′ × E; f(x′) = π(ξ)}

π′((x′, ξ)) = x′
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E が接ベクトル束 TM の場合はこの時の内積 gをリーマン計量という。

そして (M, g)をリーマン多様体と呼ぶ。次の演算子∇について

d(g(ξ, η)) = g(∇ξ, η) + g(ξ,∇η) (10.16)

が見たされれば∇は gを保つ（gに対して平行である）という。gは∇g = 0を満たしている

E∗ ⊗ E∗

この∇は E∗ ⊗ E∗ 上にも接続を定義できる。∇は一般的な接続であれば全節より

d(g(ξ, η)) = g(∇ξ, η) + g(ξ,∇η) + (∇g) (ξ, η)

局所標構を e1, e2 · · · er とすると
g(eλ, eµ) = δλµ

が成り立つのでこの両辺を微分すると式 3.48から

g(∇eλ, eµ) + g(eλ,∇eµ) =
∑(

g(ωνλeν , eµ) + g(eλ, ω
ν
µeν)

)
= 0

となるので次のように接続形式は交代行列になれば 1次微分形式である。

ωµλ = −ωλµ (10.17)

これは ωが直交群 O(r)の Lie環に値をとることに拡大できる。また、前節のような変換

e
′

λ =
∑

aµλeµ

があると変換後の接続形式 ω
′
に対し、式 3.55から

ω
′
= a−1ωa+ a−1da

が成り立ち、この式のどの項も交代行列である。

つまり内積を保つ接続形式をつくるには交代行列になるように選べばいいことになる。

以下で簡単な例をみておこう。

• ユークリッド空間

　古典物理の舞台となるユークリッド空間は TpRn = Rn と考えて、

gij = g

(
∂

∂xi
,
∂

∂xi

)
= δij

として (M, g)はリーマン多様体である。

• 球面

Sn ⊂ Rn+1 として包含写像 f : Sn → Rn+1 ははめ込みになる。

10.4 測地線

　前節で扱った測地線は曲がった空間内でまっすぐのびる直線として次のように共変微分したものとの積が

0になるから接ベクトルを Tµ として

Tµ∇µT
ν = 0 (10.18)
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とかける。軌道のパラメタ τ を導入し

Tµ =
dxµ(τ)

dτ

とすると式 10.18に代入すると式 6.12からすぐに

dxµ(τ)

dτ

(
∇µ

(
dxν(τ)

dτ

))
=
d2xµ

dτ2
+ Γµαβ(x(τ))

dxα

dτ

dxβ

dτ

測地線の式が得られる。

10.5 Riemannテンソル

等価原理によれば局所的には自由落下により重力を消すことができる。つまり常に

Γαµν = 0

をとれる座標系があることになる。

　前節の共変微分からRiemann曲率テンソル Rαµνβ を次のように共変的に定義する。

任意の共変ベクトル Aµ に対して

(∇µ∇ν −∇ν∇µ)Aα = RβµναAβ (10.19)

こ共変微分の括弧積はよく登場し、重要な意味を持つ演算子だから次のように定義しておこう。

∇[µ,ν] ≡ [∇µ,∇ν ] = ∇µ∇ν −∇ν∇µ

これを共変括弧積演算子と呼ぶことにする。よって

∇[µ,ν]Aα = RβµναAβ (10.20)

とかける。一般的な共変ベクトルに共変微分を 2階作用し、外積をとる変換が曲率テンソルに対応する。
これに式の共変微分の定義を代入すると次のようになる。

Rβµνα = ∂νΓ
β
µα − ∂Γβνα + ΓρµαΓ

β
νρ − ΓρναΓ

β
µρ (10.21)

　接続係数 Γはテンソルではないがその差がテンソルになることを前節で見た。{eµ}を座標基底、その双
対基底を {dxµ}で表す。
ここでは改めて (1,2)型の捩率テンソルを T とし (1,3)型のRiemannTensorをRで表し、ベクトルをX,Y

として

T : V (M)⊗ V (M) → V (M)

R : V (M)⊗ V (M) → V (M)

であり、

T (X,Y ) = ∇XY −∇YX − [X,Y ] (10.22)

R(X,Y, Z) = R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z (10.23)

これは

R(X,Y )Z = ∇X (∇Y Z)−∇Y (∇XZ)− (∇X∇Y −∇Y∇X)Z

となることに留意する。第 2式は Rが Z に作用すると見なすこともできる。これらは
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T (X,Y ) = −T (Y,X)

R(X,Y )Z = −R(Y,X)Z

をみたし、次のテンソルとしての性質を満たす。

T (X,Y ) = XµY ν(eµ, eν)

R(X,Y )Z = XµY νZλR(eµ, eν)eλ

成分は内積の記号を用いて

(
Tλ
)
µν

=
⟨
dxλ, T (eµ, eν)

⟩
=

⟨
dxλ,∇µeν −∇νeµ

⟩
(10.24)

=
⟨
dxλ,Γκµνeκ − Γκνµeκ

⟩
= Γλµν − Γλνµ = Γλ[µ,ν]

(Rκ)λµν = ⟨dxκ, R(eµ, eν)eλ⟩

= ⟨dxκ, [∇µ,∇ν ]eλ⟩

=
⟨
dxκ,∇µ (Γ

η
νλeη)−∇ν

(
Γηµνeη

)⟩
=

⟨
dxλ, (∂µΓ

η
νλ) eη −

(
∂νΓ

η
µλ

)
eη + ΓηνλΓ

ξ
µηeξ − ΓηµλΓ

ξ
νηeξ

⟩
= ∂µΓ

κ
νλ − ∂νΓ

κ
µλ + ΓηνλΓ

κ
µη − ΓηµλΓ

κ
νη

が導ける。共に次の関係を満たす。以後は括弧をはずし

Tλµν = −Tλνµ

Rκλµν = −Rκλνµ

という関係がある。RicciTensorRicが定義できた、これは (0,2)型のテンソルで Riemann曲率テンソルR

から

Ric(X,Y ) = ⟨dxµ, R(eµ, Y )X⟩ (10.25)

のように接ベクトルの変化と xµ の微小変位との内積として再定義できる。

成分表示では前節と同様に λで和をとり、

Ric (eµ, eν) = Rλµλν

であり、これからスカラー曲率 Rも µ, ν で和をとり、

R = gµνRic (eµ, eν) = gµνRicµν

で与えられる。
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またベクトル場 U, V に対して次の関係があれば

∇V U
µ = ∇UV

µ

この時式 7.33から曲率テンソル Rµσνλ が次のように定義できる。

∇[V,U ]U
µ = V ν∇ν

(
Uλ∇λU

µ
)
− Uλ∇λ (V

ν∇νU
µ)

= ((∇ν∇λ −∇λ∇ν)U
µ)V νUλ

≡ RµσνλU
σV νUλ (10.26)

U を測地線への接ベクトル、V を∇V U
µ = ∇UV

µ測地線上のある一点で U と垂直になるベクトル場である

とする。この時、

∇UU
µ = 0, gµνUµUν = const

であるので

∇U (UµV
µ) = (∇UUµ)V

µ + Uµ∇UV
µ

= Uµ∇V U
µ

=
1

2
∇V (UµUµ)

= 0

V はいたるところで測地線と垂直になる。よって式 10.26から

∇U∇UV
µ +RµσνλU

σUλV ν = 0

が成り立つ。ここで空間的な微小変化

lµ =
dxµ

dσ
δσ

dxµ

dσ
= V µ

とするとこの式は
d2l

dτ2
+RµσνλU

σUλlν = 0

となり、これは微小距離 lだけ離れた測地線の間隔の時間変化を記述する測地線変移の式という。

この関係式は後章の重力波で再び導く。

測地線の距離に変化がおきれば時空は平坦ではない。

V はベクトルなのでこれは物質を表す。物質と空間の関係をこの式は示しているともいえる。

Riemannテンソルの有用な公式をまとめておく。

Rµνρσ = gµτR
τ
νρσ

Rµν = Rρµρν = Rνµ

R = Rµµ

Rµναβ = −Rνµαβ , Rµναβ = −Rµνβα, Rµναβ = Rαβµν (10.27)

R[µνα]β = 0 (10.28)
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∇α[Rβµ]νρ = 0 (10.29)

この最後の 2つの式が次示すビアンキの恒等式である。ただし、次のような添字括弧積のルールを作る。

T[µ,ν] =
1

2
(Tµν − Tνµ)

T[µνα] =
1

3!
(Tµνα − Tµαν + Tναµ − Tνµα + Tαµν − Tανµ)

さらに、等価原理により局所慣性系であればいつでも

∂αgµν = 0

とすることができた。でも大局的には成立しないのでこれを次のような記号でおく。

∂αgµν ⊜ 0

これにより、曲率テンソルは計量テンソルのみで次のようにかける。

Rµναβ ⊜ 1

2
(∂α∂νgβµ − ∂α∂µgβν + ∂β∂µgνα − ∂β∂νgµα) (10.30)

添字括弧積を用いても

R[µνα]β ⊜ 1

2

(
∂[α∂νgβ]µ − ∂[α∂µgβ]ν + ∂β∂[µgνα] − ∂β∂[νgµα]

)
(10.31)

となる。

次に共変微分を共変ベクトルに共変括弧積を作用させたもを考えよう。

∇[ν,α]∇αωβ = ∇µ

(
Rρναβωρ

)
のように順番を変えることができる。さらに共変微分を左から作用させると

∇µ∇[ν,α]∇αωβ = ∇µ∇µ

(
Rρναβωρ

)
これに式 10.31,10.20を代入し

Rρ[µνα]∇ρωβ +Rρ[µν|β|∇α]ωρ = ∇[µR
ρ
να]βωρ +Rρ[µα|β|]∇α]ωρ

となる。ただし添え字内の |β|の記号は||内の文字を除いて反対称化するというルールにする。
これから左右の項は共通し、相殺することがわかる

よって gαν を作用させ

gανRρ[µνα]∇ρωβ = gαν∇[µR
ρ
να]βωρ

さらに gµρ を作用させ、縮約する。

gµρR
ρ
µ∇ρωβ = gµρ∇µR

ρ
βωρ

2R∇ρωβ = ∇ρR
ρ
βωρ

さらに移行し、添え字を ρ→ µ, β → ν と置き換え、gµν を作用させると

0 = gµν∇µR
µ
ν − gµν∇µ2R

= ∇ν (Rµν − 2R)

よって gµν を作用させれば

∇ν

(
Rµν −

1

2
gµνR

)
= 0 (10.32)

が得られる。これはアインシュタインの方程式である。
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10.6 ワイルテンソル

　　 4元ベクトルの表記は反変ベクトルが

A = Aaea

と書く。2つの反変ベクトルの内積はスカラー積として成分で表示すると

A ·B = (Aaea) ·
(
Bbeb

)
= gabA

aBb

である。一方で共変ベクトルは 1次微分形式の基底を ω̃のように表すと、同じように 1次微分形式となり、

B̃ = Bbω̃b

のように成分には下付、基底には上付きの添え字をつける。この場合にスカラー積は

Ã · B̃ =
(
Aaω̃a

) (
Bbω̃b

)
= ω̃aω̃bAaBb = gabAaBb

となり、

gab = ω̃aω̃b

でつくられることがわかる。これは次にように gab = g−1
ab になっている。

A · B̃ = (Aaea)
(
Bbω̃b

)
= AaBbeaω̃b = AaBbδ

a
b = AaBa = AB

つまり、第 3部で見たように常に 1形式と接ベクトルからは内積がつくられ

ebω̃a = ω̃aeb = δab

を満たす。また、直交基底をここでは âのように表すと

˜
ω

ˆ
a
˜
ω
ˆ
b = ηâb̂

である。1形式は˜であること。今後は簡単に

ea ≡ ω̃a

で表すこともある。

基底でみれば接ベクトルと 1形式があってはじめて観測値が得られる関係は基本的な双対関係であるが、ど
ちらもあるパラメタ tで記述された連続的な物理量

ϕ(x(t))

に作用して初めて値をとる。

スカラー関数の変化量を d̃f とするとこれはベクトルである。そこで全微分が

d̃f = ∂af ˜dfa

のように成分で表すことができた。これから第 2部での方向微分が次のように求まる。

v · d̃f = (vaea) ·
(
∂af ˜dfa

)
= va∂af

非特異な行列M b
a を用いて、基底の変換則を次のように決める。

e′a = ebM
b
a′

ω̃a′ =Ma′

b ω̃
b
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従って、

M b
a′ = ∂ax

b

のようにみなせる。4元ベクトルをA,1形式を B̃とし、混合 2階テンソルを Tとすると

T = T ab eaω̃
b

のように双方の基底の積で表すことができうる。eaω̃
b は外積として作用していることに注意する。

成分では

T a
′

b′ =Ma′

c′ T
c
dM

d
b′

のようになる。第 2部でみたようにテンソルの共変微分は接続係数 Γを用いて

∇cT
a
b = ∂cT

a
b + ΓabcT

d
b − ΓdbcT

a
d

となる、この結果はテンソルではない接続係数が出てくるが、その差はテンソルなので結局 3階のテンソル
である。

また、接続係数は Christoffelの指標として第 2部で定義したように

Γabc =
1

2
gad(−∂dgbc + ∂cgdb + ∂bgdc) (10.33)

となった。共変微分が 0になるような移動が平行移動で、あるベクトルが c(t)に沿って平行移動されるとき

測地線の方程式として
d2xµ

dt2
+ Γµνλ

dxν(c(t))

dt

dxλ(c(t))

dt
= 0 (10.34)

が成り立った。従って局所的なローレンツフレームをとれば自由粒子は Christoffelの指標は消え、

d2xµ

dt2
= 0

となり、測地線上を運動していることになる。つまり局所座標系で固有時 τ としてラグラジアン Lを

L =
1

2
gµν

dxµ

dτ

dxν

dτ

として、世界線の長さ Iは第 2部で見たように

I =

∫
ds =

∫ √
2Ldτ

の極値をとる条件として式 10.34が導けた。
また、共変微分の交換積をベクトルに作用させ

(∇a∇b −∇b∇a) vc = vdR
d
cab

からリーマン曲率テンソルが

Rabcd = ∂cΓ
a
bc − ∂dΓ

a
bc + ΓaecΓ

e
bd − ΓaedΓ

e
bc

となる。このリーマン曲率テンソルは次のような反対称の関係と、循環の関係が成り立つ。

Rabcd = −Rbacd,Rabcd = −Rabdc,Rabcd = Rcdab,

Rabcd +Radbc +Racdb = 0

さらにこれから有用なビアンキ恒等式が

∇eRabcd +∇dRabec +∇cRabde = 0
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となる。対称な場合は縮約されて Ricciテンソルとスカラー曲率が

Rab = Rcacb

R = Raa

となる。第 1式はトレース和をとっている。
トレースに無関係な部分をWeyl comformal tensorという。

Cabcd = Rabcd −
1

2
(gacRbd − gadRbc − gbcRad + gbdRac) +

1

6
(gacgbd − gadgbc)R

10.7 Bianchi恒等式

Rを Levi-Civita接続された Riemannテンソルとする。
ビアンキの恒等式は次の２つにまとめることができる。

第 1Bianchi恒等式

R(X,Y )Z +R(Z,X)Y +R(Y, Z)X = 0 (10.35)

第 2Bianchi恒等式

(∇ZR) (X,Y )V + (∇YR) (Z,X)V + (∇XR) (Y, Z)V = 0 (10.36)

これを対称子 S を

S{f(X,Y, Z)} = f(X,Y, Z) + f(Z,X, Y ) + f(Y, Z,X) (10.37)

とすると Jacobi恒等式は

S{[X, [Y, Z]]} = 0 (10.38)

と表せるので、これを利用し、次のように証明する。捩率が 0であることから
等式

T (X,Y ) = ∇XY −∇YX − [X,Y ] = 0 (10.39)

を Z に関し、共変微分すると

0 = ∇Z {∇XY −∇YX − [X,Y ]}

= ∇Z∇XY −∇Z∇YX −
{
∇[X,Y ]Z + [Z, [X,Y ]]

}
これを対称化すると Jacobi恒等式から

0 = S
{
∇Z∇XY −∇Z∇YX −

{
∇[X,Y ]Z + [Z, [X,Y ]]

}}
= S

{
∇Z∇XY −∇Z∇YX −∇[X,Y ]Z

}
= S {R(X,Y )Z}

を得る。ここで第 2ビアンキ恒等式を

S {(∇XR) (Y, Z)}V = 0 (10.40)
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と表現する。次の恒等式

R (T (X,Y ), Z)V = R (∇XY −∇YX − [X,Y ], Z)V = 0 (10.41)

を対称化すると次を得る。

0 = S {R (∇XY, Z)−R (∇YX,Z)−R ([X,Y ], Z)}V

= S {R (∇ZX,Y )−R (X,∇ZY )−R ([X,Y ], Z)}V

次のように縮約したものを RiccTensor,ScalarTensorという。

Rµν = gαβRµναβ

R = gµνRµν

式 10.29に gαν を作用し、縮約をとると

gαν∇α[Rβµ]νρ = ∇µ ([Rβµ]ρ)

gαν∇α[Rβµ]νρ = ∇µ

(
Rµν −

1

2
gµνR

)
よって共変微分を ;で表すことにするとビアンキ恒等式から(

Rµν −
1

2
gµνR

)
;µ

= 0

よってスカラーテンソルは次のように近似することができる。

R ≃ ∂Γ + ΓΓ ≃ g∂2g + (∂g)
2
+ (g∂g)

2

10.8 4次元でのストークスの定理

前節で見たように Riemann空間においては座標各点の変換係数

∂xµ′

∂xν

は一定ではない。しかし次のように Aµν を任意の 2階共変テンソルとしてスカラー密度を定義すると

S(x) =
√
det(Aµν) (10.42)

det(gµν)は負なので改めて次のようにおく。

S(x) =
√
−g(x)S(x)

時空の領域 Ωにおいて次の値は一般的な座標変換で不変になる。

I =

∫
Ω

S(x)d4x =

∫
Ω

d4x
√
−g(x)S(x)

このような量はスカラーという。

しかし、一般的にベクトルを積分してもベクトルにはならない。しかし、Aを任意の完全反対称テンソルと

して次のような積分はスカラーになる。これは大局的な回転の向きが決まることに対応する。
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∫
Aµdx

µ

∫∫
Aµνdσ

µν

∫∫∫
Aµνλdv

µνλ (10.43)

ただし、例えば次のように独立な無限小ベクトルを決めて

dnx
µ ≡ {dxn = ϵ, dxm = 0(m ̸= n)}

dσµν =

∣∣∣∣∣ d1xµ d1x
ν

d2x
µ d2x

ν

∣∣∣∣∣
dvλµν =

∣∣∣∣∣∣∣
d1x

µ d1x
ν d2x

λ

d2x
µ d2x

ν d2x
λ

d3x
µ d3x

ν d3x
λ

∣∣∣∣∣∣∣
とすると、これからストークスの定理は次のようにまとめて表すことができる。

1

2!

∫∫
S

fµνdσ
µν =

∮
C

Aµdx
µ (10.44)

1

3!

∫∫∫
V

Fµνλdv
λµν =

1

2!

∫∫
S

fµνdσ
µν (10.45)

1

4!

∫∫∫∫
Ω

Wµνλρdω
µνλρ =

1

3!

∫∫∫
V

Fµνλdv
λµν (10.46)

ただし、f, F,W はいずれも次のような完全反対称共変テンソルである。

fµν = ∂µAν − ∂νAµ (10.47)

Fµνλ = ∂µAνλ + ∂νAλµ + ∂λAµν (10.48)

Wµνλρ = ∂µAνλρ − ∂νAλρµ + ∂λAρµν − ∂ρAµνλ (10.49)

重要なことはにはテンソルの微分はテンソルにはならない。

ところがスカラーを作る組み合わせであれば階数を 1つ変化させたテンソルを作ることができる。
例えば

式 10.46から ∫∫∫∫
Ω

W0123dω
0123 =

∫∫∫∫
Ω

W0123dx
0dx1dx2dx3 ≡

∫∫∫∫
Ω

W0123d
4x (10.50)

とおくとこれがスカラーになるのでスカラー密度としてレビ・チビタテンソルを用いて次のように表す。

W =
1

4!
ϵµνλρWµνλρ (10.51)

さらに次のベクトル密度を定義すると

Tµ =
1

3!
ϵµνλρAνλρ (10.52)

これは例えば

T0 = A123 T1 = −A230 T2 = −A310 (10.53)
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となるのでストークスの定理は次のようにもかける。

W = ∂µT
µ (10.54)

よって式 10.46は

∫∫∫
V

T0dv123 −
∫∫∫

V

T1dv230 +

∫∫∫
V

T2dv301 −
∫∫∫

V

T3dv012 =
1

3!

∫∫∫
V

ϵρλµνT
ρdvλµν (10.55)

とかける。ただしここでの下付の ϵはテンソルではない。偶 (奇)置換で 1(-1)、それ以外で 0とするレビチ
ビタ記号である。

これから式 10.46は

1

3!

∫∫∫
V

ϵρλµνT
ρdvλµν =

∫
Ω

∂µT
µd4x (10.56)

となる。よって ∂µT
µはスカラー密度とみなすことができる。同じように任意の反対称反変テンソル密度Aµν

に対して

Fµ = ∂νA
µν (10.57)

はベクトル密度である。これを用いたストークスの定理は式 10.45の反変の場合で次のようになる。

1

2!2!

∫∫
S

ϵρλµνA
ρλdσµν =

1

3!

∫∫∫
V

ϵρλµνF
ρdvλµν =

1

3!

∫∫∫
V

ϵρλµν∂τA
ρτdvλµν (10.58)

11 Lie群 [12][37]

11.1 超曲面 [120]

　前の第 4部では群、、多様体やベクトル場の基礎を学んだ。ここではその中の線形空間GL(n,R)を考える。

これは簡単には n行、n列の正方行列 Aで表すことができるので

dim (A) = n2

の次元を持つと思われるが、重要なのは逆が存在することで A ∈ GL(n,R)として

N : det (A) = 0 (11.1)

を除外しないといけないことである。この行列式が 0になるということは、今後物理的に特異点を与える重
要な役割を持つことになるが、これは次の部で検討する。

この行列式が 0になる条件を満たす集合が閉集合になるので

GL(n,R) = Rn
2

−N

は開集合である。よって、式 11.1を満たす集合N は x0 ∈ N として、

lim
ν→∞

xν = x0

とすると

lim
ν→∞

det (xν) = det (x0)

だから、x ∈ GL(n,R)の点 xの十分近い近傍として、半径 ϵの球 V を考えると、開集合になるおかげで

V =
{
y ∈ Rn

2

| |y − x| < ϵ
}
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は図のように GL(n,R)の中にすっぽりと入れることができる。

図 11.1: 行列式が 0になる集合は微分できない点をもつ曲線、GL(n,R)は開集合になり、開球を収めること

ができる。

さらに SL(n,R)の場合は

det (x) = 1

という条件がつく。従って、この超曲面は特異点のないないなめらかな曲面である。

言い換えるとどこでも接平面をとれて、局所的にユークリッド座標をとれる。

例えば超曲面は代数的に定義できるので例えば次のような 4次元空間の方程式を考えよう。

F (x1, x2, x3,x4) = 0 (11.2)

ただし、連続的に微分可能であるとする。この時ある定点 x0（上付にして座標と区別する）をとり、ここで

接平面の方程式が
4∑
i=1

∂F

∂xi

(
x0
) (
xi − x0i

)
= 0 (11.3)

で表すことができる。

これは次の図のように点 x0 で接平面上のベクトル x− x0 と gradF (x0)が直交することを示している。

図 11.2: [120]より：多様体上の接平面とその法線ベクトル

ここで SL(2,R)の場合について接平面を求める具体的な計算例を示す。
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この場合の行列式は 1となるので R4 の中で

F (x11, x12, x21, x22) = x11x22 − x12x21 − 1 = 0 (11.4)

が超曲面を表す式である。偏微分を下付添え字で表すことにして

Fx11 = x22, Fx22 = x11, Fx12 = −x21, Fx21 = −x12

と点 x0 ではさらに超曲面の式を満たすから

F (x0) = x011x
0
22 − x012x

0
21 − 1 = 0 (11.5)

よって少なくともどこかの成分は 0ではなく、

gradF (x0) =
(
x022,−x021,−x012, x011

)
̸= 0

が言えて、接平面は存在し、式 11.5から x011x
0
22 − x012x

0
21 = 1を代入し、

gradF (x0) ·
(
x− x0

)
= x011

(
x22 − x022

)
− x012

(
x21 − x021

)
− x021

(
x12 − x012

)
+ x022

(
x11 − x011

)
(11.6)

=

∣∣∣∣∣ x11 x12

x021 x022

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ x011 x012

x21 x22

∣∣∣∣∣− 2 = 0

となるので接平面の式は ∣∣∣∣∣ x11 x12

x021 x022

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ x011 x012

x21 x22

∣∣∣∣∣ = 2 (11.7)

これは x0 で x022 ̸= 0を満たせば、その近傍でも x22 ̸= 0とすることができて、SL(2,R)の方程式として

式 11.5から超曲面上で

x11 =
x12x21 + 1

x22
(11.8)

を選ぶことができる。この時、x0 の近傍で 3次元のパラメタ tをとり、

t1 =
(
x12 − x012

)
, t2 =

(
x21 − x021

)
, t3 =

(
x22 − x022

)
とおくと、式 11.6から式 11.8を用いて次の対応が得られる。

 t1

t2

t3

 7→


x12x21+1

x22

x12

x21

x22

 =


(t1+x0

12)(t2+x
0
21)+1

x22

t1 + x012

t2 + x021

t3 + x022

 (11.9)

これは第 4部での Hopf写像と同様に次元を 1つ上げて、ファイバー束をつくり、1つの成分を、曲面の式
から求めている。

必ず、式 11.8の商に他の成分が入ってくるので特異点が生じる。
第 4部の Hopf写像では複素座標として z ∈ S3 ⊂ C2 をとり、m = n = 1の場合

Φ : S1 × S3 → S3

(eiθ, z) 7→ eiθz (11.10)

を考え、この時の Hopf写像を
π : C2 → R3
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(
z1

z2

)
7→

 2Re(z1z̄2)

2Im(z1z̄2)

|z1|2 − |z2|2

 =

 z̄1z2 + z1z̄2

i(z̄1z2 + z1z̄2)

|z1|2 − |z2|2


とした。

ここで式 11.9の逆像を Hopf写像で考える。
そのため R4 を C2 として考える。つまり、改めて z1 = x+ iy, z2 = z + iw

として x, y, z, w ∈ Rとする。 
x

y

z

w

 ≃ µ =

(
x+ iy

z + iw

)

この時、S3 は

S3 = {ψ ∈ C| |ψ| = 1} (11.11)

と表される。そこで単位ベクトルを µ ∈ C2 とし、複素平面上の µ方向の複素直線を

Lµ = {cµ|c ∈ C}

とする。また、S3 と、Lµ の境界部分を

Cµ = Lµ ∩ S3 = {eiϕµ|ϕ ∈ R}

とすると、これは S3 表面上の円 S1 であり、この円によって結合された領域を考えた。

視覚化するために R4 を S3 へ立体射影する変換を考える。

µ ∈ R4 を 3次元の球座標からの類推で次のようにおいてみる。

x = sinα sinβ sin γ

y = sinα sinβ cos γ

z = sinα cosβ

w = cosα

ここで α, β ∈ [0, π], γ ∈ [0, 2π)であることに注意する。

実際に Cµ はこの変換を µに作用させると

Cµ = eiϕ

(
x+ iy

z + iw

)
≃


cosϕ − sinϕ 0 0

sinϕ cosϕ 0 0

0 0 cosϕ − sinϕ

0 0 sinϕ cosϕ




x

y

z

w


立体射影の類推で 

x

y

z

w

 7→ 1

1− w

 x

y

z


の射影を考えると、R3 の図が下のように得られた。
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図 11.3: [45]より

これらから Hopf fibration の簡単なイメージとして次の図のようにまとめられた。
R4 上の S3 の絡んだ円 h−1(P ), h−1(Q)は R3 上の S2 球面上の点 P,Qのファイバーになっていて、図のよ

うに S3 から射影される。一方で同じ円 h−1(P ), h−1(Q)は立体射影により R3 上の絡んだ円に写さる。

図 11.4: [40]より

従って、式 11.9の R3 上の点 P (t1, t2, t3)は SL(2,R)の P ′
(
x12x21+1

x22
, x12, x21, x22

)
の曲線から写される。

しかし、これも全ての領域をカバーしていない。x22 ̸= 0という条件がつく。

11.2 Lie群 [120]

SL(2,R)の接平面の式 11.7はある点 x0の行列式を変数座標で置き換えた形になっているが、これは一般的

に拡張できる。

そこで次のように det(x0)の第 i行を変数 (xi1, · · ·xin)で置き換えたものを det(i)(x, x0)で定義する。

det (i) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x011 · · · x01n
... · · ·

...
xi1 · · · xin
... · · ·

...
x0n1 · · · x0nn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
これで式 11.7を表すと

n∑
i=1

det (i)
(
x, x0

)
= n
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を得る。特に x0 を単位行列 1n と選ぶと

det (i)(x, 1n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 · · · 0
... · · ·

...
xi1 · · ·xii · · · xin
... · · ·

...
0 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= xii

となる。従って、
n∑
i=1

xii = Tr[x] = n

この時、x = x0 での接ベクトルは

X = x− x0

Tr[X] = Tr[x]− Tr[x0] = n− n = 0

となり、対角和が 0になるという結果が得られる。
これは SL(2,R)が n2 − 1次元の ϵ−球と微分同相な近傍をもっていることになる。
一方で、det(x) = 0を満たした超曲面N は特異点を持ち、この点では安定した接平面を持てない。

この場合は円錐の頂点に相当する。

単純に det(x) = kを満たす場合を ∣∣∣∣∣ x y

y x

∣∣∣∣∣ = k

として k = 1と k = 0の場合を作図すると次のようになる。

図 11.5: k = 0では原点で特異点を持つ

これから Lie群はGL(n,R), SL(n,R)の中でも群を形成し、局所的に n2, n2 − 1次元のユークリッド空間内

の近傍 (ϵ− Sphere)

と微分同相になる。

そこで逆を持ち、分母が 0にならない解析関数で定義できて、部分群Gが局所的にユークリッド空間と微分

同相になる群を

リー群という。簡単にはここまででみてきたように接線の引ける多様体になっているような群である。

11.3 カルタンの定理 [120]

　 Gを GL(n,R)の部分群とする。g ∈ Gの左乗法を λg とすると

x ∈ G→ gx ∈ G
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さらに

y ∈ G→ g−1y ∈ G

よって g
(
g−1y

)
= yが成り立ち、

gx = y ⇐⇒ x = g−1y

であり、

x1x2 ∈ G→ g = x2x
−1
1 ∈ G

であるので Gの元による乗法は Gの上に推移的に作用する。つまりX が空でなく、X の任意の元 x に対

して

Gx = X

が成り立てば推移的であるという。この時の Gxは

Gx = {gx|g ∈ G}

で表され、X の Gによる軌道という。つまり、軌道を一意に決めていくのが推移的な作用である。

この移動が定義できると下図のように x1の近傍G∩Ux1
から x2の近傍G∩Ux2

への移動 λaが存在できる。

Ux1
→ Ux2

図 11.6: [120]より：推移的な移動で等質名空間がつくられる。

このとき Ux1
, Ux2

の位相的、解析的性質は全く同じになるのでこれを等質空間という

そこで Gが GL(n,R)の閉部分群であって、Gの一点 x1において近傍 G ∩ Ux1
が滑らかな曲面であるとわ

かったとする。

すると等質性があれば他の任意の点 x2 ∈ Gの近傍 G ∩ Ux2
もまた、滑らかな曲面になる。これを全体に広

げれば、

Gがリー群になる。これは一般化されカルタンの定理 (Cartan’s Theorem)という。

定理 1. リー群の閉部分群はリー群になる。

11.3.1 直交群の場合

カルタンの定理を O(n)の場合で見てみよう。

直交群なので転置行列との積は単位行列になる。

txx = 1n
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成分では
n∑
k=1

xkixkj = δij

とかける。ここでは i, j は対称であるとすｒば i ≤ j として次の 1
2n(n+ 1)個の方程式を考えればよい。

fij(x) =

n∑
k=1

xkixkj − δij = 0 (i ≤ j)

さらにこれを微分して、ヤコビ行列を次で定義する。

∂fij
∂xkl

= δilxkj + δjlxki (1 ≤ i ≤ j ≤ n, 1 ≤ k, l ≤ n) (11.12)

この行列は ((i, j), (k, l))成分を持ち

dim

∣∣∣∣ ∂fij∂xkl

∣∣∣∣ = n(n+ 1)

2
× n2

である。陰関数定理から、もしこの行列の適当な 1
2n(n+ 1)次小行列式が 0でないならその点で O(n)に接

平面が存在する。

例えば n = 2の場合は式 11.12から

f11 = x211 + x221 − 1, f12 = x11x12 + x21x22, f22 = x222 + x212 − 1

だから

∂(f11, f12, f22)

∂ (x11, x12, x21, x22)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2x11 x12 0

0 x11 2x22

2x21 x22 0

0 x21 2x22

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
この第 3行を除いて得られる 3次小行列式は x = 12 の時に

4x11 (x11x22 − x12x21) = 4 ̸= 0

となる。よって接線が引けてその式は 11.7になる。
今の n = 2の場合いたるところ滑らかな曲線は 2つの円である。

11.3.2 ケイレイ変換

これを一般化するためには、パラメタ表示を用いるのが便利である。

X = c(x) = (1n − x) (1n + x)
−1

とおく。これは 1n + xが可逆な有利変換で、さらに

1n +X = ((1n + x) + (1n − x)) (1n + x)
−1

= 2 (1n + x)
−1

となり、1n +X も可逆である。よって xで解くと、

x = 2 (1n +X)
−1 − 1n

= {2 · 1n − (1n +X)} (1n +X)
−1

= (1n −X) (1n +X)
−1
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となるので

x = c(X)

である。よって

c : x→ X

はGL(n,R)から超曲面 det(1n + x) = 0を除いた部分をRn2

から 2つの超曲面 det (1n ±X) = 0を除いた

部分に

1対 1で写す有理写像であり、次を満たす。
c ◦ c = 1

これをケイレイ変換 (Cayley Transformation)という。
さらにX = c(x)の時、次が可換になる。

[1n + x, 1n − x] = 0

よって

tX =t
(
(1n − x) (1n + x)

−1
)

=t
(
(1n + x)

−1
(1n − x)

)
=
(
1n −t x

) (
1n +t x

)−1

= c(tx)

であり、x−1
(
1n + x−1

)−1
= (1n + x)

−1 だから

−X = (x− 1n) (1n + x)
−1

=
(
1n − x−1

)
xx−1

(
1n + x−1

)−1

=
(
1n − x−1

) (
1n + x−1

)
= c(x−1)

である。よって

x ∈ O(n) ⇐⇒t x = x−1 ⇐⇒t X = −X

すなわちX は転置行列をとると負符号だけが出る交代行列である。

また、交代行列の固有値は純虚数である。これからも

det (1n +X) ̸= 0

が保証される。従って、ケイレイ変換により直交群 O(n)の開部分集合

U = O(n)− {x ∈ O(n)|det(1n + x) = 0}

がRn2

の線形部分空間

Altn (R) =
{
X ∈ Rn2

|tX = −X
}

と解析的に同相になる。これから O(n)もまた、1n において、いたるところ滑らかでリー群になる。

そしてリー群の次元も等しく

dimAltn(R) =
1

2
n(n− 1)

である。
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11.3.3 Lie群上の曲線

　さて、前節で等質の空間になることを見た。そこで連続した曲線とその接ベクトルとの関係を次に見る。

リー群 GL(n,R)の中のへの写像を

t ∈ R → x(t) = (xij(t)) ∈ GL(n,R)

とし、連続であるとは行列成分 xij(t), (1 ≤ i, j ≤ n)が全てパラメタ tの連続関数であるとする。

また、この曲線は微分可能であるとする。

この時 α < t0 < β における接ベクトルは

X =
dx(t)

dt
|t=t0 = lim

t→t0

x(t)− x(t0)

t− t0
(11.13)

だが、ここでは微分係数は成分で
dxij(t)

dt
|t=t0

で与える。

これまでのように単位元 1n を通る曲線の単位元 1n での接ベクトルを考える。

ただし、簡単のため区間 [α, β]内に 0点があるとし

α < 0 < β

であり、t = 0が単位元 1n に対応しているとする。

x(t0) = 1n

従って式 11.13から接ベクトルは

X =
dx(t)

dt
|t=t0 = lim

t→t0

x(t)− 1n
t

となる。ここで 2つの曲線 x(t), y(t), (α ≤ t ≤ β)を考え、t = 0における接ベクトルをX,Y とする。

この時、積 x(t)y(t)を作ると、

x(t)y(t)− 1n
t

=
(x(t)− 1n) y(t)

t
+
y(t)− 1n

t

となるから、これも 1n を通る曲線になる。しかもこの時の接ベクトルは t→ 0とすると

y(t) → y(0) = 1n

だから微分係数はX + Y であり、接ベクトルがX + Y になる。しかも図のように一点 1n を通る。

図 11.7: [120]より：積の接ベクトル
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これはライプニッツの積公式

(f(t)g(t))
′
= f ′(t)g(t) + f(t)g′(t)

を表しているから、y(t) = x(t)−1 の時は

x(t)y(t) = 1n

だから

X + Y = 0

Y = −X

が成り立つ。これは
d

dt

(
x(t)−1

)
= −x(t)−1 dx(t)

dt
x(t)−1

が任意の行列の曲線に対して成り立つことを表す。これも公式

d

dt

(
f−1(t)

)
= − f ′(t)

f(t)2

を表すが、関数と異なり、両端に x−1(t)がかかることに留意する。

さて、転置に対しては順番は次のように入れ替えが効く。

d tx(t)

dt
|t=0 =t

(
dx(t)

dt
|t=0

)
=t X

これから x(t)が直交群 O(n)に含まれる曲線ならば

tx(t) = x(t)−1

を満たすので、その接ベクトルは自動的に
tX = −X

を満たし、X が交代行列になる。

従って O(n)の 1n における接ベクトル全体の作る線形空間、接ベクトル空間は線形部分空間 Altn (R)に含

まれる。

言い換えると次元が同値なので O(n)の単位元 1n における接空間が 1n +Altn (R)に一致する。

したがってX ∈ Altn (R)に対して tX のケイレイ変換によって

x(t) = c(tX) =
1n + tX

1n − tX

を考えれば、十分小さい tに対して、無限級数の公式から

x(t) = (1n + tX) ·
∞∑
ν=0

(tX)
ν

さらにケイレイ変換は c ◦ c = 1を満たしたので無限和では

x(t) = (1n + tX) ·

(
1n +

∞∑
ν=1

(tX)
ν

)

= 1n + tX +

∞∑
ν=1

(tX)
ν
+ tX

∞∑
ν=1

(tX)
ν

= 1n + 2

∞∑
ν=1

(tX)
ν
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とみなせるから微分も同様に次の計算は tX/tのみ残るから

dx(t)

dt
|t=0 = lim

t→0

x(t)− 1n
t

= lim
t→0

2
∑∞
ν=1 (tX)

ν

t

= 2X

である。面白いことに留数積分のように無限級数と極限で有限項のみ残った。

よって任意の交代行列X は O(n)の中の曲線の接ベクトルになる。

一般に GL(n,R)の閉部分群 Gはカルタンの定理より、リー群になる。

ここで用いた単位元 1n における接ベクトル空間を gで表すことが多い。SL(n,R)に対しては skである。

これらからリー群に対応して接ベクトル空間について

gl(n,R) = Rn2

sk(n,R) = {X ∈ gl(n,R)|Tr(X) = 0}

o(n) =
{
X ∈ gl(n,R)|tX = −X

}
= Altn(R)

であり、これらは後のリー代数につながる。

11.4 Lie環

第 4部で学習したように環とは群の性質を満たし、加法について可換群であり、さらに乗法について次の演
算が成り立つものである。

• 環Rの任意の元 a, b, cに対し、結合律 a(bc) = (ab)cが成り立つ。

• 環Rの任意の元 a, b, cに対し、左分配律 a(b+ c) = (ab) + (ac)が成り立つ。

• 環Rの任意の元 a, b, cに対し、右分配律 (b+ c)a = (ba) + (ca)が成り立つ。

11.4.1 行列のリー環

　前章の単位元 1n における接ベクトル空間を gはベクトル空間に加えて、次の性質を持っている。

X,Y ∈ g → XY − Y X ∈ g

前節であつかった gl, sl, oについてこれを示そう。

11.4.2 SO(3)

　単位行列 I ∈ SO3 での接空間 TISO3 は SO3のリー環と呼ばれ so3 で表す。

3次正方行列全体をM3(R)としてこれを 9次元ユークリッド空間 R9 と同一視する。

この時 SO3 は R9 内のなめらかな 3次元多様体とみなすことができる。

X ∈ TISO3

であれば直交条件 [A]tA = I から次の関係が成り立つ

• 直線 s→ I + sX が s = 0で SO3 に接する。
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• [I + sX]
t
(I + sX)を展開した場合、sの 1次の項は消える。sで微分したとき s = 0で 0になる必要が

あるから

[I + sX]
t
(I + sX) = I +

(
[X]

t
+X

)
s+ [X]

t
Xs2

• よって [X]
t
= −X が成り立つ。

従って TISO3 は歪対称性行列の全体と一致している。具体的に次のように基底を置く。

X1 =

 0 0 0

0 0 −1

0 1 0

 X2 =

 0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 X3 =

 0 −1 0

1 0 0

0 0 0

 (11.14)

[X1, X2] = X3 (11.15)

リー環 so3 は次の性質を持つ

• A ∈ SO3, X ∈ so3 の時、AXA−1 は so3 のベクトルになる。

• X,Y ∈ so3 の時、XY − Y X もまた so3 のベクトルである。

次に単位元以外での接空間を考える。A ∈ SO3 において

[A+ sX]
t
(A+ sX) = A2 +

(
[X]

t
A+A−1X

)
s+ [X]

t
Xs2

だから

TASO3 = {X ∈M3(R)|[X]tA = −A−1X}

= {X ∈M3(R)|A[X]t = −XA−1}

となる。しかしここでは A ∈M3(R)に対し、LA, RA :M3 →M3 を左移動、右移動として

LA(B) = AB, RA = BA

を満たすとすると左移動 LAは SO3の元を SO3の元に移すので接空間 TBSO3を TABSO3にうつし、LA−1

がその逆を与えると考えられる。従って

TASO3 = LA(TISO3)

= {AX ∈M3(R)|X ∈ so3}

= {X ∈M3(R)|A−1X ∈ so3}

であり、同様なことが右移動 RA でも成り立ち

LA(TISO3) = RA(TISO3) (11.16)

例えば接ベクトルX ∈ TASO3 = so3 を具体的に表すと

X =

 x1

x2

x3

 A =

 v1

v2

v3

 (11.17)

とすれば
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XA−1 = X[A]t =

 ⟨x1, v1⟩ ⟨x1, v2⟩ ⟨x1, v3⟩
⟨x2, v1⟩ ⟨x2, v2⟩ ⟨x2, v3⟩
⟨x3, v1⟩ ⟨x3, v2⟩ ⟨x3, v3⟩


となる。またこの時、

⟨xi, vj⟩ = −⟨xj , vi⟩ (11.18)

である。

11.5 不変ベクトル場

　 a, gを Lie群 Gの元とする。このとき、gの aによる右移動 Ra : G→ Gと左移動 La : G→ Gを次のよ

うに定義する。

Rag = ga

Lag = ag

また、これらの誘導写像として Gの接平面について

La∗ : TgG→ TagG

Ra∗ : TgG→ TgaG

が成り立つ。これらの移動に対して不変なものが存在し、例えば

La∗X|g = X|ag (11.19)

の時左不変ベクトル場X であるという。

この時、g, agの座標 xν(g), xν(ag),について次が成り立つ

La∗X|g = Xµ(ag)
∂xν(ag)

∂xµ(g)

∂

∂xν
|ag = Xν(ag)

∂

∂xν
|ag

つまり左作用素によってベクトル場は基底と作用素の座標が共に変換される。

XV |ag = Lag∗V = (LaLg)∗V = La∗Lg∗V = La∗XV |g

重要なのは逆に左不変であれば、ただ 1つのベクトル

V = X|e ∈ TeG

を決めることである。

V → XV

で定義される写像を Te → gは同型写像であり、左不変ベクトル全体の集合は TeG に同型なベクトル空間に

なる。

dimg = dimG

になる。この写像 gは同型写像でり、Lie括弧積について次のように閉じていることがわかる。
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G　上の 2つの点 g, ag = Lagをとる。La∗ をX,Y ∈ gの Lie括弧積に作用させると

La∗ [X,Y ] |g = [La∗X|g, La∗Y |g]

=
∂2

∂x∂a
x(a)|g

∂2

∂y∂a
x(a)|g −

∂2

∂y∂a
x(a)|g

∂2

∂x∂a
x(a)|g

= [X,Y ]|ag

具体的に成分で見ると、a ∈ GL(n,R)の左不変ベクトル場とする。
GL(n,R)の座標は行列 n2 個の成分を持つことになるのでこれを xij であらわし、単位元は δij とする。こ

の時、

g = {xij(a)}, a = {xij(a)} ∈ GL(n,R)

とする。この時、左移動を

Lag = ag =
∑
k

xik(a)xkj(g)

で表すことができる。対応するベクトル場は e点において

V = V ij
∂

∂xij
|e ∈ TeG

この時 V により生成される左不変ベクトル場は

XV |g = Lg∗V =
∑
ijklm

V ij
∂

∂xij
|exkl(g)xlm(e)

∂

∂xkm
|g

=
∑

V ijxkl(g)δliδ
m
k

∂

∂xkm
|g

=
∑

xki(g)V ij
∂

∂xkj
|g =

∑
(gV )kj

∂

∂xkj
|g

と表される。Lie括弧積についても V = V ij ∂
∂xij |e,W =W ij ∂

∂xij |e とすると

[Xv, Xw] |g =
∑

xki(g)V ij
∂

∂xkj
|gxca(g)W ab ∂

∂xcb
|g − [V ↔W ]

=
∑

xki(g)
[
V jkW kl −W jkV kl

] ∂

∂xil
|g

=
∑

(g[V,W ])
ij ∂

∂xij
|g

よってこれから

Lg∗V = gV

[Xv, Xw] |g = Lg∗ [V,W ] = g [V,W ] (11.20)

が成り立つ。

これから Lie環とは乗法についても閉じていて、Lie括弧積を左不変に保つベクトル場の集合であると定義
できる。

慣例では Lie環は so(n)のように古いドイツ小文字 frack体で表現する。

11.6 定義

ここまでの知識をまとめて、改めてリー群の定義を考えよう。

　多様体の例として Lie群 (Lie group)とは群 Gで同時に多様体であり、演算

(x, y) ∈ G×G→ xy−1 ∈ G (11.21)

つまり、直積多様体G×G→ Gが微分可能な写像になっている場合をいう。リー群Gは多様体としての位相

に関して位相群になっている。a ∈ Gについて次の左移動と右移動の G自身への変換が定義できる。
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• 左移動 La : La(x) = ax

• 右移動 Ra : Ra(x) = xa

これらは微分同相なのでベクトル場が次を満たす場合、

LaXx = Xax a, x ∈ G (11.22)

RaXx = Xxa a, x ∈ G (11.23)

はそれぞれ左不変 (left inuariant)、右不変 (right inuariant)という。
また、右不変、左不変であれば微分可能である。

ここで多様体の接空間 Te(G)を考えると G上の左不変なベクトル場全体の集合 gは実ベクトル空間をつく

り単位元が eと考えることができる。すなわち任意の A ∈ Te(G)について

Xx = (Lx)∗A x ∈ G

によってベクトル場 X を定義するとこれは左不変だから X ∈ gである。ここで対応 A → X が図のように

Te(G)と gとの線形同型写像である。

図 11.8: Xx = (Lx)∗Aが線形同型写像

ここで集合 gを微分可能なベクトル場全体 V の部分集合であると考え V の括弧積に関して

X,Y ∈ g → [X,Y ] ∈ g

が成り立つ。gを有限次元で Gと同じ次元のリー環とみなし、リー群 Gのリー環が gだといえる。

任意のA ∈ gについて eの近傍 U で生成される局所的 1助変数変換群を {ϕt}とするとAが任意の元 aによ

る左移動 Laにより不変であることから aの近傍 aU = LaU の上でX が生成する局所的 1助変数変換群 ψtは

図のように

ψt = LaϕtL
−1
a

図 11.9: 左移動 La により aの近傍 aU = LaU の上でX が生成する ψt と ϕt
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この時、ϕt、ψt は同じ tの範囲で定義される。従ってX は Gの上で大局的な 1助変数変換群 ϕt

よって

ϕt = LaϕtL
−1
a (11.24)

であるから。

ϕtLa = Laϕt

が成立する。そこで

at = ϕt(e) (−∞ < t <∞) (11.25)

とおけば

ϕt(a) = aat = Rata (11.26)

とかけるから

ϕt+s = ϕtϕs (11.27)

が成立するから

at+s = atas (11.28)

となり、at は群 Gの 1助変数部分群 (1-parametar subgroup)になる。
次式の関係を指数写像 (exponatial mapping)exp(tX)と表すことがある。

X → expX (11.29)

この指数写像は

at = exp(tX) (11.30)

とするとこれは幾何的には左不変ベクトル場X の積分曲線だからその接ベクトル a′t

a′t = Xat = Lat ·Xe = Lat · a′0 (11.31)

これから

a−1
t a′t = exp(−tX)Lat · a′0 = exp(−tX) exp(tX) · a′0 = a′0 (11.32)

であるから

A = a′0 ∈ Te(G)

とおくと

a−1
t a′t = A (11.33)

逆にこれを満たす at は a0 = eという初期条件を与えれば式 11.30が得られる。
例として一般線形群GL(n,R)をとるとこれはRn

2

の開部分多様体で行列 a = [aij ]の n2個の成分がGL(n,R)

全体の座標系を作っている。GL(n,R)の曲線 at に対し、各点での接ベクトルは da/dt であるから式 ??から

a−1
t

da

dt
= A A ∈ gl(n,R)
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である。単位元（単位行列）を持つ解は次のような行列に対する指数関数になる。

exp tA =

∞∑
k=0

tkAk

k!
(11.34)

リー群Gのリー部分群 (Lee subgroup)とは群Gの部分群HでH → Gがはめこみであるような多様体の構

造に対して H自身がリー群であるようなもののことである。
リー部分群 Hに対して

η = {X ∈ g,Xe ∈ Te(H)} (11.35)

は gのリー部分環になり、H自身のリー環と同一視することができる。
逆にリー群 Gのリー環 gのリー部分環 ηが与えられているとする。Gの各点 aに対して、

σG = {Xa;X ∈ η} ⊂ Ta(G) (11.36)

を対応させることによって ηと同じ次元の接分布 σが得られる。σは微分可能で完全積分可能である。

単位元 eを通る極大積分多様体をH とするとH は Gの部分群であり、Gのリー部分群である。
この時H を ηから生成されるリー部分群でという。

H が弧状連結の時、リー群Gの部分群H はリー部分群になる。

またH が閉部分群であればリー部分群であり、その位相は Gからの相対位相と一致する。
特に部分群H が局所部分多様体構造を持ち、埋め込まれた部分多様体になる例として、GL(n,R)のリー部

分群になるものとして SL(n,R), O(n)がある。

リー群 Gが多様体M に作用するとは Gの各元 aに対応し、M のそれ自身への微分同相写像 ϕαが存在し、

ϕab = ϕa · ϕb a, b ∈ G

が成り立ち、さらに写像

(a, x) ∈ G×M ϕa(x) ∈M

が微分可能であるときである。この時、Gの単位元 eに対応する写像 ϕe はM の恒等変換である。

逆に ϕe が恒等変換になれば a = eという条件が成り立つ時、Gは効果的 (effectiue)であるという。
GがM に作用するとき、M の 1点 x0 に対して

H(x0) = {a ∈ G; ϕa(x0) = x0}

を x0 における固定群 (isotropy group)という。固定群は閉リー部分群になる。

11.7 1-parameta部分群

　 Gをリー群として、前節にもあったように曲線 ϕ : R → Gが条件

ϕ(t)ϕ(s) = ϕ(t+ s)

が成り立てば ϕを Gの one-prameter-subgroup部分群という。この時、

ϕ(0) = e

ϕ−1(t) = ϕ(−t)

が満たされる。この 1-parmeta部分群の中でベクトル場をX として

dϕµ(t)

dt
= Xµ(ϕ(t)) (11.37)
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を満たすものがある。するとこのベクトル場X は左不変になる。

これはベクトル場 d/dtが R上では左不変だから

(Lt)∗
d

dt
|0 =

d

dt
|t (11.38)

のように時間推進を表す。

次に、この時間の微分演算子に次の誘導写像を作用させる。

ϕ∗ : TtR → Tϕ(t)G

すると式 11.37より ϕ(t) = gとして

ϕ∗
d

dt
|t=0 =

dϕµ(t)

dt
|0

∂

∂gµ
|e = X|e

ϕ∗
d

dt
|t=t =

dϕµ(t)

dt
|t
∂

∂gµ
|g = X|g

式 11.38より

(ϕLt)∗
d

dt
|t=0 = ϕ∗Lt∗

d

dt
|t=0 = X|g (11.39)

ϕ(t) = gより、次の可換性があるから

ϕLt = Lgϕ

は

ϕ∗Lt∗ = Lg∗ϕ∗

も成立することを意味する。　次に、テンソル場 T をベクトル場X の 1パラメタ変換群により移動させる
ことからリー微分の演算子を導く。

ϕt(x)は座標依存したパラメタ tの連続関数としてテンソル場はこの関数に対し同型の変換をするとすれば

ϕ̃t : T
r
s,x → T rs,ϕt(x)

(11.40)

ここで S が (r, s)型のテンソルであれば(
ϕ̃t

−1
S
)
x
= ϕ̃t

−1
Sϕt

∈ T rs,x (11.41)

となるので

lim
t→0

(
ϕ̃t

−1
S
)
x
=

1

t

[(
ϕ̃t

−1
S
)
x
− Sx

]
=

d

dt

(
ϕ̃t

−1
Sx

)
t=0

(11.42)

これをX 方向へのリー微分といい LXSで表す。すなわち下図のような異なる接空間でのベクトル場での変
化率を表している。

(LXS)x = lim
t→0

1

t

[(
(ϕt)

−1
∗ S

)
x
− Sx

]
=

d

dt

(
(ϕt)

−1
∗
)
t=0

(11.43)

図 11.10: 異なる接空間でのベクトルの比較

この LX は次の性質を持っていることがわかる。
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• LX(aS + bS′) = aLXS + bLXS′ a, b ∈ R

• LX(S ⊗ S′) = LXS ⊗ S′ + S ⊗ LXS′

• LX はテンソルの縮約と可換である。

これから S が (1, 1)型のテンソルであるとき TM を自己準同型の場とみなし、Tx ⊗ T ∗
x を Txの線形変換とみ

なすとトレースをとることができる。よって

S =
∑

Sij
∂

∂xi
⊗ dxj (11.44)

これから

trS =
∑

Sii (11.45)

を得る。これを縮約 (contraction)と呼ぶ。
変換後の S が自己準同型であれば右不変となり(

ϕ̃S
)
= ψ∗ ◦ S ◦ ψ−1

∗ (11.46)

であることから、式 11.43のようなテンソル場の変換 ϕ̃が S に作用した時、

tr
(
ϕ̃S
)

= ψ∗ ◦ S ◦ ψ−1
∗

= ψ−1ψ∗ (trS)

= ϕ̃ (trS)

となりトレースをとる順序は前後できる。縮約は ϕtと可換であり、その極限として Lie演算子 LX とも可換
になる。

11.8 SO群 [11]

前節で SO群をみたが、ここでは 2次元実正方行列全体をMat2 (R)で表す。A ∈Mat2(R)が

At = A−1

detA = 1

であれば 2次特殊直交行列 SO2 という。

11.8.1 S1

平面 R2 において次を単位円という。

S1 =
{
(x, y) ∈ R2|x2 + y2 = 1

}
単位円 S1 と SO2 は次の写像で同一視ができる。

S1 ∋ (x, y) →

(
x −y
y x

)
∈ SO2
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例えば

t→ (cos t, sin t) (11.47)

として、実数 tは S1 上の点に対応する。これが一意ではなく、2nπ を加えても同じであることは明らかで

あろう。

これをグループ化し、[t]とかく、別の実数 sを対応してもグループ [s]ができる。

1対 1にするために次のような商集合をつくる。

R/2πZ = {[t]|t ∈ R}

これにより写像 11.47は 1対 1の対応がつき、引き戻しができるようになる。

[t+ s] = [t] + [s]

つまり S1 は連続的な群構造が入る。

11.8.2 S2

　　一方で S2 ∈ R3は状況が異なる。3次元空間 R3内で原点を中心とし、半径が 1の球を単位球面と呼び、

S2 =
{
(x, y, z) ∈ R3|x2 + y2 + z2 = 1

}
とする。これは次の図のように経度 u、緯度 vを用いて表すことができる。

しかし、連続的な群構造は入らない。

S1では接ベクトルの平行移動が定義できるが S2では閉じた経路上の平行移動は 1周しても同じにならない。

図 11.11: [11]より：球面の局所座標 u, v

次のように局所座標を入れる

ϕ : R2 ∋ (u, v) → (cos v cosu, cos v sinu, sin v) ∈ S2 (11.48)

ただし、

− π < u < π, −π
2
< v <

π

2
(11.49)

に制限する。

この時 S2 の点 p(a, b, c)における接平面 TpS
2 は

TpS
2 =

{
(x, y, z) ∈ R3|ax+ by + xz = 0

}
(11.50)

となり、これは pベクトルと直交するベクトルの全体である。
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11.9 交換積

多様体M 上微分可能な関数の集合 F と接ベクトル場 V 考え、

X,Y ∈ V (M) f ∈ F (M)

として括弧積 [X,Y ] ∈ V を次で定義する。

[X,Y ]f = X(Y f)− Y (Xf)

これは次のヤコビ恒等式 (Jacobi identity)を満足する。

[[X,Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0 (11.51)

また n次元多様体M 上接ベクトルを

X =

n∑
i=1

ξi
∂

∂xi
, Y =

n∑
i=1

ηi
∂

∂xi
(11.52)

とおくと

[X,Y ] =

n∑
i=1

n∑
j=1

(
ξj
∂ηi

∂xj
− ηj

∂ξi

∂xj

)
∂

∂xi
(11.53)

であり、g, f ∈ F とすると

[fX, gY ]f = fg[X,Y ] + f(Xg)Y − g(Y f)X (11.54)

が成り立つ。

　

11.10 簡単な例

11.10.1 並進

　並進移動を

La : x→ x+ a

で定義すると左不変ベクトル場は

X =
∂

∂x

で表される。これは aが定数だから

La∗X|x =
∂(a+ x)

∂x

∂

∂(a+ x)
=

∂

∂(x+ a)
= X|x+a

でありこれは R上のただひとつの左不変ベクトル場である。
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11.10.2 回転

　また、SO(2) = {R(θ) = eiθ|0 ≤ θ ≤ 2π}とすると

Lδ : θ → eiδeiθ = R(θ + δ)

とし、ベクトル場を

X =
∂

∂θ

とすると、

Lδ∗X|θ =
∂ei(θ+δ)

∂θ

∂

∂ei(θ+δ)
=

∂

∂(θ + δ)
= X|θ+δ

11.10.3 GL(n,R),SL(n,R)

　 gl(n,R)を GL(n,R)の Lie環とし、曲線 cを c(0) = I として、次のように定義する。

c : (−ϵ, ϵ) → GL(n,R)

この曲線は s = 0の近くで

c(s) = I + sA+O(s2) (11.55)

と、展開できる。ただし、I, Aは n× nの行列である。

明らかに

dim gl(n,R) = n2 = dimGL(n,R)

また、単位元 I での接ベクトルは
dc(s)

ds
|s=0 = A

式 11.55から dim gl(n,R) = n2 である。

さらに sl(n,R)の場合は
det c(s) = 1 + s · trA = 1

が加わる。これは

trA = 0

であることなので

dim sl(n,R) = n2 − 1

である。

11.10.4 SO(n,R),GL(n,C),SU(n)

　次に単位元 I を通る SO(n)の曲線を改めて、

c(s) = I + sA+O(s2) (11.56)

この時、直交性から

c(s)tc(s) = I

だから、両辺を微分し、

c′(s)tc(s) + c(t)tc′(t) = 0
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これに式 11.56を代入すると
At +A = 0

これから so(n)は歪対称性を持つ行列の集合であることがわかる。これから

dim so(n) = n(n− 1)/2

である。同じように GL(n,C)についても

dim gl(n,C) = 2n2

であるから

dim sl(n,C) = 2(n2 − 1)

であり、sl(n,C)の対角和は 0である。
さらに U(n)上で

c(s) = I + sA+O(s2)

を考えると、先と同様に、直交性から

c(s)†c(s) = I

よって

c′(s)†c(s) + c(t)†c′(t) = 0

原点付近では s = 0として、式 11.56を代入すると

A† +A = 0

よって u(n)は歪 Hermite行列の集合で
dim u(n) = n2

さらに SU(n) では

su(n) = u(n) ∩ sl(n)

だから

dim su(n) = n2 − 1

である。

11.10.5 1形式

　次に ωが 1次微分形式のときの LXωを求める。ω(Y ) = tr(Y ⊗ ω)だったから関数の時と同様に

X(ω(Y )) = Lx (tr(Y ⊗ ω))

= tr (LX(Y ⊗ ω))

= tr (LxY ⊗ ω + Y ⊗ Lxω)

= ω ([X,Y ]) + (LXω) (Y )

これから

(LXω) (Y ) = X(ω(Y ))− ω ([X,Y ])
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となるが第 2部の微分形式から一般に

dω(X,Y ) =
1

2
{X(ω(Y )− Y (ω(X))− ω ([X,Y ])} (11.57)

が成り立つから、

(LXω) (Y ) = 2dω(X,Y ) + Y (ω(X))

= (iXdω + iXdω) (Y ) + iXdωY

= (iXdω + d iXω) (Y )

が成り立つので式 5.11からも
LXω = iXdω + d iXω (11.58)

と表すことができる。これはあらゆる微分形式においても成り立つ。関数 f に対しては

iXf = 0

だったから 11.58から式 5.13から

LXf = iXdf = Xf =
∑

ξi
∂f

∂xi
(11.59)

となりこれは 0形式である。
これから任意の微分形式が関数と 1次微分形式から生成される。この作用素として

LX (11.60)

iXd+ d iX (11.61)

は共に次のように微分則を満たす。

LX(ω′ ∧ ω) = LXω′ ∧ ω + ω′ ∧ LXω (11.62)

(iXd+ d iX) (ω′ ∧ ω) = (iXd+ d iX)ω′ ∧ ω + ω′ ∧ (iXd+ d iX)ω (11.63)

さらにベクトル場X,Y として次が成り立つ。

LXLY − LY LX = L[X,Y ] (11.64)

LX iY − iY LX = L[X,Y ] (11.65)

iXd+ d iX = LX (11.66)

11.10.6 直交ローレンツ群

n, kは正の整数として Rn+k を考える。対称的な双線形形式を [·, ·]で次のように表す。
（交換関係ではないので注意する）

[x, y]n,k = x1y1 + · · ·+ xnyn − xn+1yn+1 − · · · − xn+kyn+k
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これから (n+ k)× (n+ k)の実行列Aができてこれらは一般直交群O(n; k)で表す。これは一般線形群の部

分群である。

O(n; k) ⊂ GL(n+ k,R)

物理では特にローレンツ群と呼ぶ。行列式を 1とすれば今後頻出する特殊直交群 SO(n; k)である。

ここで A(j) を An+k 成分に持つ j 列ベクトルを次のように定義しよう。

A(j) ≡ A · ej =


A1.j

...
An+k.j


直交群に属するということは

[Aej , Ael] = [ej , el]

の時である。もし、A ∈ O(n; k)であれば次の関係が成り立つ。
[A(j), A(l)]n,k = 0 j ̸= l

[A(j), A(l)]n,k = 0 1 ≤ j ≤ n

[A(j), A(l)]n,k = −1 n+ 1 ≤ j ≤ n+ k

これを (n+ k)× (n+ k)の対角行列で表すと

g =



1 0

. . .

1

−1

. . .

0 −1


であれば (j, n+ k)(n+ k, n+ k)(n+ k, j) = (j, j)

AT gA = g

det(AT )det(g)det(A) = det(I)

よって

(detA)
2
= I

11.11 Symplectic Groups

　次に k = nの場合を考えよう。これはシンプレクティック群という。

双線形空間 B ∈ R2n 上に Sp(n;R)で表される。

ω(x, y) ≡ [Aej , Aej ] =

n∑
j−1

(xjyn+1 − xn+jyj)

であり、2n× 2nの次の行列 Ωを定義すると

Ω =

(
0 I

−I 0

)
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次の内積表現で表すことができる。

ω(x, y) = ⟨x,Ωy⟩

A ∈ Sp(n;R)の時、
ΩA(x, y) = −A(y, x)

ΩATΩA = −I

だから、次の関係がある。

−ΩATΩ = A−1

また、

det(A) = ±1

であるが、det(A) = −1をとる場合は Sp(n;C)に拡張する。この時 z, w ∈ Cとして

ω(z, w) = ⟨z,Ωw⟩

が成り立つ。また、det(A) = 1であればユニタリ群 U(2n)にもなるので

Sp(n) = Sp(n;C) ∩ U(2n)

であり、これをコンパクトシンプレクティック群 (compact symplectic group)という

12 球面の基本

12.1 球面上の計量 [11]

前節で Lie群を中心に見てきたが、ここで多様体上の動力学につなげてみよう。従ってこの接では SO3が中

心的な背景になる。

12.1.1 歪対称性原理

　各接空間をどう接続していくかと、接空間にどう内部構造を持たせるかは関係している。

SO3 の単位行列を I とすると接空間 TISO3 はリー環になり、第 4部でみたように結合率律、左右での分配
律を満たす。

ここで実係数の 3次正方行列を一般にMat3 (R)として、これを 9次元ユークリッド空間R9と同一視しよう。

接空間 TASO3は点 Aで SO3に接したベクトル部分空間と見なすことができる。SO3は R9内の滑らかな 3
次元多様体になる。

よって、TASO3 の内部構造は R9 のユークリッド内積を TASO3 に制限したものになる。A ∈ Mat3 (R)と
して、

[A]
t
= A−1 (12.1)

が成り立てば 3次直交行列になる。さらに行列式が 1であれば 3次特殊直交行列という。
まず、単位元 I における SO3 の接空間を調べよう。

X ∈ TISO3

とする。これは直線 s→ I + sX が点 s = 0で SO3 に接していることを表す。

A : s→ I + sX
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が 3次特殊直交行列であれば、式 12.1が成り立つから s→ 0で

転置行列との積は sの 1次の項が消えることである。

[I + sX]
t
[I + sX] |s=0 = I + [X]

t
Xs2

sの 2次の速さでは十分に 0になるとすれば式 12.1が満足される。
これは次を展開したとき、

[I + sX]
t
[I + sX] = I +

(
[X]

t
+X

)
s+ [X]

t
Xs2

となるが歪対称性

[X]
t
= −X (12.2)

があると

[I + sX]
t
[I + sX] = I + [X]

t
Xs2

を満たす。つまり、TISO3 は歪対称性全体と一致している。これを歪対称性原理という。

TISO3 =
{
X ∈Mat3 (R) | [X]

t
= −X

}
例えば、リー環は so3 で表し、その基底を

X1 =

 0 0 0

0 0 −1

0 1 0

 , X2 =

 0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 , X3 =

 0 −1 0

1 0 0

0 0 0

 (12.3)

として、A ∈ SO3, X, Y ∈ so3 のとき、ベクトルについて次が成り立つ。

V ect：AXA−1 ∈ so3

V ect：XY − Y X ∈ so3

つまり、球面とは限らない SO3の曲面に接ベクトル TISO3に左演算子 LAによって次の図のように TASO3

に移す。

下図で注意すべきは接空間が平面のようにかかれているが、これは線形 3次元の空間で X1 ⊥ X2 ⊥ X3 を

満たしている。

図 12.1: [11]より:接空間 TASO3 は平面のように見えるが 3次元の線形空間である。
3次元球面から SO3 へは式 11.49から 2対 1の写像が存在する。
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括弧積で書くと

[X,Y ] ∈ so3

も独立したベクトルになる。従って 3次元空間であれば

X3 = [X1, X2]

が成り立つ。

12.1.2 左移動と右移動

ここまで単位元 I での接空間を考えたが、一般に A ∈ SO3 での接空間を次に考えよう。

先と同様にして、[A]
t
= A−1 が成り立っているから

[X]tA+ [A]tX = A[X]t +A[A]t = 0

だから

TASO3 =
{
X ∈Mat3 (R) | [X]

t
A = −A−1X

}
=
{
X ∈Mat3 (R) |A [X]

t
= −XA−1

}
となる。ここで左移動、右移動の作用素を LA, RA とおく。、A,B ∈Mat3 (R)とすると

LA = AB, RA = BA

となる。実際に A ∈ SO3 の時、左移動 LA は SO3 の元を SO3 に移す。この LA の逆像が LA−1 となる。

このような作用素を考えることで動的に現象を捉えて、記述できるメリットがある。

LA を SO3 に制限したものは SO3 からそれ自身への 1対 1の写像である。
B ∈ SO3 での SO3 での接ベクトルをX とする。この接ベクトルX に LA を施すと

LAX = AX

となり、これは点

LAB = AB

で SO3 に接する。

これから LA は接空間について

LA : TBSO3 → TABSO3

に移すことをしている。逆像は

L−1
A : TABSO3 → TBSO3

特にさきの単位元 I の場合は B = I の時、

TASO3 = LA (TISO3)

= {AX ∈Mat3 (R) |X ∈ so3}

=
{
X ∈Mat3 (R) |A−1X ∈ so3

}
となる。右移動 RA についても同様に単位行列 I での接ベクトルを接空間 TASO3 まで右移動したものは

TASO3 = RA (TISO3)

= {XA ∈Mat3 (R) |X ∈ so3}

=
{
X ∈Mat3 (R) |XA−1 ∈ so3

}
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となる。例えば接ベクトルX ∈ TASO3 に対し、これを単位行列 I まで右移動したものは

X =

 x1

x2

x3

 , A =

 v1

v2

v3


とおくとXA−1 ∈ TASO3 = so3 は (3, 1)(1, 3)型になるので式 12.1から

XA−1 = XAt =

 ⟨x1, v1⟩ ⟨x1, v2⟩ ⟨x1, v3⟩
⟨x2, v1⟩ ⟨x2, v2⟩ ⟨x2, v3⟩
⟨x3, v1⟩ ⟨x3, v2⟩ ⟨x3, v3⟩

 (12.4)

になる。これが so3 であるためには式 12.2

⟨xi, vj⟩+ ⟨xj , vi⟩ = 0

の歪対称性が成り立つ。

12.1.3 随伴表現

次にA ∈ SO3を固定したとき、前節のLA, RAはともにリー環 so3 = TISO3のベクトル空間を接空間 TASO3

のベクトルに写す。

しかし、X ∈ so3 に対し、その像は左、右移動でともに正方行列であれば像が

LAX = AX

RAX = XA

となるが、これは一致するとは限らない。

そこで次の写像を定義する。

AdA : so3 → so3

として

AdAX = (RA)
−1
LAX = AXA−1 (12.5)

と定義したものを随伴表現という。AとX が可換であればこれは恒等写像になる。

左移動の次に右移動の逆を作用させると Aと A−1 ではさむことになる。

この表現は乗法で閉じるので環をつくる。例えば、リー環は so3 の基底と Aを

X1 =

 0 0 0

0 0 −1

0 1 0

 , X2 =

 0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 , X3 =

 0 −1 0

1 0 0

0 0 0

 , A =

 1 0 0

0 cos t − sin t

0 sin t cos t

 (12.6)

とすると

AdAX1 = X1

となるが、

AdAX2 = cos tX2 + sin tX3

AdAX3 = − sin tX2 + cos tX3

が成り立ち、一般に A,B ∈ SO3 ならば、

AdAAdB = AdAB

が成り立つ。また、随伴表現は so3 の内積を不変にする。
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12.1.4 リーマン計量

内積を保存するような構造は物理学にとっては重要で、先の随伴、また、リーマン計量もその 1つである。
ただし、曲面の場合はどの点で内積をとるかで値が異なるので、移動の概念が必要になる。

　行列のトレース tr を使って接空間に内積を定義する。これにより、前節の左右移動との関係が明らかに

なる。

はじめに TISO3 = so3 の場合を考えよう。

まず 2つの行列X,Y を

X =

 0 x3 x2

−x3 0 x1

−x2 −x1 0

 , Y =

 0 y3 y2

−y3 0 y1

−y2 −y1 0


とし、その内積を

⟨X,Y ⟩I = x1y1 + x2y2 + x3y3

=
1

2
tr
(
X[Y ]t

)
= −1

2
tr (XY )

とおく。これは so3 の基底X1, X2,, X3 を正規直交基底とする内積構造になる。

次に単位元から離れた、Aでの接空間 TASO3 の内積 ⟨⟩A を考えよう。X,Y ∈ TASO3 として、

⟨X,Y ⟩A =
1

2
tr
(
X [Y ]

t
)
= −1

2
tr (XY ) (12.7)

とすればこれが、内部構造を表すはずである。

前節の左右移動演算子をもってきて、B ∈ SO3 とすると

LBX,LBY ∈ TBASO3

となり、

RBX,RBY ∈ TABSO3

となる。これから

⟨LBX,LBY ⟩BA = ⟨X,Y ⟩A = ⟨RBX,RBY ⟩AB (12.8)

という重要な関係が得られる。つまり

⟨LBX,LBY ⟩BA =
1

2
tr
(
BX [BY ]

t
)
=

1

2
tr
(
BX [Y ]

t
B−1

)
となるが tr (WZ) = tr (ZW )だから

1

2
tr
(
BX [Y ]

t
B−1

)
=

1

2

(
B−1BX [Y ]

t
)

=
1

2

(
X [Y ]

t
)

= ⟨X,Y ⟩A

同様に右移動についても

⟨RBX,RBY ⟩BA =
1

2
tr
(
XB [Y B]

t
)
=

1

2
tr
(
XB [Y ]

t
B−1

)
=

1

2
tr
(
XBB−1 [Y ]

t
)

= ⟨X,Y ⟩A
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となる。

また、重要なのは各接空間の内積は非退化になることである。

つまり、X ∈ TASO3 が

⟨X,Y ⟩A = 0, (∀Y ∈ TASO3)

ならばX = 0である。

例えば各 A ∈ SO3 での内積を式 12.7で定義したので SO3 がMat3 (R) ∼ R9 の中にあることを考えると

⟨X,Y ⟩R
9

=

3∑
j

3∑
i

xijyij = tr
(
X [Y ]

t
)

となる。従って ⟨X,Y ⟩A は TASO3 という接平面に制限されることで 1/2倍になっている。

これは通常の内積が平面への射影として得られるので表裏の内の 1つをとっていることになる。
各内積は

⟨X,Y ⟩A = ⟨Y,X⟩A
となり、対称性を持つ。各点での接空間が定義された曲面、SO3 のように次々に決まっていくのではなく、

一斉に非退化で対称な内積が定義された場合、これをリーマン構造とよび、この内積をリーマン計量という。

先にみたようにリーマン計量は左右の両側不変である。

12.1.5 不変ベクトル場

　前節式 11.20で Lie環とは乗法についても閉じていて、Lie括弧積を左不変に保つベクトル場の集合である
ことを見た。

さらに、左右移動 LA, RAはMat3 (R)上で考えれば線形写像である。これは微分にたいしても不変である。

dLA = LA, dRA = RA

よって接ベクトルX ∈ TBSO3 の像は次のように表現できる。

dLA (X) = LAX = AX

dRA (X) = RAX = XA

左右の移動は正方行列でなくても作用する。リー環のベクトルX ∈ so3 に対して左右作用素を

ξX(A) = AX, ηX(A) = XA (12.9)

で定義する。この ξX , ηX は次のように左移動、右移動に対して不変になる。

(LB (ξX)) (A) = LB
(
ξX
(
L−1
B A

))
= LB

((
L−1
B A

)
X
)

= LB
(
B−1AX

)
= AX

= ξX(A)

(RB (ηX)) (A) = RB
(
ηX
(
R−1
B A

))
= RB

(
X
(
R−1
B A

))
= RB

(
XAB−1

)
= XA

= ηX(A)
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このようなベクトル場を不変ベクトル場という。

12.1.6 指数写像

指数関数は行列を引数にとっても、次のテーラー展開が成り立つ。

eX =

∞∑
n=0

1

n!
Xn (12.10)

ここではX,Y 行列なので [X,Y ] = 0の時のみ

eX+Y = eXeY

が成り立つ。また、eX は直交行列で [X]
t
= −X であれば、(

eX
)−1

= e−X = e[X]t =
[
eX
]t

が成り立つ。

また、便利な性質として

det
[
eX
]
= 1

となるが tは連続で t ∈ [0, 1]であれば t = 0で

etX = I

det
(
etX
)
≡ 1

となるので

eX ∈ SO3

である。これから写像

X ∈ so3 → eX ∈ SO3

がリー環 so3 から SO3 への写像になる。

テーラー展開式 12.10から

eX =

∞∑
n=0

1

n!
Xn

sin t =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
t2n+1

cos t =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
t2n

を用いると、式 12.6の行列の歪対称性が、虚数単位のような役割をして
次のように三角関数が現れるのはおもしろい。

etX1 =

 1 0 0

0 cos t − sin t

0 sin t cos t

 , etX2 =

 cos t 0 sin t

0 1 0

− sin t 0 cos t

 , etX3 =

 cos t − sin t 0

sin t cos t 0

0 0 1

 (12.11)

これらは環では乗法でも群を作ったので so3 での基底とみなせる。

ここで指数写像の微分では便利な次の関係を示しておこう。

d

dt
etX = XetX = etXX (12.12)
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無限級数を使うところが面白い。

d

dt
etX =

d

dt

∑ (tX)
n

n!
=
∑ d

dt

(tX)
n

n!

=
∑

ntn−1X
n

n!
= X

∑ (tX)
n−1

(n− 1)!

= XetX = etXX

これから次を tで微分すると式 12.9より、

ξX(A) = AX, ηX(A) = XA

だったから

LetXj (A) = etXjA

d

dt

(
etXjA

)
= Xje

tXjA = ηXj
(etXjA)

のように右不変ベクトルの作用に等しい。円運動の微分は角速度 ωの積になったように左移動の族
{
LetXj

}
t

は右不変ベクトル場 ηXj が生成する流れ (flow)であり、右移動の族
{
RetXj

}
t
は右不変ベクトル場 ξXj が生成

する流れ (flow)である。
式 5.7からリー括弧積は次の Lie微分で定義された。

LξX ξY = [ξX , ξY ]

これは不変ベクトルの微分を用いて
d

dt
(Re−tX ) ξY |t=0

とかける。また、先の随伴表現の式 12.5から

(Re−tX ) ξY = ξAdetXY

である。AdetXY は式 12.5から次のように展開できる。

AdetXY ≃
(
I + tX +O(t2)

)
Y
(
I − tX +O(t2)

)
= Y + t [X,Y ] +O

(
t2
)
+

となるのでこれを tで微分したものが括弧積 [X,Y ]に等しいことがわかる。

例えば式 12.11から
AdetX1X2 = (cos t)X2 + (sin t)X3 (12.13)

となる。この時、次が成り立つ。

d

dt
X(t) = [X1, X(t)]

随伴表現のパラメタに関する傾きが括弧積になることは物理にとっても重要な示唆を与える。

括弧積から物体の運動方程式を導くことができる。

また、行列の指数写像は必ず収束する。これは重要な内容なので簡単に示すと各成分は最大正値m

であるとして、Xn の成分を xn;i,j で表すと

xn;i,j =
∑

xii1xi1i2 · · ·xin−1j

となるが各 iは 1からから 3まであるから全部で

N = 3n−1mn
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通りある。これは (3m)
n より小さいので eX の ij 成分は∣∣∣∣∑ 1

n!
xn;i,j

∣∣∣∣ <∑ 1

n!
(3m)

n
= e3m

となるので収束する。

また、有用な関係として

det eX = etrX (12.14)

が成り立つ。これは

det
(
I + tX +O(t2)

)
= 1 + tr (X) t+O(t2)

detX = tr (X)

とかけるので

d

dt

(
det etX

)
= det

(
XetX

)
= tr (X) det

(
etX
)

これを微分方程式とみなせば Y = det etX として

d

dt
Y = tr(X) · Y

となっているので

det etX = e(trX)t

となる。t→ 1とすると式 12.14になる。
det eX = etrX

12.1.7 局所座標

実平面から SO3 へマッピングには指数写像を用いれば簡単であることが前節からわかった。

つまり、R3 → SO3 への次の写像を考えよう。

R3 ∋ (u, v, w) → ewX1evX2e−uX3 ∈ SO3

これに次の制限を加えてて 1対 1写像にする。

− π < u,w < π, −π
2
< v <

π

2
(12.15)

これは部分的な開集合 U を決めたことになり、局所座標系を与えたことにもなる。

さて、局所座標とは何かと言われると、外部から見ることができる座標系であるということになる。

これは例えばMat3(R)の 9次元の中の 3次元座標を下図のように閉じた空間で作ることになる。
式 12.15のように角度を限定すると簡単にみえるが、この空間内に無限の数が存在できる。
具体的にはこれがオイラー角と呼ばれるものである。第 2部ではオイラー回転をあつかったが、それとは異
なる。

一般には

1. (x, y, z) を z軸まわりに角度 α回転させ、(x′, y′, z′)とする。

2. (x′, y′, z′)を x′ 軸まわりに角度 β 回転させ、(x”, y”, z”)とする。
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3. (x”, y”, z”)を z”軸まわりに角度 γ 回転させれば (X,Y, Z)ができる。

図 12.2: オイラー角

これを下図のように単位球面上のベクトルを角度に対応させる。

ここで 3つの行ベクトル f1, f2, f3 を縦に並べて次の行列をつくる。 f1

f2

f3

 =

 cos v cosu cos v sinu sin v

− sinu cosu 0

− sin v cosu − sin v sinu cos v

 (12.16)

f1 は 11.48である。

図 12.3: [11]より：球面の局所座標 u, v

つまり、この行列球面ののほとんど全体を覆う。

ewX1evX2e−uX3 =

 f1

coswf2 − sinwf3

sinwf2 + coswf3

 (12.17)

が導ける。

限定された領域を (u, v, w)が動いたら直交行列全体は SO3 のほとんど全体を埋める。

任意の A　を中心とした局所座標はこれを作用させて

ewX1evX2e−uX3A
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と書ける。よって、左右移動をつかえば移動したところでも局所座標をつくることができる。

実空間からリー環への写像を中心に見てきたが、リー環からリー群への写像も考えることができて、これは

局所座標を構成する時に用いられる。次のような局所座標はケーリーパラメターとして知られている。

ϕ : so3 → SO3

となるものとしてX ∈ so3 の時に

ϕ(X) = (1 +X)(1−X)−1

とおくと ϕ(X)は局所座標になる。

この時

|1−X| ̸= 0

でないといけない。この ϕ(X)は第 1部でみた領域を限定したメビウス変換である。
X を複素数と対応づけると第 1部でみたリーマン球の立体射影に対応する。
リーマン球上の点 p′(x′, y′, z′)とすると

x′2 + y′2 + z′2 = 1

図 12.4: リーマン球

第 1部でみたように、xyの複素平面で

p = reiθ = cot

(
ϕ

2

)
eiθ

とすると、立体射影は

図 12.5: p(ϕ, θ)において θ = 0の断面図

p = x+ iy =
x′ + iy′

1− z′

|p|2 =
x′2 + y′2

(1− z′)2
=

1− z′2

(1− z′)
=

1 + z′

1− z′
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となるのでリーマン球表面の局所座標を表している。

12.2 球面上の接続 [11]

　例えば我々は地球の表面で暮らしている。車に乗って移動するのは地上からみれば水平移動である。しか

し、宇宙から地球上のものを水平に移動しようと思えばその物体は地球を離れていく。その地球外の空間を考

えるわけであるが、ファイバー束の導入はここに思考転換がいる。物体のある地球上のある点から宇宙空間に

鉛直線と、水平線を延ばす。物体を仮想的に垂直上昇させていくといくつもの水平線ができる。この水平線は

鉛直軸を回転軸に選び回転もできる。こうして広がった空間座標の中で変化が生じその結果を再び地球上に射

影すると現実の物体の地球上での運動が実現するわけである。

12.2.1 作用と軌道

　はじめに前節で学んだ SO3 に S1 束を定義したい。そのための作用を考える。

SO2 の各元 gを

g =

(
x −y
y x

)
, x2 + y2 = 1 (12.18)

とする。この時 ρg : SO3 → SO3 を次の様に決める。

ρg (A) = LĝA = ĝA, ĝ =

 1 0 0

0 x −y
0 y x

 (12.19)

ただし、Aは 3次元ベクトルの組を持つ行列であることに注意する。

A =

 v1x v1y v1z

v2x v2y v2z

v3x v3y v3z

 =

 v1

v2

v3


ĝ ∈ SO3, ρg (A) ∈ SO3 である。(x, y) = (cos t, sin t)とすれば ĝは次の指数写像になる。

ĝ = etX1 X1 =

 1 0 0

0 0 −1

0 1 0


となる。よって

ρg = LetX1

である。写像の集まりを {ρg|g ∈ SO2}とすると

ρe = idSO3
, ρg ◦ ρh = ρgh

となる。

一般に写像の集まりを {ρg : X → X|g ∈ G}が上の条件を満たせば群 GがX に作用しているという。

ここで S1 と SO2 を同一視すると ρは S1 の SO3 への作用と考えることができる。

つまり、A ∈ SO3を固定して、g ∈ SO2を動かした時に SO3内にできる曲線をAを通る作用 ρの軌道といい

S1 ·A

とかく。
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各 A ∈ SO3に対して ρg(A) = Aをみたす g ∈ SO2は単位元 eのみになる。このような作用を自由であると

いう。

例えば R3 上のベクトルを列ベクトルで表し、SO3 の元 Aの 3つの行ベクトルを上から v1, v2, v3 とおく。

SO3 を R3 内で正の向きを持つ正規直交基底全体とする。

S1 の作用 ρは次のように平面の回転行列を軸ベクトルを設けて、3次元に拡張する作用である。つまり

g =

(
cos t − sin t

sin t cos t

)

として、Aは行列であるが、3次元 vベクトルの縦並びだから作用 ρは

ρg(A) =

 1 0 0

0 cos t − sin t

0 sin t cos t


 v1

v2

v3

 =

 v1

(cos t) v2 − (sin t) v3

(sin t) v2 + (cos t) v3

 (12.20)

これは下の図のように v1 を軸として負方向（時計回り）の回転になる。

これは S2 の向きとは反対になることに注意する。

図 12.6: [11]より：SO3 への S1 の作用は v1 軸周りの回転になる。

12.2.2 自由な作用

　自由ではない作用を考えてみよう。例えば

Φ(a, b, t) = ((cos t) a− (sin t) b, (sin t) a+ (cos t) b)

を考えると、これはS1のR2への作用であるが自由ではない。なぜなら (a, b) ̸= (0, 0)ならばΦ(a, b, t) = (a, b)

となるののは

t ≡ 0 ( mod 2π)

となるが、(a, b) = (0, 0)の時は全ての tに対して、

Φ(0, 0, t) = (0, 0)

となる。

これからベクトル場が生成する 1パラメタ変換群 Φが全ての (p, t)に対して定義されていれば Rの作用で
ある。

さらにその全ての軌道が閉じていれば S1 の作用ということができる。
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12.2.3 基本ベクトル場

　 A ∈ SO3 を固定し、次の曲線

R ∋ t→ c(t) =

 1 0 0

0 cos t − sin t

0 sin t cos t

A ∈ SO3 (12.21)

を考えるとその像は軌道 S1 ·Aであり、その接ベクトルは上図のように Aで SO3 に接している。つまり、

dc(0)

dt
= TASO3

である。具体的に計算すると

dc(0)

dt
=

d

dt

 1 0 0

0 cos t − sin t

0 sin t cos t

A|t=0 (12.22)

=

 0 0 0

0 0 −1

0 1 0

A

= X1A

　とかける。これは曲線に沿った接ベクトルであり、η(A)である。SO3 上のどこでもこのベクトルを作る

ことができるので

SO3 ∋ A→ η(A) = X1A ∈ TASO3 (12.23)

となるベクトルの全体を基本ベクトル場という。これは前節 12.9の右不変ベクトル場と一致する。
従って、行列 A,B ∈ SO3 を

A =

 v1

v2

v3

 , B =

 u1

u2

u3


と表現すると、この Aと B が共に S1 軌道上にあるための必要十分条件は v1 = u1 のように軸がそろえば

よい。

これから SO3 上の 1つ 1つの S1 軌道

S1 ·A = S1 ·

 v1

v2

v3


と 2次元単位球面 S2 =

{
(x, y, z) ∈ R3|x2 + y2 + z2 = 1

}
上の 1つの点 v1(x, y, z)と 1対 1に対応している。

これを SO3 の S1 束構造という。この写像を πρ として

πρ : A ∈ SO3 → πρ (A) = v1 ∈ S2

で表し、これを束射影という。つまり、

πρ (A) = (1, 0, 0) ·A

となるので 3次正方行列の第 1行を取り出す写像

Mat3 (R) ≃ R9 → R3
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を SO3に制限したものが πρである。よく射影というイメージで表すが、内積をとり、次元を減らす操作が

入るので留意する。

この束射影 πρ の微分について考えてみる。これは曲線に接線を引くことと同じであるので、曲面に接平面

をとることと同じになる。

つまり、πρ : SO3 → S2 の A ∈ SO3 の微分を

(dπρ)A : TASO3 → Tπρ(A)S
2

とする。つまり、SO3 の接平面から、S2 の接平面への対応になる。この接点も

A→ πρ (A) = v1 (12.24)

となり、射影してみていることに留意する。

例えば

A =

 v1

v2

v3

 , X =

 X1

X2

X3

 ∈ TASO3

とすると

(dπρ)A (X) = x1

となる。この時、直線 t→ A+ tX はMat3 (R)内で点 Aで SO3に接してしる。これをMat3 (R) → R3で

写すと

t→ v1 + tx1

になり、これは点 πρ (A)で S2 に接している。

つまり、式 12.24は球面 S2 の 1点 v1 の πρ による逆像が

A =

 v1

v2

v3


であるともいえる。v2, v3 は Tv1S

2 の正規直交基底になっている。

これと式 3.14のフルネーセレ標構との関係を見ると、
第 1行ベクトルは接ベクトルを表し、第 2行は 2回微分の方向を加えることになる。
曲面の場合は第 1行は、法線方向、第 2,3行は接平面方向を持った標構といえる。
曲線になると、自由度がなかったが、曲面では同じ曲線でもちょうど 1周、S1の自由度があるということに

なる。

このように標構全体をとらえることを標構束という。

12.2.4 一般の S1 束

　 SO3 への S1 を作用させてみたが、一般的な集合 E に S1 を自由に作用し、

軌道が別の集合と 1対 1に対応すれば射影発展的のイメージとして πが定義できる。

これを E の S1 束構造という。簡単には次のように「輪」と「点」の対応がとれば束がある。

E → M

∪ → ∪

orbital → 1point

この時 E をこの S1 束の全空間、M はその底空間と呼ぶ。E からM への写像 πが束射影になる。
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図 12.7: 多様体Mと Iの直積空間

また、各 S1 軌道は π−1 (p) , (p ∈M)をファイバーという。この時の底空間は

M = E/S1

とかくことができて、この作用 ρg と束射影 πとの間に

π ◦ ρg = π

を満たす。

これらの空間の関係は SO3 を πρ で射影すると SO3/S
1 ≃ S2 になる。つまり、球面から、赤道面の円周を

除いた空間である。

12.2.5 モレ-カルタン形式

　これで多様体上に接続形式を考える準備ができた。接続形式を考えることは多様体上に 1次微分形式をつ
くることだった。

ここでは SO3 上でモレ-カルタン形式を考えよう。
SO3 のリー環 so3 = TISO3 はMat3 (R)の 3次元部分空間であり、その基底は式 12.6から

X1 =

 0 0 0

0 0 −1

0 1 0

 , X2 =

 0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 , X3 =

 0 −1 0

1 0 0

0 0 0

 , A =

 1 0 0

0 cos t − sin t

0 sin t cos t


とおく。SO3 上の基本ベクトル場 ηi は次のようにおけた。

SO3 ∋ A→ ηi (A) = RAXi = XiA ∈ TASO3

モレ-カルタン形式とは次を満たす 1次微分形式である。

θi (ηj) =

1 (i = j)

0 (i ̸= j)
(12.25)

ただし、i, j = 1, 2, 3である。A ∈ SO3、η1, η2, η3 は接空間 TASO3 の線形基底である。

従って、式 12.7が成り立ち、
θi (X) = −1

2
tr
(
XiXA

−1
)

(12.26)

である。

実際にX を確認するとこれは接平面を表し、式 11.50から

X = a1η1(A) + a2η2(A) + a3η3(A)

また、式 12.23から右不変ベクトル場は
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ηi(A) = XiA

とかけたのでX は Aの微分から 1点を指定して得られる。

XiXA
−1 = Xi (a1η1(A) + a2η2(A) + a3η3(A))A

−1

= Xi (a1X1 + a2X2 + a3X3)

であり、直接計算から

−1

2
tr (XiXj) =

1 (i = j)

0 (i ̸= j)

となるから式 12.26の右辺は

−1

2
tr
(
XiXA

−1
)
= −1

2
tr (Xi (a1X1 + a2X2 + a3X3))

= −1

2
tr


 0 0 0

0 0 −1

0 1 0


 0 0 0

0 0 −a1
0 a1 0

+

 0 0 1

0 0 0

−1 0 0


 0 0 a2

0 0 0

−a2 0 0

+

 0 −1 0

1 0 0

0 0 0


 0 −a3 0

a3 0 0

0 0 0




= −1

2
tr


 −a2 − a3 0 0

0 −a1 − a3 0

0 0 −a1 − a2


 = a1 + a2 + a3

これは式 12.4から行列XA−1 = Y として

∂Y

∂X1
+

∂Y

∂X2
+

∂Y

∂X2
= ∇XY = a1 + a2 + a3 (12.27)

に等しい。左辺も

θi (X) = θi (a1η1(A) + a2η2(A) + a3η3(A))

= a1 + a2 + a3

となり、成り立つことがわかる。

前節で内積を保存させたリーマン計量を扱ったがこれを用いれば式 12.8から

θi(X) = ⟨X, ηi (A)⟩A

と書くことができる。

つまり、Aでの接平面と不変ベクトルとの内積である。

右移動 RA : ηi(A) = XiAから

A =

 v1

v2

v3

 , X =

 x1

x2

x3

 ∈ TASO3
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とすると、具体的に成分を計算すると式 12.4から

θ1 (X) = ⟨X, η1 (A)⟩A

=

 x1

x2

x3


t

·

 0 0 0

0 0 −1

0 1 0


 v1

v2

v3



= (x1, x2, x3) ·

 0

−v3
v2


= −x2 · v3 + x3 · v2 (12.28)

θ2 (X) = ⟨X, η2 (A)⟩A

=

 x1

x2

x3


t

·

 0 0 1

0 0 0

−1 0 0


 v1

v2

v3



= (x1, x2, x3) ·

 v3

0

−v1


= x1 · v3 − x3 · v1 (12.29)

θ3 (X) = ⟨X, η3 (A)⟩A

=

 x1

x2

x3


t

·

 0 −1 0

1 0 0

0 0 0


 v1

v2

v3



= (x1, x2, x3) ·

 −v2
v1

0


= −x1 · v2 + x2 · v1 (12.30)

となり、歪対称性から大きさが

θi (X) = X ∧A (12.31)

となっていて、式 5.9の内部積で 1形式 k = 1の場合

iX(ω ∧ η) = (iXω) ∧ η − ω ∧ (iXη)

から 12.25からも

iη1θ1 ≡ θ1(η1) (12.32)

= 1

となるべきで、さらに、リー微分は内積を保つので

Lη1θ1 = 0 (12.33)
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が常に満たされる。

一般の S1 束

π : E →M

で基本ベクトル ηに対して条件式 12.32、12.33を満たす時、この 1次微分形式 S1 の接続形式という。

これは引き戻しによるリー微分の定義式 5.5から

LXA =
d

dt
(Φt)

∗
A|t=0

である。基本ベクト場が生成する流れが作用 ρに等しいから

(ρg)
∗
θ1 = θ1

ρg が指数写像 etX による左移動であったからベクトル場 η1 は ρg 不変になり、次のように表現できる。

X ∈ TASO3 として

(
(ρg)

∗
θ1
)
(X) = θ1 (dρg (X))

= ⟨X1, dρg (X)⟩ρg(A)

=
⟨
dρg−1 (X1) , X

⟩
A

= ⟨X1, X⟩A (12.34)

= θ1 (X)

つまり、ρg で Aから移動した ρg(A)でのX1 と dρg (X)の内積は点 AでのX1 とX の内積に等しい。

このような θ1 を標準接続形式という。これはベクトルを入れることで意味をなす作用素で

θ1 (V ector)

として内積を作るものをみなすとよい。

次節での式 14.34のカルタンの公式を用いると共変微分を内部積で表すことができて、

Lη1θ = 0 = diη1θ + iη1dθ

となるが、iη1 = 1であったから、

iη1dθ = 0

である。

12.2.6 引き戻し

ここで u, v, wは回転角として SO3 を局所表示するのに前節で用いたオイラー角 12.17を用いると

ψ(u, v, w) = ewX1evX2e−uX3 (12.35)

となった。

再び前節の図を見ながら標準接続形式 θ1 を ψで引き戻すことをしてみる。

引き戻されても 1形式になるはずだから、これを

ψ∗ (θ1) = fdu+ gdv + hdw (12.36)

で表す。ただし、
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f(u, v, w) = θ1

(
∂

∂u
ψ(u, v, w)

)
(12.37)

g(u, v, w) = θ1

(
∂

∂v
ψ(u, v, w)

)
(12.38)

h(u, v, w) = θ1

(
∂

∂w
ψ(u, v, w)

)
(12.39)

図 12.8: [11]より：球面の局所座標 u, vを表す。ここではさらに wの回転を考える。

ここで ∂
∂uψ ∈ TψSO3 であり、各接ベクトルは式 12.35の偏微分から次のようになる。

∂

∂u
ψ(u, v, w) = ewX1evX2 (−X3) e

−uX3

∂

∂v
ψ(u, v, w) = ewX1X2e

vX2e−uX3

∂

∂w
ψ(u, v, w) = X1e

wX1evX2e−uX3

となるので θ1()に代入すると式 12.26から θi (X) = − 1
2 tr
(
XiXA

−1
)
を用いて、A = ψ(u, v, w)だから

逆行列で順番が反対になることに留意し、

θ1

(
∂

∂u
ψ(u, v, w)

)
= −1

2
tr

(
X1

∂

∂u
ψ(u, v, w)ψ(u, v, w)−1

)
(12.40)

= −1

2
tr
(
X1e

wX1evX2 (−X3) e
−uX3

(
euX3e−vX2e−wX1

))
= −1

2
tr
(
X1e

wX1evX2 (−X3)
(
e−vX2e−wX1

))
= −1

2
tr
(
X1e

wX1AdevX2 (−X3)
(
e−wX1

))
ここで前節の計算 12.13から

X1 =

 0 0 0

0 0 −1

0 1 0

 , X2 =

 0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 , X3 =

 0 −1 0

1 0 0

0 0 0

 , A =

 1 0 0

0 cos t − sin t

0 sin t cos t
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として、

AdAX1 = X1

AdAX2 = cos tX2 + sin tX3

AdAX3 = − sin tX2 + cos tX3

となったことを用いれば

AdevX2 = cos vX3 + sin vX1

となるので結局、

θ1

(
∂

∂u
ψ(u, v, w)

)
= −1

2
tr
(
X1e

wX1AdevX2 (−X3)
(
e−wX1

))
= −1

2
tr (X1 (cos vX3 + sin vX1))

= − sin v

となる。

同様にして次を得る。

θ1

(
∂

∂v
ψ(u, v, w)

)
= 0

θ1

(
∂

∂w
ψ(u, v, w)

)
= 1

よって式 12.36に代入し、引き戻しは

ψ∗ (θ1) = − sin vdu+ dw (12.41)

となる。

結局これは θ1 方向の接続は半径 r = sin vで duだけ回転したときの周の長さを戻し、dwを加えている。

つまり EM の接続形式 θM が一般に SO3 の接続形式 θS2 の Γによる引き戻しである。

12.2.7 水平分布

これまで 1つの平面のみを見て、接平面の鉛直方向についてはあまり考えてこなかったが、
SO3 内での接平面は 3次元の空間にあり、水平ベクトルと独立したベクトルを持つはずである。
よって、複数の平面を比べるとこの相違点がこのベクトルで記述される。

ここで、その成分、すなわち、g方向を考える。まず、　 SO3 の点 Aでの接平面 TASO3 を考える。

前節から

ηi (A) = XiA(i = 1, 2, 3)

は TASO3 での線形基底をなした。従って、この接平面上の任意のベクトルはこの 1次結合で書くことがで
きて

前節の標準接続形式 θ1 を用いると次のようになる。

X = θ1 (X)X1A+ θ2 (X)X2A+ θ3 (X)X3A

つまり、X1A成分が θ1(X)であることを表す。

そこで TASO3 の部分空間H(A)を次で表す。

H(A) = {X ∈ TASO3|θ1 (X) = 0}
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するとこれは η1 = X1A = 0なので

H(A) = θ2 (X)X2A+ θ3 (X)X3A

= θ2 (X) η2(A) + θ3 (X) η3(A)

であり、このH(A)を θ1 に関する水平面と呼ぶ。

つまり、

X = H(A) + θ1 (X) η1(A)

である。この水平面上のベクトルを水平ベクトルという。

点 Aは自由に選べるので SO3 全体に水平面が分布することになる。

この分布を

H = {H(A)|A ∈ SO3}

と書く。例えば

A =

 v1

v2

v3

 , X =

 x1

x2

x3

 ∈ TASO3

とすると、

v1 ∈ πρ (A) ∈ S2

となるのでX の第一成分 x1 について v1 ⊥ x1 だから、次の対応は線形同型である。

H(A) ∋ X =

 x1

x2

x3

→ x1 ∈ Tπρ(A)S
2

これは別表現で、πρ の微分 dπρ の水平面H(A)への制限とすることができる。

従って、逆に x1 ∈ Tπρ(A)S
2 に対して、X ∈ H(A)を対応させることができる。

この水平面のベクトルX を x1 の水平リフトと呼ぶ。

もし、H(A)のベクトルが水平方向であれば η1(A) = X1A方向は垂直方向と考えることができる。

このとき、図のようにAを通るファイバーをほぼ、鉛直向きに作図すると、これを接する方向が TA
(
S1 ·A

)
で垂直方向がH(A)となるので

TASO3 = TA
(
S1 ·A

)
⊕H(A)

のおゆに分解できる。

ここで注意すべきは水平平面H(A)は SO3中の平面ではない。しかし、図には平面的に描かれることが多い。

正確には SO3 内で A点を通る小さい曲面 h(A)を考えて、Aで h(A)に接する全てのベクトル X が H(A)

に含まれるように

H(A) = TAh(A)

と考えればよい。
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図 12.9: [11]より：水平面H(A)はファイバーに直交する。作用 ρg により、ファイバーに沿って移動する。

図で見るようにH(A)での接ベクトルX を作用 ρg(A)で移動すると、その微分 dρg(X)に写る。

H(A) → H (ρg(A)) : X → dρg(X) (12.42)

つまり、S1 の作用は基本ベクトル場 η1 が生成する流れであったから η1 → η1 で不変である。

一方で、Aにおける水平ベクトルは η1(A)と直交する。S1 の作用は内積を保つのでこの直交性を保ち、

水平ベクトルは水平ベクトルに写されるのである。

しかし、同じ水平面にあるが式 12.38よりX を ρg で S2の接平面 Tπρ(A)S
2に写した時には gの分だけ回転

する。

ここで逆に、SO3 内の平面の分布を先に次のように与える。

H
′
= {H ′(A)|A ∈ SO3}

これが

TASO3 = TA
(
S1 ·A

)
⊕H ′(A)

を満たし、さらに S1 の作用でH′ → H′
となる

dρg (H
′(A)) = H ′(ρg (A)) (12.43)

の条件を満たす SO3 内の接続形式は θ′ の 1つしかない。
これが接続の意味であるといえる。

12.2.8 回転トーラス

基本形式 　具体例として下図のような回転トーラス T 2を考える。S1の自由な作用をこのトーラスで考えて

みよう。

0 < r < Rを定数として、ϕ : R2 → R3 を ϕ(θ, ϕ) = (x, y, z)として

ϕ(θ, ϕ) = ((R+ r cos θ) cosϕ, (R+ r cos θ) sinϕ, r sin θ) (12.44)

とおく。
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図 12.10: 3次元内のトーラス

これは図のように穴の中心からトーラス断面の中心までの距離が Rで断面の半径が rのトーラスである。

このトーラスのリーマン計量をまず求める。式 3.29の第一基本量であるから
トーラス上の任意の点 p (θ, ϕ) = ϕ(θ, ϕ) = (x (θ, ϕ) , y (θ, ϕ) , z (θ, ϕ))として、各偏微分を求めると

pθ =
∂

∂θ
ψ(θ, ϕ) = (−r sin θ cosϕ,−r sin θ sinϕ, r cos θ)

pϕ =
∂

∂ϕ
ψ(θ, ϕ) = (− (R+ r cos θ) sinϕ, (R+ r cos θ) cosϕ, 0)

従ってリーマン計量は式 3.29の第一基本量であるから

gij =

(
pθ · pθ pθ · pϕ
pϕ · pθ pϕ · pϕ

)

=

(
r2 0

0 (R+ r cos θ)
2

)
(12.45)

また、

E = |pθ · pθ| = r2, F = 0, G = |pϕ · pϕ| = (R+ r cos θ)
2

となる。これから

det gij = r2 (R+ r cos θ)
2

よって

g =
√
gij = r (R+ r cos θ)

がリーマン計量になる。

これからトーラスの表面積は次のように簡単に求まる。

S =

∫ 2π

0

∫ 2π

0

r (R+ r cos θ) = 4πr2R

となる式 12.45からは不変線素として次の第 1基本形式が得られる。ωt = (dθ, dϕ)とすれば

I = ωtgijω

= r2dθ2 + (R+ r cos θ)
2
dϕ2
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次に式 3.42等を用いて第 2基本形式をつくる。
まず法単位ベクトルが

γ =
pθ × pϕ

||pθ × pϕ||
= (− cos θ cosϕ,− cos θ sinϕ,− sin θ)

だから

pθθ =
∂2

∂2θ
ψ(x, y) = (−r cos θ cosϕ,−r cos θ sinϕ,−r sin θ)

pθϕ =
∂2

∂θ∂ϕ
ψ(x, y) = (−r sin θ sinϕ,−r sin θ cosϕ, 0)

pϕϕ =
∂2

∂2ϕ
ψ(x, y) = (− (R+ r cos θ) cosϕ,− (R+ r cos θ) sinϕ, 0)

これらと γ との内積をとり、

L =
⟨
(dγ)pX,X

⟩
= −

⟨
γ,

∂2

∂θ2
ϕ(u, v)

⟩
= pθθ · γ = r

M =
⟨
(dγ)pX,Y

⟩
= −

⟨
γ,

∂2

∂θ∂ϕ
ϕ(u, v)

⟩
= pθϕ · γ = 0

N =
⟨
(dγ)p Y, Y

⟩
= −

⟨
γ,

∂2

∂ϕ2
ϕ(u, v)

⟩
= pϕϕ · γ = (R+ r cos θ) cos θ

よって

hij =

(
r 0

0 (R+ r cos θ) cos θ

)
とおくと、第 2基本形式は

II = ωthijω

= (dθ, dγ)

(
r 0

0 (R+ r cos θ) cos θ

)(
dθ

dγ

)
= rdθ2 + (R+ r cos θ) cos θdϕ2

ともとまる。

よって平均曲率H とガウス曲率K は次のようになる。

H =
1

2

EN − 2FM +GL

EF − F 2
=

R+ 2r cos θ

r2 (R+ r cos θ)

G =
LN −M2

EG− F 2
=

cos θ

r (R+ r cos θ)
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接続形式 次にトーラスの接続形式を調べる。

R3(x, y, z)として下図のよに座標を決める。

回転体トーラス T 2 は半径 rの円を z軸周りに半径 Rで回転させればいい。

この座標系で接続形式を考えるために、このトーラスを改めて、

ϕ(x, y) = ((R+ r cos y) cosx, (R+ r cos y) sinx, r sin y) (12.46)

とおく。

図 12.11: [11]より：

この時の作用 ρを [t] ∈ S1 として

ρ[t] (ϕ(x, y)) = ϕ (x+ 2πat, y + 2πbt)

となる。作用が自由であるためには ρg(A) = Aをみたすのは g ∈ SO2は単位元 eのみになる必要があった。

従って、S1 の作用では a, bは整数で、互いに素の関係である必要がある。

そこで今、a = 0, b = 1として、次の場合を考える。

ρ[t] (ϕ(x, y)) = ϕ (x, y + 2πt) (12.47)

この時の T 2 の各点での 1次微分形式を θとして、この θが接続形式となるために

式 12.36と同じように

ϕ∗ (θ) = fdx+ gdy

とするが、ここでは

ϕ∗ (θ) = f(x)dx+ dy (12.48)

となる場合を考える。

ただし、f(x)は周期 2πの可微分関数である。

式 12.37から

f(x) = θ1

(
∂

∂x
ψ(x, y)

)
= θ

(
∂

∂x
((R+ r cos y) cosx, (R+ r cos y) sinx, sin y)

)
= θ1 (− (R+ r cos y) sinx, (R+ r cos y) cosx, 0)

= − (R+ r cos y) sinx

式 12.40より
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θi (X) = −1

2
tr
(
XiXA

−1
)

また、

X1 =

 0 0 0

0 0 −1

0 1 0

 , X2 =

 0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 , X3 =

 0 −1 0

1 0 0

0 0 0


だった。ただし、X,A−1 は行列なので (R+ r cos(θ)) cos(ϕ) 0 0

0 (R+ r cos(θ)) sin(ϕ) 0

0 0 r sin(θ)



θ1

(
∂

∂x
ψ(x, y)

)
= −1

2
tr

(
X1

∂

∂x
ψ(x, y)ψ(x, y)−1

)
= 0

この作用に対する基本ベクトル場は内部積が 1になるから

X (ϕ(x, y)) =
∂ϕ

∂y
(x, y)

T 2 の接ベクトル場は 12.48より直線群 Y (x, y)が ϕ(x, y)での水平面になるためには

θ(Y (x, y)) = 0

をみたさないといけない、そこで

Y (ϕ(x, y)) =
∂ϕ

∂x
(x, y)− f(x)

∂ϕ

∂y

とすると 12.48より

θ(Y (x, y)) = θ

(
∂ϕ

∂x
(x, y)− f(x)

∂ϕ

∂y

)
= 0

である。

例えばトーラス式 12.46において r, x, yの変数をパラメタ tを用いて

x = at, y = bt

と 1変数で表す。
これれは

ϕ(t, r) = ((R+ r cos bt) cos at, (R+ r cos bt) sin at, r sin bt) (12.49)

となる。これを a = 0, b = 0の場合をそれぞれ作画すると下図のようになる。
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図 12.12: トーラス上の x、yの基本作用

a ̸= 0, b ̸= 0の場合に次のようにトーラス表面を x, yそれぞれの方向で周回する。

図 12.13: a, bの値を変化させていく

特に n,mが整数で

na = mb

の場合は同じ経路を周回する。

図 12.14: a = 16.8, b = 9.6の場合
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12.3 球面上の曲率 [11]

12.3.1 曲率形式

接続形式は全空間 SO3 の 1次微分形式であった。次に底空間 S2 の 2次微分形式を考える。
従って、面積要素が単位になる。これを曲率形式と呼ぶ。

S1 束が

πρ : SO3 → S2

を満たすの底空間 S2 の 2次微分形式を κとすると、これの引き戻しは 1次微分形式となり

dθ1 = (πρ)
∗
κ

が一意的に存在する。つまり、

dθ = π∗κ, κ ∈ Ω2(M) (12.50)

となる 2次微分形式 κを接続形式 θに対する曲率形式といい、

κS2

とかく。

S1 束 π : E → M の任意の 2つの接続形式を θ, θ′ とする。対応する 2つの曲率形式を κ, κ′ ∈ Ω2 (E)とす

ると

積分 ∫
E

κ =

∫
E′
κ′

となる。このことから、この積分は大局的な保存則と関係することが示唆される。

興味あることに、この積分値は常に 2πの倍数になる。特に∫
S2

κS2 = 4π

で単位球面の表面積を表す。

S1束 π : E →M の基本ベクトル場を ηとする。微分形式を ξ ∈ Ω∗(E)として内部積が 0、リー微分も 0に

なるとしよう。

iηξ ≡ 1,Lηξ = 0

この時、

π∗ζ = ξ

となるような微分形式が底面 ζ ∈ Ω∗ (M)に存在する。

証明は後にして、前節の式 12.41から特に ξ ∈ Ω∗(E)が SO3 の標準接続形式 θ1 であれば

ψ∗ (θ1) = − sin vdu+ dw

となることを見た。これから 2形式 dθ1 を作ると

dθ1 = − cos vdv ∧ du = cos vdu ∧ dv (12.51)

となる。つまり、外微分

ξ = dθ

は内積保存と、リー微分が 0になる条件

iηθ ≡ 1,Lη = 0
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を満たすので接続形式の差 θ − θ′ もこの条件を満たし、

π∗ζ = θ − θ′

となる ζ ∈ Ω1 (M)が存在する。従って底面での曲率の差が

dζ = κ− κ′

となる。つまり、重要な命題

2つの接続形式 θ, θ′ に対する曲率形式 κ, κ′ の差 dζ = κ− κ′ は完全形式をつくる。

つまり p次微分形式 ωが dω = 0を満たせば閉じているという。

さらに多様体M 上に p− 1次微分形式 θが存在し、

ω = dθ (12.52)

を満たせば完全であるという。

この場合は、 ∫
dζ = 0

から ∫
E

κ =

∫
E′
κ′

が成り立つわけである。

12.3.2 面積要素

次に SO3の標準接続形式に対応する曲率形式が S2の面積要素に等しくなることを前節のオイラー角を用い

て示す。

ψ(u, v, w) = ewX1evX2e−uX3 (12.53)

とおく。束射影は SO3 の第 1行を取り出すことだったから

ψ(u, v) = (cos v cosu, cos v sinu, sin v) (12.54)

従って式 12.50より S2 の面積要素は式 3.29から

gij (u, v) =

⟨
∂ϕ

∂ui
(u, v),

∂ϕ

∂uj
(u, v)

⟩

g11 =
∂ψ

∂u
· ∂ψ
∂u

= (sinu cos v)2 + (cosu cos v)2 = cos2 v

g12 = g21 =
∂ψ

∂u
· ∂ψ
∂v

= (sinu sin v cosu cos v)− (cosu cos v sinu sin v) = 0

g22 =
∂ψ

∂v
· ∂ψ
∂v

= (sin v cosu)2 + (sinu sin v)2 + (cos v)
2
= 1

よって

gij =

(
cos2 v 0

0 1

)
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det (gij) = cos2 v

となるので面積要素 ωS2 は式 3.30より

ωS2 =
√
det (gij(p))du ∧ dv = cos vdu ∧ dv

となる。この面積要素を ψ を用いて表すと ωS2 = ψ∗ (ωS2)であり、

ψ∗ (ωS2) = cos vdu ∧ dv (12.55)

となる。これは式 12.51に等しい。
つまり、標準接続形式に対応する曲率形式は S2 の面積要素に等しくなる。

これは前節式 3.22の S2 でのガウス曲率はいたるところで一定で

KS2 ≡ 1 (12.56)

となったことに対応している。ただし、一般の曲面ではKM は常に 1に等しいわけではなく、

後に示すようガウス曲率を面積で足し合わせないといけない。。

12.3.3 捩れ率

微分形式の中でも前節のモレ-カルタン形式は SO3 上の微分形式を定義した。

θ1,θ2, θ3 を持ち、その中でも式 3.15から

d

dt

 e1(t)

e2(t)

e3(t)

 =

 0 κ(t) 0

−κ(t) 0 τ(t)

0 −τ(t) 0


 e1(t)

e2(t)

e3(t)

 (12.57)

が成り立ち、さらに曲率、捩れ率を標準接続形式 θ1, θ3 を用いて表すことができる。

弧長パラメタを持つ空間曲線を

ϕ : I → R3

を考える。フルネーセレ標構をとれるように

d

dt
ϕ(t) ̸= 0

が各 t ∈ I で成り立ち、フルネーセレ標構を

F (t) =

 e1 (t)

e2 (t)

e3 (t)

 ∈ SO3

とする。t→ F (t)は SO3 内の曲線である。その接ベクトルを

d

dt
F (t) ∈ TF (t)SO3

をモレ-カルタン形式 12.26に代入すると F (t) ∈ SO3 から式 12.57を用いて

θi

(
d

dt
F (t)

)
= −1

2
tr

(
Xi

(
d

dt
F (t)

)
F (t)−1

)

= −1

2
tr

Xi

 0 σ(t) 0

−σ(t) 0 τ(t)

0 −τ(t) 0


 (12.58)
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となる。ここで σは曲線の曲率であり、τ は曲線の捩率である。これらはモレ-カルタン形式の θ1, θ3と次の

ように関係している。

τ(t) = −θ1
(
d

dt
F (t)

)
(12.59)

σ(t) = −θ3
(
d

dt
F (t)

)
(12.60)

これで曲面を扱う、接続と曲率の基本の紹介が終わり、ホロノミーを考察する準備ができた。

13 ホロノミー [11]

決してフラットではない宇宙の中で、我々は物質を認識し、運動と関わる。物理学はこの現象を数式で記述

することを目指す。

曲面上の運動をより、高次な位相空間を用意して、連続的記述する基本が、ホロノミーにある。これは次部

であつかう幾何学的位相やゲージ理論、さらには超弦理論を記述していく基本の考え方である。

13.1 自然リフト

　はじめに、これまでの球面幾何を用いて、リフトという高次化の手法を見ていこう。

S2 上の曲線 c : [a, b] → S2 に対し、SO3 の曲線 c̃ : [a, b] → SO3 で、それを図のように底空間に落としたも

の πρ ◦ c̃が cと一致するとき

c̃を cのリフトという。

リフトの中には重要なものとして自然リフトと水平リフトがある。

図 13.1: [11]より：自然リフト

まず、自然リフトを見る。

曲線 c : [a, b] → S2 が微分可能で次を満たせば、正則である。

0 ̸= dc

dt
(t) = ċ(t) ∈ Tc(t)S

2 (∀t ∈ [a, b])
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この正則曲線 c : [a, b] → S2 に対し、 
v1(t) = c(t)

v2(t) =
ċ(t)

||ċ(t)||

v3(t) = v1(t)× v2(t)

(13.1)

として、そのリフト c̃ : [a, b] → SO3 を次のようにおく。

c̃(t) =

 v1 (t)

v2 (t)

v3 (t)


これを正則曲線 c(t)の自然なリフトと呼ぶ。

つまり、v1 と v2 のベクトルの右ねじ系が v1(t)でこれは c(t)そのものに等しい。

自然なリフトである時 v2 は単位ベクトルで曲線 c(t)の接線方向に向きを持つ。

S2 に写すことで単位球面上で考えるので v1(t)は球面に写した c(t)のある点を決める。

この向きは原点を球の中心にとるので上図のように球面に対して法線方向になる。

13.2 測地線

前節でも用いた SO3 の標準接続形式を θ1 とする。正則曲線を c : [a, b] → S2 として弧長をパラメータにも

つ。この時

||ċ(t)|| = 1

c̃ : [a, b] → SO3 を cの自然なリフトとすると、式 12.59より、次の操作はスカラー値を得て、

kc(t) = −θ1
(
d

dt
c̃(t)

)
(13.2)

を測地曲率という。この負符号は曲面の向きに対して右手系を正にとるようにするためである。

この測地曲率がいたるとこで 0であれば、この曲線を測地線という。
ただし、これが c(t)が直線の場合のみというわけではない。13.2から自然なリフトの t微分になっているこ

とに留意する。

つまり、

c̃(t) =

 v1 (t)

v2 (t)

v3 (t)

 =

 c (t)

ċ (t)

c× ċ (t)

 (13.3)

とすると ċ× ċ = 0だから

d

dt
c̃ =

 v̇1 (t)

v̇2 (t)

v̇3 (t)

 =

 ċ (t)

¨̇c (t)

ċ× ¨̇c (t)


となる。そこで前例に習い

A = c̃, X =
d

dt
c̃

とおくと式 12.28より、次の第 2項は 0になるから

θ1

(
d

dt
c̃

)
= −v̇2 · v3 + v̇3 · v2

= −¨̇c (t) · (c× ċ (t))− ċ (t) ·
(
ċ× ¨̇c (t)

)
= −

⟨
¨̇c (t) , c× ċ (t)

⟩
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となる。

S2では ¨̇c (t) , c× ċ (t)のベクトルの大きさは 1なので、内積の定義からこれは ¨̇c (t) , c× ċ (t)のベクトルのな

す角 δの余弦である。

言い換えれば ¨̇c (t) , c(t)のベクトルのなす角 αの正弦である。

θ1

(
d

dt
c̃

)
= − cos δ = − sinα (13.4)

これは c× ċ (t)のつくる面積ベクトルと c̈とのなす角ともとれるのでこの角度を δ = π/2の時、

すなわち、接続形式 θ1
(
d
dt c̃
)
≡ 0であれば c̈は常に cと ċとで張られる平面の法線と垂直である。

この関係が接続形式の極めて強力な拘束条件で c× ċ (t)の方向が常に平面につぶされている。

言い換えれば c̈が常に cと ċとで張られる平面上にあるということである。

そこで次のように

c̈ = γc+ βċ

とすれば
d

dt
(c× ċ) = c× c̈ = βc× ċ

となる。成分 β のみを拾っていることに留意する。つまり c× ċは tの変化に対して、同じ向きを保つ。

これから球面上の曲線 cがはじめの c(a)と ċ(a)で決められた平面内に下図のように留まり続けることになる。

この重要性は物理の慣性モーメントを考えるとよくわかるだろう。平面の回転が自然に方向の保存に自然界

の構造はできている。

後部で深く考察をする。

図 13.2: S2 上にある S1 が大円（青線）ならば、c× ċは向きを変えない。

つまり、測地線は大円上（青線）にある。

上図のように大円に沿ってゴム輪をかければ安定するが、測地線にならない小円に沿ってゴム輪をかけても

すぐはずれてしまう。

13.3 水平リフト

　次に曲線 c : [a, b] → S2 が必ずしも正則ではない場合を考える。

c× ċ (t)の値は局所的に決めることができるが、これが方向をかえないということはどういう条件になるか

を考えよう。
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各 A ∈ π−1
ρ (c(a))に対して、cのリフト c̃ : [a, b] → SO3 で次を満たすものはただ 1つ存在する。

c̃(a) = A, θ1

(
d

dt
c̃(t)

)
≡ 0, (∀t ∈ [a, b]) (13.5)

この式を満たす c̃を Aを初期値にもつ水平リフトという。この終点での値を Pc(A) = c̃(b) ∈ π−1
ρ (c(b))

とすると、Pc はファイバー π−1
ρ (c(a))から π−1

ρ (c(b))への写像となる。

これを cに沿った平行移動という。ここでも

c̃(t) =

 v1 (t)

v2 (t)

v3 (t)

 =

 c (t)

ċ (t)

c× ċ (t)

 (13.6)

とおくと

θ1

(
d

dt
c̃

)
= −⟨v̇2, v3⟩

となるので Aを初期値に持つ水平リフトとは

θ1

(
d

dt
c̃

)
= 0

から、

⟨v̇2, v3⟩ = 0

である。一方で ⟨v2, v2⟩ = 0の両辺を微分して

⟨v̇2, v2⟩ = 0

であるから、3次元空間では残る v1 と v̇2 の関係は

v̇2 = λv1 (13.7)

とかける。また、⟨v1, v2⟩ = 0であるから同じく両辺を tで微分すると

0 = ⟨v̇2, v1⟩+ ⟨v2, v̇1⟩ = λ+ ⟨v2, v̇1⟩ = 0

両辺に v1 をかけて式 13.7より、

v̇2 = λv1 = −v1 ⟨v2, v̇1⟩

= −⟨v2, ċ⟩ c (13.8)

cは固定された S2の 1つの曲線である。従って、この式は常微分方程式と見なすことができて、解の一意性
から

式 13.5を満たすものは一意に決まる。
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図 13.3: [11]より：S2 上の水平リフトで SO3 上のファイバーがつくられる。

c̃(A), c̃(B), c̃(C) ∈ SO3 を図のように射影 πで球面 S2 に射影する。

SO3 上の c̃を S2 に射影すると cができるとみなすこともできるが、射影して cになるのは幾通りもある。

上図において c̃に沿って Aを B,C に移動する。c̃が cの水平リフトになるためには c̃の各点での接ベクト

ルが水平面H(A),H(B),H(C)

に含まれていないといけない。従って、c̃の接ベクトル d
dt c̃(t)は水平面H (c̃(t))に含まれる。

初期値 A ∈ π−1
ρ (c(A))を決めれば c全体で一意に決まることを微分方程式が保証する。

しかし、初期値 Aの決め方はファイバー π−1
ρ (c(A))のどの点をとってもよいことになる。

各ファイバーが S1 だけあるので cの水平リフトもちょうど S1 だけあることになる。

もし、何もルールがなくつなげていくとしたら、量子論の状態ベクトルのように位相を持ち、その向きは不

確定になる。

図 13.4: c̃は 3次元の中にあるので S1 に沿って回転して見れば、それだけ水平リフトの取り方ができる。

これに対し、式 13.1を満たす自然なリフトは c(t)に対して 1つしか存在しない。
これは量子論の観測の効果に興味ある示唆を与えている。

無限次元という問題があるが、微分値と微分形式がリンクし観測値が決められるのは

状態ケットベクトルと観測ブラベクトルからスカラー値を決定していくことに対応する。
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次に作用 S1 ∋ gを考え、初期値をかえてみる。この時、

Pc (ρg (A)) = ρg (Pc (A))

が成り立つ。つまり式 12.42から水平リフトでは

d

dt
ρg (c̃) = dρg

(
d

dt
c̃

)
だから

θ1

(
d

dt
c̃(t)

)
≡ 0

が成り立てば、引き戻しの定義より、

θ1

(
d

dt
ρg (c̃)

)
= θ1

(
dρg

(
d

dt
c̃

))
=
(
(ρg)

∗
θ1
)( d

dt
c̃

)
= θ1

(
d

dt
c̃

)
= 0

が成り立つ。

cのリフトを式 13.6から

c̃(t) =

 c(t)

v2 (t)

v3 (t)


とすると、v2(t)は c(t)で S2 に接する長さが 1の単位接ベクトルである。定義から

v3(t) = c(t)× v2(t)

となるので cのリフト c̃は v2により一意的に決まることになる。つまり、ある aにおいて cのリフトは v2(a)

で一意的にきまる。

これから cに沿う平行移動 Pc とは次のように説明できる。

　長さが 1の接ベクトル v2(a) ∈ Tc(a)S
2を長さが 1で S2に接するという条件を守りながら、ある一定の操

作で cに沿って移動し、

　 c(b)まで達したのが v2(b) = Pc (v2(a))である。

この c̃が水平リフトであれば v2 は cに沿う平行ベクトル場という。

つまり、これは微分方程式が保証するのである。

例えば式 12.54の球面の局所座標と式 12.53のオイラー角の間には

ψ(u, v) = (cos v cosu, cos v sinu, sin v)

ψ̃(u, v, w) = ewX1evX2e−uX3

の間には

πρ ◦ ψ̃ = ψ (13.9)

が成り立つ。これを別表現すると S2 上の曲線 cを ψで引き戻したのが

ψ−1 (c(t)) = (u(t), v(t))
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で表せば、cのリフト c̃を ψ̃で引き戻す場合は

ψ̃−1 (c̃(t)) = (u(t), v(t), w(t))

とかける。引き戻しの式 12.41から、よって cの水平リフトの方程式は w(t)に関する微分方程式

ψ̃∗ (θ) = − sin vdu+ dw

であったので接続形式になる条件から ψ̃∗ (θ) = 0として、微分すれば

dw(t)

dt
= sin v(t)

du

dt

が得られる。これが水平リフトの w(t)に関する微分方程式である。

13.4 パラメタ変換

　曲線 cの像を変えずにパラメタを変えると平行移動にどう影響するかを考える。

• 向きを変えない変換：

　底空間の曲線のリフトを c̃とおく。cのパラメタ tが sの関数であったとする。この時 c̃ (t(s))は c(t(s))の

水平リフトとなる。
d

ds
c̃ (t(s)) =

d

dt
c̃(t(s))

dt

ds
(s)

となるが、 d
dt c̃(t(s))は水平面に属するベクトルであるから

d
ds c̃(t(s))も水平面に属するベクトルである。

一方で

πρ (c̃(t(s)) = c (t(s))

だから c̃ (t(s))は c(t(s))の水平リフトになる。また、c̃(t(s))の始点と終点の値が c̃(t)の始点と終点に一致

する。

従って、c(t)に沿う平行移動と c(t(s))に沿う平行移動は一致する。この平行移動を Pc とする。

• 向きを変える変換：

　これに対し、向きを変える場合は始点と終点が反対になる。よって平行移動の向きが逆になる。

よってこの移動は P−c と書ける。向きが逆になることを考えると

P−cPc = 1

が成り立つので

P−c = (Pc)
−1

のように逆写像になることがわかる。

13.5 測地曲率と平行移動

　 S2 上の曲線 c : [a, b] → S2 で弧長をパラメタにもてば ||ċ|| = 1ととれるから c(a), c(b)でのファイバーを

A =

 c (a)

ċ (a)

c× ċ (a)

 , B =

 c (b)

ċ (b)

c× ċ (b)
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とおく。Aを cに沿って c(b)上まで平行移動したものを Pc (A)とし、ここでの Bとのなす角を µとおくと

B = ρg(µ) (Pc(A))

とかける。ただし g(µ)は次のように 2次元のベクトルに作用する回転を表す行列である。

g (µ) =

(
cosµ − sinµ

sinµ cosµ

)
(13.10)

である。cの測地曲率を kc とすると式 13.2と 13.4から測地線から微小だけずれれば α(t)が小さいので

kc(t) = −θ1
(
d

dt
c̃(t)

)
= sinα(t) ≃ α(t)

となる。各 dtでこれを足し合わせると角度 µが得られ、これを

µ = −
∫ b

a

kc(t)dt ( mod 2π) (13.11)

とおく。つまり、曲率を曲線に沿って aから bまで足し合わせていくと Aと B のなす角が求まる。

これは次のように示せる。

Aを初期値に持つ cの水平リフトを c̃1, cの自然なリフトを c̃2 とする。

各 tに対し、c̃1(t), c̃2(t)は同じファイバー (πM )
−1

(c(t))上にあるので、ある S1の元として微小回転を表す

行列

g =

(
cosα(t) − sinα(t)

sinα(t) cosα(t)

)
があって、式 12.20,12.11から指数行列を用いて

etX1 =

 1 0 0

0 cos t − sin t

0 sin t cos t

 (13.12)

c̃2(t) = ρg (c̃1) = eα(t)X1 c̃1

とかける。この時、α : [a, b] → Rは可微分関数で α(a) = 0と選べるから、上式を微分し、

dc̃2(t)

dt
=
dα

dt
(t)X1e

α(t)X1 c̃1(t) + eα(t)X1
dc̃1
dt

(t)

とかけるのでこれを接続 1形式に代入すると eα(t)X1 dc̃1
dt (t)は水平ベクトルと考えることができるから

kc(t) = −θ1
(
d

dt
c̃2(t)

)
= −θ1

(
dα

dt
(t)X1e

α(t)X1 c̃1(t) + eα(t)X1
dc̃1
dt

(t)

)
=
dα

dt
(t) + 0

となる。よって aから bまでで積分すると

−
∫ b

a

kc(t)dt = α(a)− α(b) = µ

となる。
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13.6 ホロノミー

　 S2 の 2つの曲線 c0, c1 : [0, 1] → S2 で共通の始点と終点を持つ場合を考える。

この曲線に沿う平行移動は共に π−1
ρ (p)から π−1

ρ (q)への写像であるが、これはどういう時に一致するか、考

えてみたい。

ここに登場するのがホロノミーという概念になる。

物理にとっても重要な概念になるので後の章で詳しくふれる。ここで SO3に持ち上げた曲面上の平行移動と

の関連を考える。

曲線 c : [a, b] → S2 が閉じている場合、

c(a) = c(b) = p

とおく。この時 cに沿う平行移動 Pc は pのファイバーから自身への写像とみなせる。

ファイバー上の点 Aの像 Pc(A)が Aと同じファイバー上にあるから、ある元 g ∈ S1 があって、

Pc(A) = ρg (A)

となる。ファイバー上の別の点 B の像 Pc (B)についても、ある元 h ∈ S1 があり、

Pc(B) = ρh (B)

が成り立つ。しかし、13.5から、作用と平行移動の同変性から、このとき

g = h

である。すなわち、閉曲線 c : [a, b] → S2 により決まる g = gc ∈ S1 があって、任意の A ∈ π−1
ρ (c(a))に

対し、

Pc(A) = ρgc (A)

となる。この S1 の元 gc を閉曲線 cに沿うホロノミーという。例えば前節の

gc =

(
cos t − sin t

sin t cos t

)

となる角度 t( mod 2π)をホロノミーというこもある。一般にホロノミーは一周させた時のある関数の変化

量である。

　

13.6.1 面積

　 S2 の閉曲線 c : [a, b] → S2 は領域Dを正の向きに 1周するものとする。
この時Dの面積を αとすると cに沿うホロノミーは

gc =

(
cosα − sinα

sinα cosα

)−1

となる。これを示しながらホロノミーを理解していこう。

Dとその境界 ∂D = c ([a, b])を合わせたものを D̄とおく。この D̄を適当な写像 f で SO3 にリフトする。

f : D̄ → SO3

この時、射影との合成は恒等写像になる。

πρ ◦ f = idD̄
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f ◦cは cの 1つのリフトであると考えることができる。各 t ∈ [a, b]において f (c(t))も c̃(t)も同じファイバー

(πρ)
−1

(c(t))

上にあるといってよい。従って、式 12.21から

c(t) =

 1 0 0

0 cos t − sin t

0 sin t cos t

A ∈ SO3

だったので

A = f (c(a)) (13.13)

とおいて、tの可微分関数 s(t)で、持ち上げを

c̃(t) =

 1 0 0

0 cos s(t) − sin s(t)

0 sin s(t) cos s(t)

 · (f ◦ c(t)) , (∀t ∈ [a, b]) (13.14)

とすることができる。曲面上の点を式 13.13で A = f (c(a))と持ち上げで表していることに注意する。

特に s(a) = 0となるものを選ぶとこれは一意で決まり、式 12.11から so3 での基底を次のようにおけた。

etX1 =

 1 0 0

0 cos t − sin t

0 sin t cos t

 , etX2 =

 cos t 0 sin t

0 1 0

− sin t 0 cos t

 , etX3 =

 cos t − sin t 0

sin t cos t 0

0 0 1


よってここでは次の基底をとる。

ĝ(t) =

 1 0 0

0 cos s(t) − sin s(t)

0 sin s(t) cos s(t)

 = es(t)X1

この時、13.14は
c̃(b) = Pc(A) = ĝ(b)A = ĝ · (f ◦ c) (13.15)

とかけることになり。これから角度 s(b)が cに沿うホロノミーである。

c̃の定義から上式を微分すると

d

dt
c̃ =

(
d

dt
ĝ

)
· (f ◦ c) + ĝ ·

(
d

dt
f ◦ c

)
= s′X1e

s(b)X1 · (f ◦ c) + ĝ ·
(
d

dt
f ◦ c

)
となるのでこれを接続 1形式に代入すると式 12.25より、0にならないといけなかったから
1成分をとり、

0 = θ1

(
d

dt
c̃

)
= s′θ1

(
X1e

s(b)X1 · (f ◦ c)
)
+ θ1

(
ĝ ·
(
d

dt
f ◦ c

))
= s′ + θ1

(
d

dt
f ◦ c

)
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となる。よって

s′ = −θ1
(
d

dt
f ◦ c

)
である。これが c̃に沿うパラメタ tに対する変化率とみれば積分すれば、t微分を含むので

s(b) =

∫ b

a

s′dt = −
∫ b

a

θ1

(
d

dt
f ◦ c

)
dt

= −
∫ b

a

θ1d (f ◦ c)

= −
∫
f◦c

θ1

が得られる。これは f ◦ cに沿う 1形式 θ1 の積分とみなせる。

式 12.55から曲率形式 κS2 は S2 の面積要素 ωS2 と一致したので

∂D = c ([a, b])

だから、ストークスの定理を用いれば ωS2 = dθ1から、関数 f(D)の積分区間が領域Dの積分区間に変えて、

s(b) = −
∫
f◦c

θ1 = −
∫
f(D)

dθ1 = −
∫
D

ωS2 (13.16)

となる。これは前章でみたガウス・ボネの定理である。

図 13.5: [11]より：測地線で囲まれる領域D、この面積にマイナスをかけるとホロノミーである。

例えば、上の図のように、球面上の領域Dをとると、このDの境界はどれも大円の 1部で測地線であるこ
とがわかる。

従ってこの境界に沿ってベクトル移動をすると、図のように v0 → v1 → v2 → v3 となる。

この 1周でベクトルのなす角が 0にならず π/2である。これは領域Dの面積に等しい。これに符号 −をか
ければホロノミーになる。

s = −π
2

一方で

v0 × v3 = 1

である。ｖ
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13.6.2 測地曲率

リーマン幾何学は第 1基本量 gij から出発する幾何学なので、一般の曲面において局所座標 ϕに関する第 1
基本量を gij とすると

式 3.29より、

gij (u1, u2) =

⟨
∂ϕ

∂ui
(u1, u2),

∂ϕ

∂uj
(u1, u2)

⟩
であった。従って曲線 cの長さ Lは線素 dsを積分すでばいいが、これは第 1基本量で表すことができる。
局所座標 uを用いて

L =

∫
ds =

∫ √∑
gij
dui
dt

duj
dt

dt

ds =

√∑
gij
dui
dt

duj
dt

dt

とかける。もちろんこれを 2乗すると
ds2 = gijduiduj

前節でみたようにローレンツ変換の章では式 2.9より

ds2 = dx2 + dy2 + dz2 − c2dt2

である。この時 u1, u2 は座標で

c(t) = ϕ (u1(t), u2(t))

とかける。曲面上の 2点を結ぶ全ての曲線を考え、その中で最も距離が短いものがあれば、それを最短線と
いう。

大円は最短線ではないが、測地線である。しかし、十分小さい領域であれば測地線は最短線になる。

これは第 2部でみたように微分方程式に長さを最小にする条件をいれるとオイラー・ラグランジュ方程式に
なる。

これは後で見るようにレヴィ・ティビタ接続の測地線と一致する。

14 曲率の幾何

14.1 曲率の幾何学的意味

　第 2部ではRiemann曲率テンソルは平行移動について非可換であることを示した。式 5.6で、曲線の平行
移動のずれがベクトルの交換積になることをみた。前節では SO3 特に球面上での接続等を考えたが、

ここではさらに一般化していきたい。

そこで主束上で曲率の意味を考える。

水平ベクトルX,Y ∈ HuP とすると曲率 Ω(X,Y )は Lie括弧積 [X,Y ]の垂直成分を与えていることをまず

みておこう。

この時、ω(X) = ω(Y ) = 0だから第 2部の式より

dω([X,Y ]) = X[ω(Y )]− Y [ω(X)]− ω([X,Y ]) = −ω([X,Y ])

よって

dpω(X,Y ) = Xω(Y )− Y ω(X)− ω([X,Y ]) = −ω([X,Y ])

XH = X,Y H = Y だから

Ω(X,Y ) = dpω(X,Y ) = −ω([X,Y ])
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となる。

ここでチャート Ui 上の座標系 {xµ}を考える。接ベクトル

V =
∂

∂x1
,W =

∂

∂x2

とする。無限小の平行四辺形 γ が頂点 O = {0}, P = {ϵ, 0, · · · , 0}, Q = {ϵ, δ, 0, · · · , 0}, R = {0, δ, 0, · · · , 0}
となるものを考える。

この γ の水平持ち上げを γ̃ とする。X,Y ∈ HuP とし

π∗X = ϵV, π∗Y = δW

となるとすると

π∗
(
[X,Y ]H

)
= ϵδ [X,Y ] = ϵδ

[
δ

δx1
,
δ

δx2

]
= 0

とすることができる。つまり図のように [X,Y ]は垂直方向にあり、平行四辺形のループ γの持ち上げで γ̃が

P 内では閉じていないことを示している。

この時の開きが同じファイバー上で始点と終点をつなぐ垂直ベクトル [X,Y ]に比例するわけである。

さらに曲率とはこの距離で括弧積からさらに 1次微分形式をとり、

Ω(X,Y ) = −ω ([X,Y ]) = A

になる。ただし、A ∈ gは基本ベクトル場

A# = [X,Y ]

をつくる。前節でのホロノミーとはこうした閉曲線を水平持ち上げしたときの始点と終点とのずれで、これ

が曲率に依存するわけである。

図 14.1: 微小平行四辺形の水平持ち上げ、閉曲線は持ち上げら得ると閉じなくなる。
そのずれが基底ベクトルの交換積になる。

14.2 曲率の局所表示

　曲率 Ωを局所座標系だけで表すことを考えよう。これには前節の切断を利用する。

第 2部の引き戻しの章で関数 f の ϕにる引き戻しは

ϕ∗f = f ◦ ϕ ∈ Ω0(Rn)

例えばともに n次元として式から体積形式として V 上に 1次微分形式を
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ω = dy1 ∧ dy2 ∧ · · · ∧ dyn

で定義すると

ϕ∗ω = det

[
∂yi

∂xj

]
dx1 ∧ · · · ∧ dxn

として定義された。ベクトル場 Aは σを多様体M のチャート U 上で定義された局所切断であるとすれば

A = σ∗ω (14.1)

となるから、局所表示を F として次のように曲率の引き戻しにより

F = σ∗Ω

で表すことができる。式 14.39から
F = dA+A ∧A (14.2)

または

F (X,Y ) = dA(X,Y ) + [A(X), Y (X)]

が成り立つ Cartan構造方程式からも

F = σ∗(dpω + ω ∧ ω) = dpσ
∗ω + σ∗ω ∧ σ∗ω (14.3)

と直接導くことができる。

では局所座標として xµ = ϕ(p) をチャート U 上にもつ F の成分表示求める。

A = Aµdx
µ, (Aµ ∈ g)

をゲージポテンシャルとする。これを式 14.2に代入すると

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + [Aµ, Aν ]

となる。この F は曲率 2形式という。Aµ, Fµν は g値関数だから gの基底 {Tα}を用いて

Aµ = AαµTα, Fµν = FαµνTα

と展開できて、基底については

[Tα, Tβ ] = fγαβTγ

という交換関係になったから代入すると

Fαµν = ∂µA
α
ν − ∂µA

α
ν + fαβγA

β
µA

γ
ν

が得られる。これはYang-Millsの場の強さを表している。第 7部で扱うゲージ理論で重要な役割を担う式が
導けた。
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14.3 ピュア・ゲージ

　複数のチャート Ui, Uj があり、Ui ∩ Uj ̸= ∅を満たすチャートとして Fi,Fj を各チャートの場の強さと
する。

Fi = dAi +Ai ∧Ai, Fj = dAj +Aj ∧Aj (14.4)

Ui, Uj の変換関数を tij として

Aj = t−1
ij Aitij + t−1

ij dtij

ここで

d(tt−1) = t−1dt+ tdt−1 = 0

だから

dt−1 = −t−1dt t−1

とかけることを利用して

Fj = d
(
t−1
ij Aitij + t−1

ij dtij
)
+
(
t−1
ij Aitij + t−1

ij dtij
)
∧
(
t−1
ij Aitij + t−1

ij dtij
)

=
[
−t−1

ij dtij ∧ t
−1
ij Aitij + t−1

ij dtij − t−1
ij dAitij − t−1

ij Aidtij − t−1
ij dtijt

−1
ij ∧ dtij

]
+
[
t−1
ij Ai ∧Aitij + t−1

ij Ai ∧ dtij + t−1
ij dtijt

−1
ij ∧Aitij + t−1

ij dtij ∧ t
−1
ij dtij

]
= t−1

ij (dAi +Ai ∧Ai) tij = t−1
ij Fitij

であり両立条件

Fj = Adt−1
ij
Fi = t−1

ij Fitij

が成り立っている。

もし、ゲージポテンシャルが

A = g−1dg (14.5)

とかけるときはピュア・ゲージと呼ばれる。この時、場の強さは式 14.4より

F = d
(
g−1dg

)
+
(
g−1dg

)
∧
(
g−1dg

)
= −g−1dg ∧ g−1dg + g−1d(dg) +

(
g−1dg

)
∧
(
g−1dg

)
= 0

これは逆も成り立つので場の力が F = 0であれば式 14.5が成り立つ。

14.4 Bianchi恒等式

　曲率のところで既に Bianchi恒等式は登場したが、接続形式を用いて導いておこう。
水平ベクトルをX とすると ω(X) = 0であった。れをつかうことで簡単に導くことができる。

gの基底を {Tα}とする。するとこの基底を使い次のように接続は成分表記できる。

ω = ωαTα, Ω = ΩαTα

とすると式 14.39より曲率 Ωが

Ωα = dpω
α + fαβγω

β ∧ ωγ (14.6)

とかけた。この段階では dpω
α があるので 0にはならない。ところがこれを外微分すると、d(dpω) = 0だ

から

dPΩ
α = fαβγdpω

β ∧ ωγ + fαβγω
β ∧ dPωγ
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とかける。これから ω(X) = 0を用いて 0にすることができる。よってX,Y, Z ∈ TuP として

DΩ(X,Y, Z) ≡ dPΩ
(
XH , Y H , ZH

)
= 0

が成り立つ。これがBianchi恒等式である。
このように接空間を成分に分けることから 2回の微分作用の結果 0値をとることができるようになるわけで
ある。

これはさらに幾何学的な説明をつけることができる

前節で曲率の局所表示を切断と引き戻しでおこなったので、同じように Bianchi恒等式の局所表示をしてみ
よう。

式 14.1のように式 14.3、14.6から

σ∗ (dpΩ) = d · σ∗Ω = dF

とすると

σ∗ (dpω ∧ ω − ω ∧ dpω) = dσ∗ω ∧ σ∗ω − σ∗ω ∧ dσ∗ω

= dA ∧A−A ∧ dA = F ∧A−A ∧ F

となる。よって

DF = dF +A ∧ F − F ∧A

= dF + [A,F ] = 0

となる。従って DのM 上の g値 p形式 ηへの作用が

Dη ≡ dη + [A, η]

とすればよい。特に G = U(1)については可換であるから

DF = dF

　

14.5 曲率と接続

　曲率についてはすでにリーマン曲率を中心に学んできたが、ここではさらに一般化をめざすため前節の接

続形式から考えてみる。

標構をつくる多脚場はm次元リーマン多様体においてm2の次元を持つことになる。しかし計量は gµν から

m(m+ 1)/2だけの自由度を持つ。これは同じ計量に対しても正規直交標構が複数あり、それらは各点におい

て局所な直交回転により関係づけられる。これを次のように表す。変換行列を Λとして

l̂α → l̂α
′
(p) = Λαβ(p)l̂

β(p)

対応する多脚場は

eαµ(p) → eα
′

µ (p) = Λαβ(p)e
β
µ(p)

と変換するが添え字 λ, µ, ν · · · は座標変換するが添え字 α, β, γ, · · · は直交回転の下で変換され、座標変換では
不変である。

計量テンソルが局所回転で不変であることから

Mがm次元 Riemann多様体であれば
ΛαβδαδΛ

δ
γ = δβγ
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となるがMがm次元 Lorentz多様体であれば

ΛαβηαδΛ
δ
γ = ηβγ

となる。ただし ηは相対性理論の章からも

ηµν =
{
1 (µ = ν = 1, 2, 3)

ηµν =
{
0 (µ ̸= ν)

ηµν =
{
−1 (µ = ν = 0)

で定義される。よってMがm次元 Riemann多様体であれば

{Λαβ(p)} ∈ SO(m)

Mがm次元 Lorentz多様体であれば反対称成分を 1つ持ち、

{Λαβ(p)} ∈ SO(m− 1, 1)

となりこれの Lie群の次元はm(m− 1)/2となるがこれは eαµ と gµν の次元の差であり

dim{Λαβ(p)} = dim{eαµ} − dim{gµν}

となる。また回転のもとでの基底の変換則は

ê
′

α = êβ
(
Λ−1

)β
α

(14.7)

となる。ここで次のような (1, 1)型のテンソル tµν を導入しよう。

t = tµνeµ ⊗ dxν

= tαβ êα ⊗ l̂β

のように世界標構 (µ, ν)と局所標構 (α, β)で表現されるが回転のもとで世界標構は影響をうけない。
局所標構は他にもいろいろな表現ができるので別な標構として式 14.7から

{
ê
′

α

}
=
{
êβ
(
Λ−1

)β
α

}
{
l̂
′α
}
=
{
Λαβ l̂

β
}

を選ぶとテンソル tが

t ′ = t
′α
β ê

′

α ⊗ l̂
′β

= t
′α
β êγ

(
Λ−1

)γ
α
⊗ Λβδ l̂

δ

となることから変換則として

t
′α
β = Λαδ t

δ
γ

(
Λ−1

)γ
β

(14.8)

とならなければならない。正規直交表示の添え字は回転角が決まるのでは Λ(Λ−1)によって回転する。

334



14.6 接続 1形式

　変換規則の応用例として接続 1形式を考えよう。そのために捩率 2形式の変換を考えて式 14.34から

T
′α = ΛαβT

β

= Λαβ

(
dl̂β + ωβγ ∧ l̂γ

)
= dl̂

′β + ω
′β
γ ∧ l̂

′γ

が成り立つので l̂
′β = Λβα l̂

β を上式に代入すると

T
′α = d

(
Λβα l̂

β
)
+ ω

′β
δ ∧

(
Λδγ l̂

γ
)

= dΛβα l̂
β + Λαβdl̂

β + ω
′β
δ ∧

(
Λδγ l̂

γ
)

はじめの式を引くと l̂γ の外積を外に出して、次が成り立つことになる。

dΛβα l̂
β + ω

′β
δ ∧

(
Λδγ l̂

γ
)
− Λαβω

β
γ ∧ l̂γ = 0(

dΛβγ + ω
′β
δΛ

δ
γ − Λαβω

β
γ

)
∧ l̂γ = 0

ω
′β
δΛ

δ
γ = Λαβω

β
γ − dΛβγ

となるので単位行列の微分 (
ΛΛ−1

)′
= dΛ

(
Λ−1

)
+ ΛdΛ−1 = 0 (14.9)

を利用して右から両辺に Λ−1 をかけると

ω
′α
δ = Λαβω

β
γ

(
Λ−1

)γ
δ
− dΛβγ

(
Λ−1

)γ
δ

ω
′α
β = Λαδ ω

δ
γ

(
Λ−1

)γ
β
+ Λαβ

(
dΛδβ

)−1

となる。曲率 2形式については式 14.8から

R
′α
β = dω

′α
β + ω

′α
γ ∧ ω

′γ
β

= ΛαδR
δ
γ

(
Λ−1

)γ
β

14.6.1 Levi-Civita接続

∇が Levi-Civita接続ならば捩率が 0になったから

Γλµν = Γλνµ (14.10)

が成り立った。これと同様に Riemann多様体とすると Ricci回転係数として

Γαβγ = δαδΓ
δ
βγ (14.11)

を定義すると式 14.31から

Γδαβ = eδνe
µ
α∇µe

ν
β
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となるから式 3.10から
gµν = eαµe

β
ν δαβ

g = gµνe
µ
αe
ν
β l̂
α ⊗ l̂β

∇µ

(
eλγe

δ
λ

)
= ∇µ

(
eδγδ

λ
δ e
δ
λ

)
= ∇µg = 0

を用いて eµβ = eνβδ
µ
ν から

Γαβγ = δαδΓ
δ
βγ

= δαδe
δ
λe
µ
β∇µe

λ
γ

= −δαδeλγe
µ
β∇µe

δ
λ

= −δαδeδγδλδ e
µ
β∇µe

δ
λ

= −δγδeδλe
µ
β∇µe

λ
α

= −Γγβα

となる。接続 1形式を用いると ωαβ = δαγω
γ
β = −ωβα となる。これは式 14.33から明らかである。

また捩率が 0であることは。式 14.33、式 14.34より

dl̂α + ωαβ ∧ l̂β = dl̂α + Γαγβ l̂
γ ∧ l̂β = 0 (14.12)

となる。これから

dl̂α + Γαβγ l̂
β ∧ l̂γ = 0

との差をとれば (
Γαβγ + Γαγβ

)
l̂γ ∧ l̂β = 0

となるので

Γαβγ = −Γαγβ (14.13)

であることがわかる。

また捩率が 0であれば式 14.27から

[êα, êβ ] = eγαβ êγ (14.14)

= eγν

[
eµα∂µe

ν
β − eµβ∂µe

ν
α

]
p
êγ

さらに式 14.29から

∂µe
ν
β = ∇µe

ν
β + eλβΓ

ν
µλ

を代入すると交換関係として

eγν

[
eµα∂µe

ν
β − eµβ∂µe

ν
α

]
êγ = eγν

[
eµα
(
∇µe

ν
β + eλβΓ

ν
µλ

)
− eµβ

(
∇µe

ν
α + eλαΓ

ν
µλ

)]
êγ

= eγν
[
∇αe

ν
β −∇βe

ν
α + eµαe

λ
β

(
Γνµλ − Γνµλ

)]
êγ

= ∇αe
γ
β êγ −∇βe

γ
αêγ

[êα, êβ ] = ∇αêβ −∇β êα (14.15)
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が得られる。つまり基底の交換関係は接続を基底に作用させた差になる。さらに式 14.28から

∇αêβ ≡ Γγαβ êγ

を用いて

[êα, êβ ] = Γγαβ êγ − Γγβαêγ

だから式 14.14から
eγαβ = Γγαβ − Γγβα (14.16)

とおけることがわかる。これから式 14.32の Riemann曲率テンソルが

Rαβγδ = êγΓ
α
δβ êϵ − êδΓ

α
γβ + ΓϵδβΓ

α
γϵ − ΓϵγβΓ

α
δϵ − eϵγδΓ

α
ϵβ

= êγΓ
α
δβ êϵ − êδΓ

α
γβ + ΓϵδβΓ

α
γϵ − ΓϵγβΓ

α
δϵ −

(
Γϵγδ − Γϵδγ

)
Γαϵβ (14.17)

と決まる。

14.6.2 球面計量での例

例えば球面 S2 を考えると

g = dθ ⊗ dθ + sin2 θdϕ⊗ dϕ

と計量が与えられているので eαµ の成分として 2脚場となので次のように表す(
e1θ e1ϕ
e2θ e2ϕ

)
=

(
1 0

0 sin θ

)
(14.18)

さらに接続について ωαβ ≡ Γαγβ l̂
γ だったから

ω11 = ω22 = 0

ω1
1 = ω2

2 = 0 (14.19)

捩率が 0であれば式 14.34から捩率がない場合は

dl̂α + ωαβ ∧ l̂β = 0 (14.20)

となるから接続係数が 0にならない成分について

d(dθ) + ω1
2 ∧ sin θdϕ = 0

d(sin θdϕ) + ω2
1 ∧ dθ = 0

よって 2番目の式から
ω2
1 = cos θdϕ

である。よって

ω1
2 = − cos θdϕ

が得られる。よって Cartan構造式 14.34から
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dl̂α + ωαβ ∧ l̂β =
1

2
Tαβγ l̂

β ∧ l̂γ

dωαβ + ωαγ ∧ ωγβ =
1

2
Rαβγδ l̂

γ ∧ l̂δ

となったのでこの場合は
1

2
R1

1γδ l̂
γ ∧ l̂δ = ω1

2 ∧ ω2
1

1

2
R2

2γδ l̂
γ ∧ l̂δ = ω2

1 ∧ ω1
2

1

2
R1

2γδ l̂
γ ∧ l̂δ = dω1

2

1

2
R2

1γδ l̂
γ ∧ l̂δ = dω2

1

となるので 0ではない成分として

1

2
R1

212 l̂
1 ∧ l̂2 =

1

2
R1

212dθ ∧ dϕ = dω1
2

だから

1

2

(
R1

212 −R1
221

)
dθ ∧ dϕ = −d (cos θdϕ)

となるので

R1
212 = −R2

221 = sin θ

が得られる。座標基底の場合は eθα で変換し、式 14.18を代入し、

Rθϕθϕ = eθαe
β
ϕe
γ
θe
δ
ϕR

α
βγδ =

1

sin2 θ
R1

212 =
1

sin θ
(14.21)

となる。

14.6.3 Schwarzschild計量での例

　次によく知られている Schwarzschild計量の場合を見ておこう。

ds2 = −
(
1− 2M

r

)
dt2 +

1

1− 2M
r

dr2 + r2
(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)
= −l̂0 ⊗ l̂0 + l̂1 ⊗ l̂1 + l̂2 ⊗ l̂2 + l̂3 ⊗ l̂3

となるので

l̂0 =

√
1− 2M

r
dt

l̂1 = 1/

√
1− 2M

r
dr

l̂2 = rdθ

l̂3 = r sin θdϕ
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であり次の条件が加わる。

2M < r

0 ≤ θ ≤ π

0 ≤ ϕ ≤ 2π

計量との両立性として 14.19から

ω1
1 = ω2

2 = ω3
3 = ω0

0 = 0 (14.22)

であり、式 14.20から捩率が消えるので

dl̂α + ωαβ ∧ l̂β = 0

さらに ωαβ ≡ Γαγβ l̂
γ だったから 0にならない成分として

gµλg
λν = δνµ

δ00 = g00g
00 + g01g

10 + g02g
20 + g03g

30 = 1

Γκµν = 1
2g
κλ (−∂λgµν + ∂µgνλ + ∂νgλµ)だったから 0ではない成分として

Γ0
01 =

1

2
g00 (−∂0g01 + ∂0g10 + ∂1g00)

=
1

2
g00 (∂1g00)

=
1

2

1

1− 2M
r

d

dr

(
1− 2M

r

)
=

1

1− 2M
r

M

r2
= − M

(2M − r)r
(14.23)

Γ1
00 =

1

2
g11 (−∂1g00 + ∂0g01 + ∂0g10)

=
1

2
g11 (∂1g00)

=
1

2

(
1− 2M

r

)
d

dr

(
1− 2M

r

)
=

1

2

(
1− 2M

r

)
M

r2
= −M(2M − r)

r3
(14.24)

Γ2
21 =

1

2
g22 (−∂2g21 + ∂2g12 + ∂1g22)

=
1

2
g22 (∂1g22)

=
1

2r2
d

dr

(
r2
)

=
1

r
(14.25)
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Γ2
33 =

1

2
g22 (−∂2g33 + ∂3g32 + ∂3g23)

=
1

2
g22 (−∂2g33)

= − 1

2r2
d

dθ

(
r2 sin2 θ

)
= − sin θ cos θ (14.26)

式 14.23より

ω0
1 = Γ0

γ1 l̂
γ = Γ0

01 l̂
0

= − M

(2M − r)r
l̂0

ω1
0 = Γ1

γ0 l̂
γ = Γ1

00 l̂
0

= −M(2M − r)

r3
l̂0

ω2
1 = − ω1

2 = Γ2
21 l̂

2

=
1

r
l̂2

ω2
3 = −ω3

2 = Γ2
33 l̂

3

= − cos θ sin θl̂3

さらに式 14.36から曲率 2形式 Rαβ = 1
2R

α
βγδ l̂

γ ∧ l̂δ は

d
(
Γαγβ l̂

γ
)
+
(
Γαβγ l̂

β
)
∧
(
Γγαβ l̂

α
)
=

1

2
Rαβγδ l̂

γ ∧ l̂δ = Rαβ

となったから 0ではない成分の一部として

dl̂0 = −ω0
β ∧ l̂β

= −ω0
1 ∧ l̂1

=
M

(2M − r)r
l̂0 ∧ l̂1

となるから γ = 0となるのは次の 1つしかなく

d
(
Γ0
γ1 l̂

γ
)
+
(
Γ0
1γ l̂

1
)
∧
(
Γγ01 l̂

0
)

= Γ0
01dl̂

0 +
(
Γ0
10 l̂

1
)
∧
(
Γ0
01 l̂

0
)

=

(
− M

(2M − r)r

)
M

(2M − r)r
l̂0 ∧ l̂1 +

(
− M

(2M − r)r

)2

l̂1 ∧ l̂0

= − 2M2

(2M − r)2r2
l̂0 ∧ l̂1

=
1

2
R0

101 l̂
0 ∧ l̂1

= R0
1
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よって

R0
1 = − 2M2

(2M − r)2r2
l̂0 ∧ l̂1

R1
0 = d

(
Γ1
γ0 l̂

γ
)
+
(
Γ1
0γ l̂

0
)
∧
(
Γγ10 l̂

1
)

= Γ1
00dl̂

0 +
(
Γ1
00 l̂

0
)
∧
(
Γ0
10 l̂

1
)

=

(
−M(2M − r)

r3

)
M

(2M − r)r
l̂0 ∧ l̂1 +

(
−M(2M − r)

r3

)
M

(2M − r)r
l̂0 ∧ l̂1

= − 2M2

r4
l̂0 ∧ l̂1

であり、g11 = −(2M − r)/r, g00 = −r/(2M − r)だから

R01 = g11R0
1 + g00R1

0 =

(
2M − r

r

2M2

(2M − r)2r2
+

r

2M − r

2M2

r4

)
l̂0 ∧ l̂1 =

2M2

r3

=
2M2

(2M − r) r3

R0
2 = d

(
Γ0
γ2 l̂

γ
)
+
(
Γ0
2γ l̂

2
)
∧
(
Γγ02 l̂

0
)

=
(
Γ0
20 l̂

2
)
∧
(
Γ0
02 l̂

0
)

=

となる。

14.7 Cartan構造方程式

正規直交標構は前節の接と関係している。その関係をここではみていこう。

ここでは添え字 λ, µ, ν · · · は座標基底を表し、添え字 α, β, γ, · · · は局所的な正規直交座標の基底を表すと
する。

前節の捩率と曲率は次のようになった。

T (X,Y ) = ∇XY −∇YX − [X,Y ]

R(X,Y, Z) = R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇ZZ −∇[X,Y ]Z

が与えられた。一方で式 3.11からベクトル場 {êα}について

[êα, êβ ] = eγαβ êγ (14.27)

が成り立つ。

例えば極座標で S2 上の標準計量を用いて

g = dθ ⊗ dθ + sin2θdϕ⊗ dϕ

= l̂1 ⊗ l̂1 + l̂2 ⊗ l̂2

341



とおくと

l̂1 = dθ

l̂2 = sin θdϕ

となるので 2脚場として (
e1θ e1ϕ
e2θ e2ϕ

)
=

(
1 0

0 sin θ

)
よって式 3.11から eγαβ の 0にならない成分は

e212 = −e221 =
(
e1θ
)−1

e2ϕ∂ϕe
1
θ −

(
e2ϕ
)−1

e1θ∂θe
2
ϕ = − cot θ

となり −Γϕθϕ と一致する。従って共変微分と接続との関係を

∇αêβ ≡ ∇êα êβ = Γγαβ êγ (14.28)

と定義する。ただしベクトル場の共変微分から

êα = eµαeµ

∇µe
ν
β = ∂µe

ν
β − eλβΓ

ν
µλ (14.29)

であり、

eµβ = eνβδ
µ
ν , êα = eµαeµ (14.30)

だから、

∇αêβ = ∇αe
µ
βeµ

= ∇αe
ν
βδ
µ
ν eµ

= ∇αe
ν
βeν

= eµα∇µe
ν
βeν

= eµα
(
∂µe

ν
β − eλβΓ

ν
µλ

)
eν

= Γγαβe
ν
γeν

となり

Γγαβ = eγνe
µ
α

(
∂µe

ν
β − eλβΓ

ν
µλ

)
= eγνe

µ
α∇µe

ν
β (14.31)

となるので捩率はこの基底を用いて成分で表すと内積をとればいいから式 14.27を用いて

Tαβγ =
⟨
l̂α, T (êβ , êγ)

⟩
=

⟨
l̂α,∇β êγ −∇γ êβ − [êβ , êγ ]

⟩
= Γαβγ − Γαγβ − eαβγ

を得られ、同様に曲率テンソルについても
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Rαβγδ =
⟨
l̂α,∇γ∇δ êβ −∇δ∇γ êβ −∇[êγ ,êδ]êβ

⟩
=

⟨
l̂α,∇γ

(
Γϵδβ êϵ

)
−∇δ

(
Γϵγβ êϵ

)
− eϵγδ∇ϵêβ

⟩
= êγΓ

α
δβ êϵ − êδΓ

α
γβ + ΓϵδβΓ

α
γϵ − ΓϵγβΓ

α
δϵ − eϵγδΓ

α
ϵβ (14.32)

となる。最後の項に構造係数が残るが次節でこれを明らかにする。

そこで接続 1形式として

ωαβ ≡ Γαγβ l̂
γ (14.33)

を定義すると次のCartan構造式が成り立つ。

dl̂α + ωαβ ∧ l̂β = Tα (14.34)

dωαβ + ωαγ ∧ ωγβ = Rαβ (14.35)

ただし、捩率 2形式と曲率 2形式を次で定義する。

Tα =
1

2
Tαβγ l̂

β ∧ l̂γ

Rαβ =
1

2
Rαβγδ l̂

γ ∧ l̂δ

省略しない別表現で

dl̂α + Γαγβ l̂
γ ∧ l̂β =

1

2
Tαβγ l̂

β ∧ l̂γ

d
(
Γαγβ l̂

γ
)
+
(
Γαβγ l̂

β
)
∧
(
Γγαβ l̂

α
)
=

1

2
Rαβγδ l̂

γ ∧ l̂δ (14.36)

となる。式 14.34を導くために左辺を (êγ , êδ)に作用させる。式 14.33、式 3.11から

⟨
ωαβ , êγ

⟩
= Γαγβ l̂

γ êγ = Γαγβ (14.37)

eαγδ = [êγ , êδ] l̂
α =

⟨
l̂α, [êγ , êδ]

⟩
−
{
êγ

⟨
l̂α, êδ

⟩
− êδ

⟨
l̂α, êγ

⟩}
l̂ = {dx}には内積をとり、dl̂には外積をとることになるので左辺への作用は

dl̂α(êγ , êδ) + ωαβ ∧ l̂β(êγ , êδ) = dl̂α(êγ , êδ) +
{⟨
ωαβ , êγ

⟩ ⟨
l̂β , êδ

⟩
−
⟨
l̂β , êγ

⟩ ⟨
ωαβ , êδ

⟩}
=

{
êγ

⟨
l̂α, êδ

⟩
− êδ

⟨
l̂α, êγ

⟩}
−
⟨
l̂α, [êγ , êδ]

⟩
+
{
⟨ωαδ , êγ⟩ −

⟨
ωαγ , êδ

⟩}
= −eαγδ + Γαγδ − Γαδγ

= Tαγδ

となる。同様に右辺に (êγ , êδ)に作用させる。

Tα(êγ , êδ) =
1

2
Tαβϵ l̂

β ∧ l̂ϵ(êγ , êδ)

=
1

2
Tαβϵ

{⟨
l̂β , êγ

⟩⟨
l̂ϵêδ

⟩
−
⟨
l̂ϵ, êγ

⟩⟨
l̂β êδ

⟩}
=

1

2
Tαβϵ

(
δβγ δ

ϵ
δ − δϵγδ

β
δ

)
= Tαγδ
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さらに式 14.35の左から外微分をとると

dωαβ ∧ l̂β + ωαγ ∧ ωγβ ∧ l̂β = Rαβ ∧ l̂β

式 14.34を用いて d
(
dl̂α
)
= 0から

dωαβ ∧ l̂β + ωαγ ∧
(
T γ − dl̂γ

)
= Rαβ ∧ l̂β

dωαβ ∧ l̂β − ωαγ ∧ dl̂γ + ωαγ ∧ T γ = Rαβ ∧ l̂β

d
(
dl̂α + ωαγ ∧ l̂γ

)
+ ωαγ ∧ T γ = Rαβ ∧ l̂β

dTα + ωαγ ∧ T γ = Rαβ ∧ l̂β

となる。

　接続 1形式 ωの共変微分を曲率 2形式 Ωという。

Ω ≡ Dω ∈ Ω2(P )⊗ g

この時、式 15.24、15.25からHugP = Rg∗HuP,ω(Rg∗X) = R∗
gω(X)で定義された Rg∗ と R∗

a を用いて

曲率 2形式は式 15.21と比較し、

R∗
aΩ = a−1Ωa, a ∈ G

が成り立つ。この命題を証明しておこう。まず、Ra∗ 演算子が水平部分空間を不変にしたから

(Ra∗X)H = Ra∗
(
XH

)
さらに外微分演算子と交換する

dpR
∗
a = R∗

adp

また、aが定数で、式 15.22から
R∗
aω = a−1ωa

従って、Ω = dpω, dpa = 0(a = Const.)だから

R∗
aΩ(X,Y ) = Ω(Ra∗X,Ra∗Y )

= dpω
(
(Ra∗X)H , (Ra∗Y )H

)
= dpω

(
Ra∗X

H , Ra∗Y
H
)

= R∗
adpω(X

H , Y H)

= dpR
∗
aω(X

H , Y H)

= dp(a
−1ωa)(XH , Y H)

= a−1dpω
(
XH , Y H

)
a

= a−1Ω(X,Y )a

が言えた。{Tα}は gの基底とする。

接続形式 g値 p形式を ζα ∈ Ωp(M)として

ζ = ζα ⊗ Tα

接続形式 g値 q形式を ηα ∈ Ωp(M)として
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η = ηα ⊗ Tα

とすると、次のように交換積が定義できる。

[ζ, η] ≡ ζ ∧ η − (−1)pqη ∧ ζ

= TαTβζ
α ∧ ηβ − (−1)pqTβTαη

β ∧ ζα

= [Tα, Tβ ]⊗ ζα ∧ ηβ = fγαβTγ ⊗ ζα ∧ ηβ

特に p, qが奇数の場合は

[ζ, ζ] = 2ζ ∧ ζ = fγαβTγ ⊗ ζα ∧ ζβ

となる。

P 点において水平、垂直部分空間内のベクトル X ∈ HuP, Y ∈ VuP とする。この時、このベクトルの交換

積は

[X,Y ] ∈ HuP (14.38)

のように水平部分空間内にある。一見、交換積は対称のように見えるが、常に水平空間内にあることになる

のは興味がある。

そこで、これをみておく、Y を g(t)で生成されるベクトル場とすると定義から

[Y,X] = lim
t→0

t−1
(
Rg(t)∗X −X

)
が成り立つ。さらに

Rg∗HuP = HugP

を満たすので、ベクトル Rg(t)∗Y は水平方向にある。よって [Y,X]も水平方向にある。

X,Y ∈ TuP とする。このとき、Ωと ωについて次のCartan構造方程式を満たす。

Ω(X,Y ) = dpω(X,Y ) + [ω(X), ω(Y )]

これから ω = ωα ⊗ Tα として

[ω, ω](X,Y ) = [Tα, Tβ ]ω
α ∧ ωβ(X,Y )

= [Tα, Tβ ]
(
ωα(X)ωβ(Y )− ωβ(X)ωα(Y )

)
= [ω(X), ω(Y )]− [ω(Y ), ω(X)]

= 2 [ω(X), ω(Y )]

となるので

Ω(X,Y ) =

(
dpω +

1

2
[ω, ω]

)
(X,Y ) = (dpω + ω ∧ ω) (X,Y )

とかけるから簡単に次のように表現することが多い。

Ω = dpω + ω ∧ ω (14.39)

さて、Cartanの構造方程式を導こう。
まずX,Y ∈ HuP とすると

ω(X) = ω(Y ) = 0

となる。X = XH , Y = Y H であるから

Ω(X,Y ) = dpω(X
H , Y H) = dpω(X,Y )
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である。

また、X ∈ HuP, Y ∈ Vu とすると Y H = 0だから

Ω(X,Y ) = 0

ω(X) = 0

よって dpω(X,Y ) = 0が成り立てばよいことになる。これは第 2部の式から一般に

dpω(X,Y ) = Xω(Y )− Y ω(X)− ω([X,Y ])

この時、X ∈ HuP, Y ∈ Vu とすると ω(X) = 0だから

dpω(X,Y ) = Xω(Y )− ω([X,Y ])

となる。Y ∈ VuP だから、ある元 V ∈ gに対して

Y = V #

となり、基本ベクトル場 V # をつくれる。このとき

ω(Y ) = V

が定数になるから

Xω(Y ) = X · V = 0

となる。従ってこの時、式 14.38から
[X,Y ] ∈ HuP

だから VuP 上には [X,Y ]はないことになる。よって

ω([X,Y ]) = 0

が成り立ち、

dpω(X,Y ) = 0

である。

次にX,Y ∈ VuP とすると Ω(X,Y ) = 0を得るから、この時は

dpω(X,Y ) = Xω(Y )− Y ω(X)− ω([X,Y ]) = −ω([X,Y ])

となる。X,Y は Lie括弧積 [X,Y ] ∈ VuP に対して閉じているから、ある元 A ∈ gが存在して

A = ω([X,Y ]), A# = [X,Y ]

を満たす。そこで B# = X,C# = Y とすると

[B,C]# = [B#, C#]

だから

[ω(X), ω(Y )] = [B,C] = A

となるから

0 = dpω(X,Y ) + ω([X,Y ]) = dpω(X,Y ) + [ω(X), ω(Y )]

となる。Ωが線形かつ歪対称なので以上で Cartanの構造方程式が示された。
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14.8 曲面の単位接束 [11]

　 R3 に埋め込まれた滑らかな曲面M を考える。M の点 pと R3 のベクトルの組を

(p, v)

で表す。特に vは pでM に接し、かつ長さが 1の単位ベクトルを考え、これらを EM とする。

EM =
{
(p, v) ∈M × R3|v ∈ TpM, ||v|| = 1

}
EM からM への写像を πM とし、次のように (p, v) ∈ EM に対し、第 1成分 pを対応させた組を

πM : EM ∋ (p, v) → p ∈M

とする。この時の集合 EM を単位接束と呼ぶ。接ベクトルの表現に対応し、

T 1M

と表現することもある。1点 p ∈M の逆像を

π−1
M (p)

で表すと、これは点 pでM に接する長さ 1のベクトルの全体である。これは単位球面上の S1と同じである。

これから S1 束と呼ばれる。この構造を考えていこう。

曲面M 全体でガウス写像を γ :M → S2 が定義されているとする。すなわち、M は向き付け可能である。

この設定で、EM への S1 の作用を

ρM =
{
ρMg |g ∈ S1 = SO2

}
とする。つまり式 12.18に対応して

g(s) =

(
cos(s) − sin(s)

sin(s) cos(s)

)

とする。(p, v) ∈ EM に対して、ρMg (p, v)をこの g(s)で定義する。また、

u = γ(p)× v

と置き、、作用は

ρMg (p, v) = (p, (cos(s)) v − (sin(s))u)

で定義する。これにより、EM 上の S1 束構造が決まる。この束射影が

πM : EM →M

であり、その底空間がM になる。そこで写像 Γ : EM → SO3 を次で定義する。

Γ(p, v) =

 γ (p)

v

γ(p)× v


もし、M が単位球面 S2 であれば前節の ES2 = SO3 と同じになり、γ は S2 の恒等写像である。

作用 ρM の基本ベクトル場 ηM も 12.22と同様に次のように定義できる。

ηM (p) =
d

ds
ρMg(s)(p)|s=0
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この時、πS2 ◦ Γ = γ ◦ πM が成り立つ。次の図式は可換になる。

EM −→Γ→ SO3

πM
↓ ↓πS2

M −→γ→ S2

上の図で縦列が束射影となる。S1 の束

πi : Ei →Mi

の底空間と全空間の写像が

ϕ :M1 →M2

Φ : E1 → E2

があって、

写像と束射影が可換であり、S1 の作用に関し、同変的である場合、

写像 Φあるいは組、(Φ, ϕ)を S1 束の間の束準同型写像という。

S1 の作用 ρM と ρS
2

に関して

Γ
(
ρMg (p, v)

)
= ρS

2

g Γ ((p, v)) ,
(
∀g ∈ S1,∀(p, v) ∈ EM

)
(14.40)

が成り立つ。この時、Γは作用 ρM , ρS
2

に対して同変的であるという。

前節でみたように接ベクトルX を作用 ρg(A)で移動すると、その微分 dρg(X)に写った。

そこで式 12.42より ηは SO3 上の基本ベクトル場だから

dΓ(ηM ) = η, η ∈ SO3

14.9 局所座標

　M の局所座標 ϕ : U →M を使って EM の局所座標を ϕ̃ : V → EM を次のように構成する。

R2 の座標 (x, y)とおく、ガウス写像 γ : M → S2 と ϕとの合成写像 γ ◦ ϕ(x, y)を今後、略して γ(x, y)と

する。

前節で自然なリフトを構成する際にベクトル組の式 13.1を作ったように合成写像を表す組として
次のようなベクトルを構成する。

X,Y : U → R3 を

X(x, y) =
∂ϕ

∂x
(x, y) /||∂ϕ

∂x
(x, y)|| (14.41)

Y (x, y) = γ (x, y)×X(x, y) (14.42)

と置く、この場合のX,Y は 2次元のベクトル成分を持つ。ϕ̃(x, y, s)を行列に格上げし、

ϕ̃(x, y, s) = (ϕ(x, y), cos sX(x, y)− sin sY (x, y)) (14.43)

で定義し、R3 の開集合 VU,a を

VU,a =
{
(x, y, s) ∈ R3|(x, y) ∈ U, a− π < s < a+ π

}
とおく。これにより ϕ̃ : VU,a → EM は EM の局所座標になる。前節で見るように、これは一通りではない。

M の局所座標 (ϕ,U)と定数 aをいろいろ変えて得られる ϕ̃を全部あつめれば EM の局所座標系が得られる

ことになる。

との場合についても

πM ◦ ϕ̃ = ϕ
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が成り立つので、変数 sを固定すれば ϕ̃は ϕのリフトである。よって式 12.20のように Γと ϕ̃との合成が次

のようになる。

Γ ◦ ϕ̃ =

 ω1

ω2

ω3

 =

 γ

cos sX(x, y)− sin sY (x, y)

sin sX(x, y) + cos sY (x, y)


ただし、M は R3 の部分集合で EM はM × R3 の部分集合なので、EM は R6 の部分集合である。

従って局所座標 ϕ̃は VU,aから R3 ×R3への写像になる。よって次の 3つのベクトルが R3 ×R3の中で 1次
独立であり、

EM の接空間 Tϕ̃(x,y,z)EM の線形基底となるはずである。

∂ϕ̃

∂x
(x, y, s),

∂ϕ̃

∂y
(x, y, s),

∂ϕ̃

∂s
(x, y, s)

これから EM は R6 内に描かれた 3次元多様体である。
S1 の EM への作用 ρM と、この局所座標との関係は次のようになる。

g(t) =

(
cos t − sin t

sin t cos t

)

とすると、作用はパラメタを推進させるから

ρMg(t)

(
ϕ̃(x, y, s)

)
= ϕ̃ (x, y, s+ t)

となる。従って、(x, y)を固定するごとに、曲線 s→ ϕ̃(x, y, s)は S1 軌道のパラメタ表示である。

これから接ベクトル

∂ϕ̃

∂s
(x, y, s) = (0,− sin sX(x, y)− cos sY (x, y)) ∈ Tϕ̃(x,y,s)EM

は作用 ρM の基本ベクトル場 ηM である。

ηM

(
ϕ̃(x, y, s)

)
=
∂ϕ̃

∂s
(x, y, s) =

(
0

− sin sX(x, y)− cos sY (x, y)

)

14.10 単位接束の接続形式

　 S1 束 πM : EM → M に、ある標準的な接続を定義する。EM への S1 作用 ρM に帯する基本ベクトル場

を ηM で表す。

SO3 の標準接続形式を θS2 とする。写像 Γで 1次微分形式 θS2 の引き戻しを

θM = Γ∗ (θS2)

と表す。

Γの同変性を利用して EM 上の 1次微分形式 θM が作用 ρM に関する接続形式になるためには式 12.32,12.33
より

iηM θM ≡ 1, LηM θM ≡ 0

が成り立つ。従って、θM は EM への S1 作用に関する接続形式である。

この接続形式はM の形状に依存するので標準接続形式とよぶ。

T(p,v)EM の 2次元部分空間H(p, v)を

H(p, v) =
{
X ∈ T(p,v)EM |θM (X) = 0

}
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とおき、これが (p, v)における水平面とよぶ。

束射影の微分 dπM は式より水平面に制限すると水平面と TpM の間の線形同型写像になる。

この逆写像が接平面 TpM から水平面H(p, v)への水平リフトと呼ぶ。

微分形式の引き戻しの定義式 12.34、からX ∈ T(p,v)EM に対し 1次微分形式から

θM (X) = Γ∗ (θS2) (X)

= θS2 (dΓ (X))

となる。例えばX を接ベクトルにもつ EM の曲線

t→ (p(t), v(t))

を考えてみよう。X は p− v曲面の接ベクトルだから

X =

(
dp(0)

dt
,
dv(0)

dt

)
(14.44)

この時の dΓは式 13.3から t = 0での微分係数として次のように定義できる。

dΓ(X) =
d

dt
Γ (p(t), v(t)) |t=0

=
d

dt

 γ (p(t))

v(t)

γ (p(t))× v(t)


t=0

(14.45)

さらに接続形式の定義式 12.26から

θS2 (dΓ(X)) = −1

2
Tr[X1dΓ (X) Γ (p(0), v(0))

−1
]

となったから式 14.45に 14.44を代入すると式 12.28,12.29,12.30をまとめて
次の行列式で表す。

θM (X) = −
⟨
dv(0)

dt
, γ (p(0))× v(0)

⟩

= − det

 γ (p(0))

v(0)
dv(0)
dt

 (14.46)

これに式 14.43を代入すると

ϕ̃(x, y, s) = (ϕ(x, y), cos sX(x, y)− sin sY (x, y)) = (p(0), v(0))

だから
∂ϕ̃

∂x
=

(
∂ϕ

∂x
, cos s

∂X

∂x
− sin s

∂Y

∂x

)
となるので、式 14.41,14.42から

X(x, y) =
∂ϕ

∂x
(x, y) /||∂ϕ

∂x
(x, y)||, Y (x, y) = γ (x, y)×X(x, y)

これから先の結果を利用して代入し、内積をつくると式 3.16から

p = ϕ̃(x, y, s) → γ(p) =

∂
∂xϕ(x, y, s)×

∂
∂yϕ(x, y, s)×

∂
∂sϕ(x, y, s)∥∥∥ ∂

∂xϕ(x, y, s)×
∂
∂yϕ(x, y, s)×

∂
∂sϕ(x, y, s)

∥∥∥
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だったので式 14.46より
歪対称性 ⟨

∂X

∂x
, Y

⟩
+

⟨
∂Y

∂x
,X

⟩
= 0

を用いると

θM

(
∂ϕ̃

∂x

)
= −

⟨
cos s

∂X

∂x
− sin s

∂Y

∂x
, γ (ϕ(x, y))× (cos sX(x, y)− sin sY (x, y))

⟩
=

⟨
−
(
cos s

∂X

∂x
− sin s

∂Y

∂x

)
,
d

ds
(cos sX(x, y)− sin sY (x, y))

⟩
= −

⟨
cos s

∂X

∂x
− sin s

∂Y

∂x
, sin sX(x, y) + cos sY (x, y)

⟩
= − cos2 s

⟨
∂X

∂x
, Y

⟩
+ sin2 s

⟨
∂Y

∂x
,X

⟩
= −

⟨
∂X

∂x
, Y

⟩
同様にして、

θM

(
∂ϕ̃

∂y

)
=

⟨
∂X

∂y
, Y

⟩
である。さらに

∂ϕ̃

∂s
= (0,− sin sX − cos sY )

だから

θM

(
∂ϕ̃

∂s

)
= −⟨− sin sX − cos sY, sin sX + cos sY ⟩ = 1

であり、∂ϕ̃
∂s = ηM で接ベクトルになっていることがわかる。

以上から次の重要な関係が得られる。接続形式の ϕ̃による引き戻しが

ϕ̃∗ (θM ) = θM

(
∂ϕ̃

∂x

)
dx+ θM

(
∂ϕ̃

∂y

)
dy + θM

(
∂ϕ̃

∂s

)
ds

= −
⟨
∂X

∂x
, Y

⟩
dx−

⟨
∂X

∂y
, Y

⟩
dy + ds

で表される。ここで x, yと sを差別し、X : U → R3 の微分を

dX =
∂X

∂x
dx+

∂X

∂y
dy

とすると接続形式 θM の局所座標表示として

ϕ̃∗ (θM ) = ds− ⟨dX, Y ⟩

とかける。これは Y がねじれ方向

Y (x, y) = γ (x, y)×X(x, y)

であったので

dY =
∂Y

∂x
dx+

∂Y

∂y
dy

ψ̃∗ (θM ) = ds− ⟨dY, X⟩

も局所表示になる。
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14.11 測地線 [11]

　前節の球面上の例 13.9でみたように、M の曲線 c : [a.b] →M に対し、EM の曲線は持ち上げられた c̃で

c = πM ◦ c̃

を満たすのなら、c̃を cのリフトと呼べる。前節の球面と同じように次の場合を自然なリフトという。

cは正則で
dc

dt
̸= 0 (∀t ∈ [a, b])

とする。自然なリフトの定義は

c̃(t) =

(
c(t),

dc

dt
/||dc
dt

(t)||
)

である。一方で水平リフトは cが必ずしも正則である必要がない。

θM

(
dc̃

dt
(t)

)
≡ 0

が満たされれば水平リフトという。

これから平行移動も次のように定義できる。

A ∈ π−1
M (c(a))

に対し、Aを初期値荷物水平リフト c̃の終点での値を

Pc(A) = c̃(b) ∈ π−1
M (c(b))

とすると、これは cに沿った平行移動である。

cのリフト (c, v)が水平リフトの時、vを cに沿う平行ベクトル場という。

cは弧長パラメタを持つ時、 ∣∣∣∣dcdt
∣∣∣∣ ≡ 1

となるので球面の時の式 13.6から cの測地曲率を

kc(t) = −θM
(
dc̃

dt
(t)

)
と定義し、kc ≡ 0 となれば cは測地線である。つまり、自然リフトが水平リフトになるような曲線が測地

線といえる。

また、任意の点 (p, v) ∈ EM に対して初期条件

c(0) = p,
dc

dt
(0) = v

となる測地線が式 13.8から一意的に決まることは重要である。

14.11.1 平行移動

　曲線 c : [a, b] →M を考える。特に正則の条件はつけない。

A ∈ π−1
M (c(a))

に対し、前節でみたように常微分方程式の一意性定理から cのリフト c̃で次の初期条件を満たすものが一意

的に存在する。

c̃(a) = A, θM

(
dc̃

dt

)
≡ 0
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よって c̃を　曲線 c : [a, b] →M の水平リフトとする。このとき Γ ◦ c̃は

γ ◦ c : [a, b] → S2

の水平リフトになる。

これは前節式 12.41から EM の接続形式 θM が SO3 の接続形式 θS2 の Γによる引きもどしであったことか

ら明らかである。

球面の時と同様に平衡移動 Pc は S1 の作用 ρM と次のような同変性が成り立つ。

ρMg ◦ Pc = Pc ◦ ρMg ,
(
∀g ∈ S1

)
前節の式 12.49のところでトーラス上の平行移動を見た。そこで次の図のような種数 2のトーラスM を考

える。

図 14.2: [11]より

v ∈ TpM を cに沿って平行移動する。qにおける長さ 1の接ベクトルを

v′ = Pc (v)

とする。vの大きさが 1ではない場合はどうなるかというと、次のように単位ベクトルを移動しておいて、後

から ||v||倍する。
v′ = ||v||Pc (v/||v||)

図では vと v′ は平行な面上にあるように見えるが、曲線 cの位置によってはその保証はない。

つまり、平行移動の結果

v′ = Av

のような線形写像になる。

そこでM 上の曲線 c : [a, b] →M で弧長パラメ tタを持つものを考える。この時はパラメタによる微分は

||ċ|| = 1
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とおけた。さらに c(a), c(b)上のファイバーを次の A,B でおく。

A

(
c(a),

dc

dt
(a)

)
, B

(
c(b),

dc

dt
(b)

)
Aを cで c(b)まで移動したとき、Pc(A)と B との角度のずれを µとすると前節のホロノミーの式 13.15

B = ρMg(µ) (Pc(A))

になる。よって cの測地曲率 kc を次のように積分すれば角度 µが求まる。

µ ≡ −
∫ b

a

kc(t)dt

このホロノミーとガウス曲率の関係を考えてみよう。式 12.56のように球面の曲率は 1であったが、

普通はガウス曲率を面積要素で積分したものがホロノミーになる。

14.11.2 閉測地線

　 c : [a, b] →M を弧長パラメタを持ち、かつ閉じた測地線とする。すなわち、

c(a) = c(b),
dc(a)

dt
=
dc(b)

dt
, θM

(
dc̃

dt
(t)

)
≡ 0

とできる。この c̃は cの自然なリフトである。この閉じた閉曲線は閉測地線という。

この時の平行移動演算子 Pc は π−1
M (a)から自身への恒等写像になる。

Pc = idπ−1
M (a)

従って閉測地線に沿うホロノミーの角度は 0になる。

15 ファイバー [12]

15.1 主束

　前節までは主に SO3 中心に考えてきたが、ここでは更に一般化して多様体上の束構造を考える。　

　 P (M,G)を主束とする。u ∈ P として Gp を p = π(u)におけるファイバーとする。

ここで多様体の接空間ではなく、Pでの接空間を考える。
この時、P上の接続とは接空間 TuP を垂直部分空間 VuP と水平部分空間 HuP へ一意的に分解する操作で

ある。

ただし、次の条件を満たすとする。ただし、滑らかなベクトル場 X が存在し、XH ∈ HuP,X
V ∈ VuP と

し、u ∈ P, g ∈ Gとする。

1. TuP = HuP ⊕ VuP

2. X = XH +XV

3. HugP = Rg∗HuP

　第 2で部で構造群とベクトル束の考え方の基本を学んだ。次にとなりあう接空間がどう変化していくことに
ついて考察しよう。

接続 (connection)とは無限小だけ離れた点での接空間を比べる構造である。
例えば物理ではゲージポテンシャルが接続を表し、曲率はゲージ場の強さを表すといった対応がある。

多様体上での平行移動を次のように決める。
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点 p, p′ を結ぶ曲線を tをパラメタとして γ(t)で表す。

点 pで接空間 TpM 上のベクトルX は γ(t)に接している。

X が曲線に沿って平行移動されるとはX が pから p′ へ dX/dtで曲面に垂直になることである。

つまり接空間に垂直な空間が用意され、接ベクトルの時間変化を示すベクトルはこの垂直な空間におさまら

ないといけない。

逆にこれが保証されるように連続な曲線 γ(t)ができる。これは前節の式 6.34から次のように表すことがで
きる。

Xµ(x+∆x)// −Xµ(x) = ∆xνGµνλX
λ

この曲線 γ(t)に対してX の共変微分がtに対する変化率として

∇νX
µ = lim

△x→0

1

∆x
{Xµ(x+∆x)−Xµ(x)} −GµνλX

λ

=
∂Xµ

∂xν
−GµνλX

λ (15.1)

となる。この共変微分と通常の微分との差を測るが接続であるともいえる。共変微分が 0であれば平行移動と
考えることができる。

平行移動は多様体の接線に沿って移動するのでこの線は測地線とも呼ばれる。n次元多様体のM を底空間と

する。

各点 p ∈ M でのファイバが接空間 TpM の順序付けられた全ての基底の集合である時、これをフレーム束

(Frame bundle)F (M)という。

15.2 右作用演算子

全てのフレームは 1つの固定されたフレームにGL(n.R)群の元を作用させることで得られたからファイバー

は群GL(n.R)自身である。このようにファイバ自身が群構造となっているようなFiber束を主ファイバ束（主
束）といい P (M,G)で表す。

一般の主ファイバ束（主束）は局所的に

P = Uα ×G (15.2)

であり、これを変換関数でつないだものと理解できる。

P は多様体上の主ファイバー束とする。主ファイバー束 P の点を uとし、p = π(u)におけるファイバーを

Gpと書く。点 uを通るファイバーの接ベクトル全体が接空間 TuM の部分空間であるとみなせる。そこでこれ

を uでの垂直部分空間といい、Vu(P )で表す。接空間 TpM において、Vu(P )の補空間を考えこれを水平部分

空間といいHu(P )で表す。すると次の図左のように直和にわけることができる。

図 15.1: 主ファイバー束 Pとその水平、垂直部分空間

Tu(P ) = Vu(P )⊕Hu(P ) (15.3)
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ただし、この時、Vu(P )は P の構造で決まるがHu(P )を一意的に決めるものではない。そこで次のような条

件を課すことにする。

uが次のように変化する場合

u→ u′ + ug (g ∈ G) (15.4)

図の右のようにHu はHu′ に変化すると考える。この時次のように右作用演算子を定義する。

Hu′ ≡ Hug = RgHu

この演算子により同じファイバー上で別の水平部分空間に移ることができる。

実際に P 上に 1形式 ωを考えてこの様子を見てみる。P 上の局所座標を x ∈M, g ∈ Gとして

{x, g}

とおく、ただし多様体のM の次元を n、構造群の次元を dとする。従って接空間 Tu(P )の次元は

n+ d

である。ここで天下り的だが 1形式を満たす次のような接続形式 Aを持ってくる。

A = Aαµ
λα
2i
dxµ (15.5)

ただし、λα はリー代数L の元で構造定数を fabc として次の括弧積の関係を満足するとする。[
λa
2i
,
λb
2i

]
= fabc

λc
2i

(15.6)

また、この Aをもちいて (g ∈ G)の作用は式 15.4から、次のように書ける。

gω = dg +Ag (15.7)

よって

ω = g−1dg + g−1Ag

=
(
g−1

)
ik
(dg)kj +

(
g−1

)
kl
Aαµ

(λα)lk
2i

dxµ (g)kj

ここでは接空間 Tu(P )は次のように分解され Vu(P )の次元が d、Hu(P )の次元は nである。よってHu(P ) は

接ベクトルと構造群の基底を用いて基底を次のように置くことができる。

∂

∂xµ
+ Cµij

∂

∂gij
(µ = 1, 2, · · · , n), (i, j = 1, 2, · · · , d) (15.8)

従って Cµij がわかればHu(P )が決まる。主ファイバー束 Pの接空間 Tu(P )の双対空間を T ∗
u (P )で表すと図

のように ω ∈ L ⊗ T ∗
u (P )は垂直部分空間 Vu(P )への Tu(P )の射影である

図 15.2: 垂直部分空間への射影

356



15.3 水平、垂直移動

　第 2部で RN 値の 1次微分形式の分解を考えた。これを拡張してファイバー上での接続を考えよう。
前節から多様体M 上の点 xでのファイバー Exが定義できる。この時射影により Exの全ての点は底空間の

1点 xに図左のように射影される。

図 15.3: ファイバー上の垂直・水平移動

これを次のような式で表現する。

π(Ex) = x, Ex = π−1(x) (15.9)

よって全体は局所的には底空間M とファイバー F の直積として表すことができる。

U × F ∼ π−1(U) (15.10)

例えば p ∈ Ex に対して

εx(p) = {x, ϕ(x)} (15.11)

とすると εx(p)がファイバ上の座標である。余分な自由度が加えられれていることが重要である。この余分

な自由度は xに対して影響を与えない。gが Gを構造群とする。

Lie群であるとするとこの要素が右から作用し、ファイバ空間を垂直方向のみに移動させることがわかる。
つまり p ∈ P, g ∈ Gとして

π(pg) = π(p) = x

また

ϕx(pg) = ϕx(p)g

である。

次に主ファイバ束 P での水平方向の移動について考える。これにはこれまで次のような少々まわりくどい考

え方を用いた。

上図右のように底空間M に連続した曲線 C がある時、ファイバー束上では C̃ に引き上げられる。この曲線

上の座標は

(xµ, g(t)) (15.12)

と表すことにする。

主ファイバイ束 P での単位ベクトルを次のように決める。まず、底空間において xµ が増加する方向をファ

イバ水平方向の単位ベクトルの時間成分として(
d

dt

)
H

= ẋµ
∂

∂xµ
(15.13)

とし、垂直方向についてはから Lie群が無限小生成元 Aをパラメタ tで表すことができる。
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15.4 基本ベクトル場

　 uを主束 P (M,G)の元とし Gp を p = π(u)におけるファイバーとする。M ではなく主束 P での接空間

を TuP とすると VuP は垂直部分空間に相当し、その補空間として水平部分空間HuP を次のように定義する

のである。

TuP = HuP ⊕ VuP (15.14)

垂直部分空間 VuP は gの元を Aとして次のような右作用で表すことができる。

Rexp(tA)u ≡ u exp(tA) (15.15)

これから uを通る曲線が Pに定義され

π(u) = π(u exp(tA)) = p (15.16)

となるのでこの曲線は構造群 Gp の内部にある。f : P → Rをなめらかな関数として今 A# ∈ TuP を

A#f(u) =
d

dt
f(u exp(tA))|t=0 (15.17)

で定義する。

Aは式 15.5で定義した Lie環を満たす接続 1形式のベクトル場であった。
A# は uにおいて Gp に接するので A# ∈ VuP となることがわかる。

こうして P の各点において Lie環の構造を保ったベクトル場Aµが導入できるのでこのA#は基本ベクトル

場という。

ここで A→ A# の同型写像として g → VuP が定義できる。

次の図のように任意の u ∈ P, g ∈ Gに対し、式 15.15より

Rg∗HuP = HugP (15.18)

となる。

図 15.4: HugP は右作用 Rg∗ によりHuP からつくられる

主束の接空間 TuP と VuP が関係を保つためには接続が必要になる。そのため次のように双対空間との直積

から 1形式の ωを導入する。

ω ∈ g ⊗ T ∗P (15.19)

これは TuP の垂直線分 VuP ≃ gの上への射影であり Lie環になっている。
式 15.17から次が成り立つ。

358



ω(A#) = A A ∈ g (15.20)

R∗
gω = Adg−1ω (15.21)

つまり接続 1形式は 1形式 ωと主束 P の接空間上の A# ∈ VuP との作用がベクトル場 A ∈ gになるもので

ある。

形式的には 1形式 ωと A#を作用させると#がとれる。また、第 2式からは随伴表現がX ∈ TuP において

R∗
gωug(X) = ωug(Rg∗X) = g−1ωu(X)g (15.22)

が成り立つ。

すると水平部分空間HuP が ωの核を用いて定義できる。

HuP ≡ {X ∈ TuP |ω(X) = 0|} (15.23)

これは切断の双対ように ωの接ベクトルに対する核を満足するものとして水平部分空間が張られることを意

味し、水平部分空間は右作用によりつくることができることを示す。

点 u ∈ P,X ∈ HuP として Rg∗X ∈ TugP を考えると ω(X) = 0なので

ω(Rg∗X) = R∗
gω(X) = g−1ω(X)g = 0 (15.24)

となるから Rg∗ もまた水平部分空間をつくり

Rg∗X = HugP (15.25)

となる。

Rg∗ は逆を持つ線形写像だから任意のベクトル

Y ∈ HugP

はあるベクトル

X ∈ HuP

に対して

Y = Rg∗X

となるので結局

Rg∗HuP = HugP

を満たす。このような接続 1形式は Ehresmann接続と呼ばれる。
この垂直、水平空間への分解は後章のゲージ理論で拡張される。

15.5 局所自明化 [12]

{Ui}をMの開被覆として σiを各 Uiで定義される切断であるとする。Ui上の Lie環に値をとる 1形式を次
で定義する。

Ai ≡ σ∗
i ω ∈ g ⊗ Ω1(Ui) (15.26)

これにより σ∗
i による引き戻しが Ai になる接続 1形式がつくられる。Ui 上に 1形式と局所切断
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σi : Ui → π−1(Ui)

が与えられると

Ai = σ∗
i ω (15.27)

となる ωが Ui 上に存在する。切断による引き戻しは今後重要な意味を持つのでこれを証明しておく。

fig1.eps

図 15.5: 多様体M上の接ベクトルX はファイバー上の σi∗X に写される

上図のように u = σi(p)gi に対して ϕi(p, gi) = uとなる写像を用意する。

ϕ−1
i (u) = (p, gi)

このように逆行列が定義できることを標準的自明化という。

P上の g値 1形式を ωi として、式 3.55より dP を P上の外微分とすると ωi は

ωi = g−1
i π∗Aigi + g−1

i dP gi (15.28)

によって定義できる。

とおく。X = TpM に対して σi∗X ∈ TσiP であり、σi においては g = eであるから

σ∗
i ωi(X) = ωi(σi∗X)

= π∗Ai(σi∗X) + dP gi(σi∗X) (15.29)

= Ai (π∗σi∗X) + dP gi(σi∗X)

さらに σi∗X に沿っては g = eなので、次のように TpM での恒等元が定義できる。

π∗σi∗ = idTP (M) (15.30)

さらに、ここでは常に外微分が 0であり、回転成分もない。

dP gi(σi∗X) = 0 (15.31)

である。よって

σ∗
i ω(X) = Ai(X) (15.32)

がいえた。

次に式 15.28の定義が接続の条件を満たすことをみておく必要がある。
そこでX = A# ∈ VuP, A ∈ gとする。切断であれば

π∗X = 0 (15.33)
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であるから式 15.28から次のように tを分離できて

ωi(A
#) = g−1

i dpgi(A
#)

= gi(u)
−1 dg(uExp(tA))

dt
|t=0

= gi(u)
−1gi(u)

d(Exp(tA))

dt
|t=0

= A (15.34)

である。次にX ∈ TuP, h ∈ G とする。この時 πRh = πだから π∗Rh∗ = π∗ よって

π∗Rh∗X = π∗X (15.35)

giuh = giuh (15.36)

ここで γ(t)を γ(0)が t = 0で uを通る曲線で uでの接ベクトルがX であるものとして

g−1
iuhdpgiuh(Rh∗X) = g−1

iuh

d

dt
giγ(t)h|t=0

= h−1 g−1
iu

d

dt
giγ(t)|t=0h

= h−1 g−1
iu dpgiu(X)h

が成り立つので式 15.28から

R∗
hωi(X) = ωi(Rh∗X)

= g−1
iuhAi(π∗X)giuh + g−1

iuhdpgiuh(Rh∗X)

= h−1g−1
iu Ai(π∗X)giuh+ h−1g−1

iu dpgiu(X)h

= h−1g−1
iu (Ai(π∗X)giu + dpgiu(X))h

= h−1ωi(X)h (15.37)

となる。従って g値 1形式 ωi は実際に

R∗
hωi(X) = h−1ωi(X)h (15.38)

を満たすので接続 1形式であるといえる。

15.6 主束上の共変微分

　第 2部で切断について詳しくみた。今後、ゲージ論などで主束上に同伴するベクトル束の切断を微分する
ことが生じる。

そこで同伴束上の共変微分を考える。

　前節で曲率については共変微分を 2回作用させることで考えてきた。主に　微分 0形式である関数の接続
をみてきたが、ここではさらに一般化し、ベクトル束の接続を考える。主束を P (M,G)とし、まず、k次元ベ

クトル空間の V として

はじめに共変微分の再定義をする。外微分 dを

d : Ωr(M) → Ωr+1(M)
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として微分 r形式とは ϕ ∈ Ωr(P )⊗ V というベクトル空間と外微分空間のつくる体積空間の要素を考え、

ϕ : TP ∧ · · · ∧ TP → V

とし、これを微分可能になるように一般化をする。{eα}を V の基底、ϕα ∈ Ωr(P )とし、次のように基底ベ

クトルの和を用いて表す。

ϕ =

k∑
α=1

ϕα ⊗ eα

先に見たように主束 P (M,G) 上の接続 ωは節空間 TuP を水平、垂直部分空間に分解した。

TuP = HuP ⊕ VuP

これからベクトルX ∈ TuP は

X = XH +XV

で表すことができた。この時、共変微分は dpϕ ≡ dpϕ
α ⊗ eα として、

Dϕ(X1, · · ·Xr+1) ≡ dpϕ(X
H
1 , · · · , XH

r+1)

のように水平ベクトルのみに作用するもので、射影の働きをしていることが確認できる。

coLV2.eps

図 15.6: 共変微分は水平持ち上げにより区別されない

P (M,G)を射影 πp の G主束とする。M のチャート Ui と Ui 上の切断 σi をとる。標準的な自明化として

ϕi(p, e) = σi(p)

を取る。曲線 γ : [0, 1] → Ui の水平持ち上げを図のように γ̃ として

γ(0) = p0

γ̃(0) = u0

とする。するとこの主束には射影 πE とするベクトル束 E = P ×ρ V が同伴する。X ∈ Tp0M を p0 におい

て γ(t)に接する接ベクトルとする。s ∈ Γ(M,E)をM 上の切断、すなわちベクトル場とする。E の元は

[(u, v)] =
{
(ug, ρ(g)−1v)|u ∈ P, v ∈ V, g ∈ G

}
と書ける。同値類の代表元をとることがゲージを固定することに対応する。そこで切断

s(p) = [(σi(p), ξ(p))]

を代表元として選ぶ。

　ここでEにおいて、M 上の曲線 γに沿った平行移動を考える。ただし、ξが平行移動されたとは ξ(γ(t))が

γ(t)に沿って定数であることが条件にしたいのだが、ここでは切断 σi(p)の選び方に依存するのでつかえない。
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そこで、あるベクトルが P における γ の水平持ち上げ γ̃ に関して定数でれば平行移動であるとする。この

時、切断

s((t)) = [(γ̃(t), η(γ(t)))]

は平行移動されたとする。γ̃
′
(t)が γ の別の水平持ち上げであるとき

γ̃
′
(t) = γ̃(t)a, a ∈ G

とかけるから簡単のために η(γ(t)) = γ(t)と書くと、第 2部から
Gのファーバー F への右からの作用を u ∈ π−1(Ui), p = π(u)に対して

ϕi : Ui ×G→ π−1(Ui)

は局所自明化で

ϕ−1
i (u) = (p, gi)

π−1(Ui)への右作用が

ϕ−1
i (ua) = (p, gia)

となり、これは図のような垂直移動をファイバー空間上で表していた。

fiberVG.eps

図 15.7: ファイバー上の垂直移動

よってこの時は ′ に注意して

[(γ̃(t), η(γ(t)))] =
[(
γ̃

′
(t)a−1, η(t)

)]
=
[(
γ̃

′
(t), a−1η(t)

)]
(15.39)

となる。よって η(t)が γ(t)に沿って定数であればその定数倍になる a−1η(t)もまた定数になる。

次に共変微分を定義する。切断 s(p)は γ(t)に沿って s(t)に移動し、

s(t) = [(γ̃(t), η(γ(t)))]

従って p0 = γ(0)における s(t)の γ(t)に沿った共変微分は

∇Xs ≡
[(
γ̃(0),

d

dt
η (γ(t)) |t=0

)]
となる。この値が普遍的であるためには水平持ち上げ

γ̃
′
(t) = γ̃(t)a, a ∈ G

に依存しないはずである。この時、式 15.39から ′ に注意して

[(
γ̃

′
(0),

d

dt

{
a−1η (γ(t))

}
|t=0

)]
=

[(
γ̃

′
(0)a−1,

d

dt
η (γ(t)) |t=0

)]
=

[(
γ̃(0),

d

dt
η (γ(t)) |t=0

)]
(15.40)
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が成り立つので影響をうけない。つまり、持ち上げられた γ̃の程度には無関係である。これが共変微分のも

つ重要な性質である。

従って共変微分∇Xsは切断を新しい切断に写すことになる。

∇Xsは接ベクトルX と切断 s ∈ Γ(M,E)のみに依存し、局所自明化には依存しない。

つまり、pにおいて

Xp ∈ TpM

となる接ベクトル場X があれば曲線 γ(t)でXp ∈ TpM を満たし、かつ

γ(0) = p

ととれるということになる。

15.7 主束上の共変外微分

　前節と同様にM は n次元多様体 E はベクトル束とする。π : E →M は射影である。よって x ∈M に対

し Ex = π−1(x)は x上のファイバーである。ファイバーは Rr であり

E :M ×Rr

M 上の p次微分形式の全体を Ap(M)と表す。E 上に値をとる場合は Ap(E)である。

Ap(M) = Γ(∧pT ∗M)

Ap(E) = Γ(∧pT ∗M ⊗ E)

と表す。外積によって

Ap(M)×Aq(E) = Ap+q(E)

となり、接続により

∇ : Γ(E) → Γ(T ∗M ⊗ E)

となった。そこでさらにこのベクトル束 T ∗M ⊗ E の接続を考える。単純には

∇ : Γ(T ∗M ⊗ E) → Γ(T ∗M ⊗ T ∗M ⊗ E)

となるが単純ではなく T ∗M の接続を考えないといけない。そこで切断を σとして

σ ∈ A0(E)

θ ∈ Ap(M)

とおき、

D : Ap(E) → Ap+1(E)

となる写像を式 15.28から次のようにおく。これを共変外微分という。

D(σ, θ) = ∇σ ∧ θ + σ · dθ (15.41)
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たとえば 1次微分形式の場合 p = 1として ϕ ∈ A1(E)の時、式 11.57のように座標変化と ϕの両方の変化が

関わるので 2つの接ベクトル場X,Y により

Dϕ(X,Y ) =
1

2
(∇X(ϕ(Y ))−∇Y (ϕ(X))− ϕ ([X,Y ])) ∈ A2(E) (15.42)

となる。これは Lie微分でみた一般化といえる。従って共変外微分は σ ∈ A0(E)に対しては接続に一致し、

Dσ = ∇σ

である。また外微分の性質から ϕ ∈ Ap(E), θ ∈ Aq(M)の時、共変外微分は

D(ϕ ∧ θ) = Dϕ ∧ θ + (−1)pϕ ∧ dθ (15.43)

が成り立つ。通常の外微分では dd = 0であったので 15.41から

D2(σ, θ) = D (Dσ ∧ θ + σ · dθ)

= D2σ ∧ θ −Dσ ∧ dθ +Dσ ∧ dθ + σ2d2θ

= D2σ ∧ θ

従ってこの結果はD2σに依存している。これは一般的に 0であるとはいえない。直接 2次微分形式が関わる。
そこで θが関数 f とすれば

D2(fσ) = fD2σ, σ ∈ A0(E), f ∈ A0(M) (15.44)

したがってM 上の 1点 xで σx = 0であれば (D2σ)x = 0となるから一般に

σ, ρ ∈ A0(E)が σx = ρx であれば (D2σ)x = (D2ρ)x となる。

これから (D2σ)x が σx だけできまり、近傍の様子や変化量には無関係であることがわかる。

そこで各点 xでD2 は次の線形写像として定義できる。

D2 : Ex → ∧2T ∗M ⊗ Ex (15.45)

これは 2形式になるので自己準同型写像を End記号で表すと次のように接続の曲率 Rが定義できる。

R ≡ D2 ∈ A2(EndE) (15.46)

1形式 ϕ = Dσから接続の曲率を求めてみると式 15.42から

D2σ = R(X,Y )σ

= D (ϕ)

=
1

2

(
∇X∇Y −∇Y∇X −∇[X,Y ]

)
σ

これはビアンキ恒等式の章で登場したRicci恒等式である。
E の局所標機構 {e1, e2, e3, · · · er}に曲率 Rを作用させると接続形式を ωij として

Dei =
∑

ωµi eµ (15.47)

Rei = D
(∑

ωµi eµ

)
=

∑
dωµi eµ −

∑
ωµi ∧Deµ

=
∑(

dωµi −
∑

ωνi ∧ ωµν
)
eµ
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となるので次の 1形式演算子を定義すると次の接続の構造方程式 (structure equation)

Ωµi = dωµi −
∑

ωνi ∧ ωµν = dωµi +
∑

ωµν ∧ ωνi (15.48)

行列表示では次の接続の曲率形式 (curuature form)が得られる。

Ω = dω + ω ∧ ω (15.49)

これから次が得られる。

Rei =
∑

Ωµi eµ (15.50)

Ωは局所標構の変換に対し接続形式が式 3.55から

ω′ = a−1ωa+ a−1da

と 1形式が足されて変換された。これを曲率形式 15.49に代入すると曲率形式の変換は
da ∧ da = 0, dda = 0,

(
da−1

)
ωa = −a−1ωdaだから

Ω′ = dω′ + ω′ ∧ ω′

= d
(
a−1ωa

)
+
(
a−1ωa+ a−1da

)
∧
(
a−1ωa+ a−1da

)
= a−1dωa− a−1ωda+ a−1ωda+ a−1ωa ∧ a−1ωa+ a−1da ∧ a−1ωa

+a−1ωa ∧ a−1da+ a−1da ∧ a−1da

= a−1dωa+ a−1ωa ∧ a−1ωa

= a−1 (dω + ω ∧ ω) a

= a−1Ωa

となる。微分形式のみの変換則になったいる。従って曲率 Rが A2(EndE)の元であることがわかる。

さらにこの時の行列 aは Ua ∩ Ub 上での変換関数を ψab とすれば

Ωb = ψ−1
ab Ωaψab (15.51)

と表すことができる。

また共変外微分Dが作用しても接続∇は定義される。

D : Ap(EndA) → Ap+1(EndE)

ならば 2形式 A2 の元である曲率 Rに共変外微分を作用させるとどうなるかみてみよう。

σ ∈ A0(E), ϕ ∈ Ap(E)に対し

D2ϕ = R ∧ ϕ

だったから ϕ = Dσに対して

D2(Dσ) = R ∧Dσ

を得るがライプニッツ則から

D(Rσ) = DR · σ +R ∧Dσ

となるのでこれから恒等式として

DR = 0
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が成り立たなくてはいけないことがわかる。

これはリーマン曲率を共変微分して和をとることで得られたビアンキ恒等式 Bianchi identityである。
リーマン曲率が共変微分の交換積によって定義されたのと同様に、曲率形式が 2次の共変外微分から定義さ
れたが、さらに微分あるいは外微分を作用させると同じビアンキ恒等式が得られることは大変興味深い。

相対論のところでやったようにこの恒等式は別表現が得られる。

そのために曲率形式 15.49を外微分すると dω ∧ ω = Ω ∧ ω − ω ∧ ω ∧ ωだから

dΩ = dω ∧ ω − ω ∧ dω

= −ω ∧ ω ∧ ω +Ω ∧ ω + ω ∧ ω ∧ ω − ω ∧ Ω

からビアンキ恒等式の別表現として

dΩ− Ω ∧ ω + ω ∧ Ω = 0

が得られる。

多様体M 上に 2つのベクトル束 E,E′があり、その接続を∇,∇′とするこの時∇⊕∇′の曲率は R⊕R′と

なる。

曲率形式の行列が次のような対角行列になる。(
Ω 0

0 Ω′

)
次に積 E ⊗ E′ についての接続を∇′′ とし、外微分をD′′ とすると

∇′′ = ∇⊗ IE′ + IE ⊗∇′

であり、これから曲率は式 15.43からDは 1次微分形式だったから

R′′(σ ⊗ σ′) = D′′D′′(σ ⊗ σ′)

= D′′ (Dσ ⊗ σ′ + σ ⊗D′σ′)

= DDσ ⊗ σ′ −Dσ ⊗D′σ′ +Dσ ⊗D′σ′ + σ ⊗D′D′σ′

= Rσ ⊗ σ′ + σ ⊗R′σ′

となり結局次のように接続と同じ形式になる。

R′′ = R⊗ IE′ + IE ⊗R′

次に双対形式に対する変換もみておく。内積の微分から次が成り立つ。

d < σ∗, σ >=< ∇σ∗, σ > + < σ∗,∇σ >

15.8 変換規則

　次に接続係数が異なるベクトル場でどのような変換をうけるか求めてみる。

U ∩ V ̸= Øであるチャート (V, ϕ)を考え、その座標を関数

y = ϕ(p)

とする。それぞれの座標における基底を {eµ} = {∂/∂xµ}、{fα} = {∂/∂yα}とおく。
y座標に対応した接続係数を Γ̂αβγ とする。この時、基底ベクトル fα は
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∇fαfβ = Γ̂γαβfγ

となるが

fα = (∂xµ/∂yα) eµ

と書くと左辺が

∇fαfβ = ∇fα

(
∂xµ/∂yβ

)
eµ

=
∂2xµ

∂yα∂yβ
eµ +

∂xλ

∂yα
∂xµ

∂yβ
∇eλeµ

=

(
∂2xµ

∂yα∂yβ
+
∂xλ

∂yα
∂xµ

∂yβ
Γνλµ

)
eν

となる。一方で右辺は

Γ̂γαβfγ = Γ̂γαβ (∂x
ν/∂yγ) eν

に等しいことから接続係数は

Γ̂γαβfγ =
∂xλ

∂yα
∂xµ

∂yβ
∂yγ

∂xν
Γνλµ +

∂2xµ

∂yα∂yβ
∂yγ

∂xν
(15.52)

と変換しなくてはいけない。従ってこの変換規則は∇XY をベクトルにする

X̂α
(
∂̂αŶ

γ + Γ̂γαβŶ
β
)
fγ = Xλ

(
∂λY

ν + ΓνλµY
ν
)
eν

が成り立つことである。これは∇XY が座標の選び方に依存しないように変換則が決まることでもある。

よってテンソル場 Tλµν がある時、Γλµν + Tλµν は別の接続係数になる。また逆に接続係数はテンソルにはなり

得なかったが

Γγαβ − Γ̂γαβ (15.53)

=をつくるとこれは (x,2) 型のテンソルとして変換することがわかる。
また式 15.52の第 2項は局所的には Γ̂γαβfγ = 0とする慣性系をとることがいつでもできることを意味する。

このような座標系は無重力系という。

15.9 共変微分の局所表示

　第 2部の切断の章では切断を取ることでファイバー上に次元を広げることができた。この時、どこで切断
をとるかで局所座標が定義できた。

そこで　局所座標のみで共変微分を表すことを考える。P (M,G)を Gを主束、ベクトル束 E = P ×ρ V を
同伴束とする。

局所切断を σi ∈ Γ(Ui, P )とする。
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図 15.8: 接ベクトルX の水平持ち上げ

自明化は σi(p) = ϕi(p, e)を選ぶ。γ : [0, 1] →M を Ui における曲線とし、その水平持ち上げは

γ̃ = σi(t)gi(t), gi(t) ≡ gi (γ(t)) ∈ G

とする。e0α は V ,つまり、γ(0)での α番目の基底ベクトルで、E の切断を

eα(p) ≡
[
(σi(p), e

0
α)
]

(15.54)

とする。今後この切断と接ベクトルの 2成分表示を多用する。(
e0α
)β

= (δα)
β

であるから式 15.39から

eα(t) =
[(
γ̃(t)gi(t)

−1, e0α
)]

=
[(
γ̃(t), gi(t)

−1e0α
)]

と書ける。これは γ に沿って基底は変化していくわけだが、これを補正するように gi(t)
−1が e0αに作用して

いる。

式 15.34から g値 1形式の ωについて σi∗X に沿っては回転成分がなかったから

ω(σi∗X) = σ∗
i ω(X) = Ai(X)

とした時、常微分方程式から gi(t)の t微分が

dgi(t)

dt
= −ω(X)gi(t) = −Ai(X)gi(t)

となり、形式解が P を順序演算子として

gi (γ(t)) = P exp

(
−
∫ t

0

Aiµ
dxµ

dt
dt

)
= P exp

(
−
∫ γ(t)

γ(0)

Aiµ (γ(t)) dx
µ

)
とかけた。また

d

dt

{
g−1g

}
= 0 → dg−1

dt
g = −g−1 dg

dt

を利用し、g−1
i (0) = gi(0)だからベクトル eα の共変微分は式 15.40から

∇Xeα =

[(
γ̃(0),

d

dt

{
g−1
i (t)e0α

}
|t=0

)]
=

[(
γ̃(0),−g−1

i (t)

{
d

dt
gi(t)

}
g−1
i (t)e0α|t=0

)]
=
[(
γ̃(0)g−1

i (0),Ai(X)g−1
i (t)e0α|t=0

)]
=
[(
γ̃(0)g−1

i (0),Ai(X)e0α|t=0

)]
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となる。これから局所表示として γ̃(0) = σi(0)gi(0)を代入し、

∇Xeα =
[(
σi(0),Ai(X)e0α

)]
(15.55)

となる。ここで 1形式について
Ai = Aiµdx

µ = Aα
iµ βdx

µ

とする。ただし、ベクトル Tγ について

Aα
iµ β ≡ Aγiµ (Tγ)

α
β

である。これを 15.55に代入し、基底との内積は (Tγ)
α
β e

0
α = δγα とすると固有方程式が初期状態で

Ai(X)e0α =
dxµ

dt
e0βA

β
iµ (Tα)

β
γ e

0
α =

dxµ

dt
e0βA

β
iµγ δ

γ
α =

dxµ

dt
Aβ
iµαe

0
β (15.56)

となる。t微分を前に出すことができる。

共変微分は

∇Xeα =

[(
σi(0),

dxµ
dt

Aβ
iµαe

0
β

)]
=
dxµ

dt
Aβ
iµαeβ

つまり、

∇eα =
dxµ

dt
Aβ
i αeβ

となるから、座標曲線 xµ に対して次のようにかける。

∇∂/∂xµeα = Aβ
iµαeβ

これは主束 P 上の接続 Aが同伴束 E 上の共変微分を完全に決めていることになる。

この意味を考えよう。E での切断を一般的に eα を γ(t)の基底とし、

s(p) = [σi(p), ξi(p)] = ξαi (p)eα

とすると

ξi(p) = ξαi (p)e
0
α

とかけて、この共変微分が式 3.64ら次のようにかける。

∇Xs =

[(
σi(0),

dξi
dt

+Ai(X)ξi|t=0

)]
(15.57)

つまり、t = 0の値にたいして常に変化量 dξi
dt が加わる。ξiが局所座標で表されるから、さらに式 15.56から

∇Xs =

[(
σi(0),

dξi
dt

+Ai(X)ξi|t=0

)]
=
dxµ

dt

{
∂ξαi
∂xµ

+Aα
iµ βξ

β
i

}
eα (15.58)

のように曲線の接ベクトルでくくると座標の時間微分、つまり速度が見えてくる。こうなるように {}内の
接続の構造があるわけである。

共変微分が局所自明化にはよらないこともみておこう。切断 σj(p), σi(p)を共通部分をもつチャート Ui, Uj

上の局所切断としよう。Ui ∩ Uj 上では変換関数を用いて

σj(p) = σi(p)tij(p)

のように継ぎ接ぎをしていくことができた。そこで接ベクトル X に沿った共変微分を i → j と変化させる

と式 3.55から

Aj = t−1
ij Aitij + t−1

ij dtij
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だったから、式 6.7から次のようになる。

∇Xs =

[(
σj(0) · t−1

ij ,
d(tijξj)

dt
+Ai(X)tijξj |t=0

)]
=

[(
σj(0),

dξj
dt

+

(
t−1
ij

dtij
dt

)
ξj |t=0 +

(
t−1
ij Aitij

)
ξj |t=0

)]
=

[(
σj(0),

dξj
dt

+
(
t−1
ij Aitij + t−1

ij dtij
)
ξj |t=0

)]
=

[(
σj(0),

dξj
dt

+Aj(X)ξj |t=0

)]
つまり、これは共変微分が水平持ち上げに依存しないことを示す。ここで接続形式 Ai はゲージポテンシャ

ルであったことを思いだそう。

主束を考えると共変微分を変化させないようにこの Ai も変換されていく。次にゲージ変換についてみてお

こう。

15.10 ゲージ変換

　　接空間が TuP = HuP ⊕ VuP のように一意的に水平、垂直に分けられるためには Ui ∩ Uj 上で

Ui ∩ Uj → ωi = ωj (15.59)

でなくてはならない。ここで 1形式 ωは

ω|Ui = ωi (15.60)

であり、P 全体で定義される。この条件を満足させるために接続が必要である。

まず、変換関数により切断は

σj(p) = σi(p)ψij(p) (15.61)

と変換した。これに対し、引き戻しについては

P (M,G)は主束、σiはUi上の局所切断であるとする。ただし、Ui∩Uj ̸= ∅とする。この時、X ∈ TpM(p ∈
Ui ∩ Uj)に対して

σj∗ = Rψij∗(σi∗X) +
(
ψ−1
ij dψij(X)

)#
(15.62)

つまり Ui上の切断を Uj 上にもってくるためには単純な変換関数による引き戻しだけではなく、新たな基本

ベクトル場が加わることになる。これを示そう。

曲線 γ(t)を

γ(t) : [0, 1] →M ; γ(0) = p, γ̇(0) = X (15.63)

となるように選ぶ。σ(γ(t)) = σ(t)と表し、G : Rg∗ = Xg g ∈ Gとする。Gは線形行列群になる。

t = 0において

ψij(p)
−1ψij(γ(t)) = e (15.64)

が成り立つので
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ψij(p)
−1dψij(X) = ψij(p)

−1 d

dt
ψij(X)d(γ(t))

= ψij(p)
−1 d

dt
ψij(X)|t=0

=
d

dt

[
ψij(p)

−1ψij(t)
]
|t=0 ∈ Te(G) ∼ g

を用いて

σj∗X = RX∗σj(γ(t))|t=0

=
d

dt
σj(γ(t))|t=0

=
d

dt
{σi(t)ψij(t)} |t=0

=

(
d

dt
σi(t)

)
ψij(t) + σi(t)

d

dt
ψij(t)|t=0

= Rψij∗(σi∗X) + σj(t)ψij(p)
−1 d

dt
ψij(t)|t=0

となるが最後の式の第 2項は式 15.17から切断 σj(p)における基本ベクトル場になる。すなわち

σj(t)ψij(p)
−1 d

dt
ψij(t)|t=0 =

(
ψ−1
ij dψij(X)

)#
(15.65)

ここで両立条件として 15.29、15.37から

σ∗
jω(X) = ω(σj∗X)

= π∗A(σj∗X) + dP g(σj∗X)

= R∗
ψij
ω(σi∗X) + ψ−1

ij dψij(X)

= ψ−1
ij ω(σi∗X)ψij + ψ−1

ij dψij(X)

となるがこれが任意のX ∈ TpM で成立するために条件として次を得る。

Aj = ψ−1
ij Aiψij + ψ−1

ij dψij (15.66)

よってこれが成り立つなら P 上に g値 1形式をつくることができる。
ここで重要なのは大局性と局所性である。これは前部ののゲージ理論にも関係するがここでの局所表示 {Aj}
について

Ai = σ∗
i ω

は局所的には成立するが大局的には成立の保証はない。この背景には時間連続な曲線の存在がある。こらの

曲線は多様体M 上でいくらでも自由にとれる。従って局所的な開被覆によりつくられる局所座標に依存する。

例えば Ui, Uj 上の局所切断を σi, σj とし、Ai, Aj を局所接続形式とする。この時切断については p ∈ Ui ∩ Uj
とし、g ∈ Gとして

σj(p) = σi(p)g(p) (15.67)

が満たされれば

Aj(p) = g−1Ai(p)g + g−1dg (15.68)

例えば成分にで表すと

A2µ = g−1(p)A1µ(p)g(p) + g−1(p)∂ug(p)
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とあらわせば、これは第 7部でみるゲージ変換に対応している。
gが変換関数であるから 1パラメタ関数を用いて

ψij(p) = exp(iχ(p)) χ(p) ∈ R (15.69)

とすれば i局所系の座標を用いて

ψij(p)
−1dψij(p) = id (χ(p)) (15.70)

と書けるので

Aj(p) = ψij(p)
−1Aiψij(p) + ψij(p)

−1dψij(p)

= Ai(p) + ψij(p)
−1dψij(p) (15.71)

となる。これを成分に表せば

id (χ(p)) = i∂µχ (15.72)

結局、ゲージ変換

Ajµ = Aiµ + i∂µχ (15.73)

に対応する。ただし大局的な主束 P においてはこれらの情報を持ちえない。なぜなら

ω =
∑
j

ωj =
∑
j

Aj (15.74)

を満たす ωのみ主束の情報となる。逆に個々の ωj からは全体の ωは見えない。

15.11 接続係数

第 2部でみたように接続係数は基底の共変微分から得られた。これはM 上で x = ϕ(p)をとるチャート (U, ϕ)

を選び、m3 個の接続係数が

∇νeµ ≡ ∇eνeµ = eλΓ
λ
νµ (15.75)

から定義できた。∇はアフィン接続である。これは基底ベクトルが点から点にどう変化していくかを表して
いた。

　次にM 上のフレーム束を FM ,同伴束を TM とする。

FM = P (M,GL(m,R))

TM = FM ×ρ Rm

である。ここで m = dimM であり ρは GL(m,R)の m ×m表現である。gl(m,R)の元も m ×m行列で

ある。

局所接続形式を Ai は

Ai = Γαµβdx
µ

とする。式 15.55から

∇Xeα =
[(
σi(0),Ai(X)e0α

)]
ただし、
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Ai = Aiµdx
µ = Aα

iµ βdx
µ

Aα
iµ β ≡ Aγiµ (Tγ)

α
β (15.76)

としたように

この時、式 15.75から
∇∂/∂xµeα =

[(
σi(0),Γµe

0
α

)]
= Γβµαeβ

となることが期待できる。一般の切断 s(P )に対しては

s(p) = [(σi(p), Xi(p))] = Xα
i (p)eα

とすると

∇∂/∂xµs =

[(
∂

∂xµ
Xα
i ,Γ

α
µβ

)]
eα

となり、第 2部でのアフィン接続と同じ結果になる。つまり、接続係数が接ベクトルの水平方向成分を得る
和を添え字で指定する。

しかし。ここでの添え字は α, β が gl(m,R)を表し、µは曲率 1形式 Ω1(M)を表す。

従って単純に足しあわせの添え字 µは異なった空間上の足し合わせをおこなう。

15.12 複素スカラー場

　複素スカラー場を ϕに選ぶ。U(1)束をゲージ場として主束 P (M,U(1))、同伴束を E = P ×ρ Cとする。
ρは複素数で U(1)の元と同一視する。ωに対する局所表示は

Ai = Aiµdx
µ

となったが、ここでの

Aiµ = Ai (∂/∂x
µ)

はMaxwellの電磁ベクトルポテンシャルである。M の曲線 γ は γ(0)において接ベクトルX を持った。

局所切断 σi をとり γ の水平持ち上げを

γ̃(t) = σi(t)e
iϕ(t)

で表す。この時、基底の切断は 1 ∈ Cとして

e = [(σi(p), 1)]

である。また、p点で

ϕ(p) = [(σi(p),Φ(p))] = Φ(p)e (Φ :M → C)

は E の切断とおく。これは複素スカラー場と同一視できる。γ̃(t)の切断を

g(t) = eiϕ(t)

とする。これから tでの切断は γ̃(t)を用いると、式 15.39から

ϕ(t) = Φ(t)
[
γ̃(t), g(t)−1

]
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となる。γ に沿う ϕの共変微分が 15.57から

∇Xϕ =
dΦ

dt

[(
γ̃(0), g(0)−1

)]
+Φ(0)

[
γ̃(0), g(0)−1Ai(X) · 1

]
=

(
dΦ

dt
+AiµΦ

dxµ

dt

)
e

= Xµ

(
∂Φ

∂xµ
+AiµΦ

)
e

となる。

となり、接ベクトルを前に出せる。

15.13 随伴作用

　 第 2部のベクトル場の内積と随伴で写像 f : V →W が与えられとその随伴 (adjoint)として f̃ は

G(w, fv) → g(v, f̃w) (15.77)

で定義し、行と列が入れ替わる操作が入っていることに注意し、v ∈ V,w ∈W として成分で表示すると

wαGαβf
β
i v

j = vjgij
˜
f jαw

α

となり、f の下添え字は u,wの添え字にかかるように入れ替わる。極短に

gij = δij , Gαβ = δαβ

であれば随伴は線型変化を伴わず、単に転置の操作と考えることができた。

f̃ = f t

そこで、同伴束 Eg = P ×Ad gとする。Gの gへの随伴作用は

V → AdgV = g−1V g, V ∈ g, g ∈ G

とする。

局所切断は σi ∈ Γ(Ui, P )で γ̃(t) = σi(t)g(t)のように水平持ち上げをもつものをとる。

ここで V (p) = V α(p)Tα {Tα}は g の基底として Eg の切断は

s(p) = [(σi(p), V (p))]

とする。この時の共変微分∇Xsは

∇Xs ≡
[(

˜γ(0),
d

dt

{
Adg(t)−1V (t)

}
|t=0

)]
で定義すれば、γ̃(t) = σi(t)e

iϕ(t) が成りたち、∆t→ 0で

Adg(t)−1V =

∫ ∆t

0

{
dV (t)

dt
+ [Ai(X), V (t)]

}
dt

であることになるから (σi(0), Tα) = fαβγe
0
α とみなせるから式 15.58から

∇Xs =

[(
˜γ(0),

d

dt

{
Adg(t)−1V (t)

}
|t=0

)]
=

[(
σi(0),

dV (t)

dt
+ [Ai(X), V (t)] |t=0

)]
= Xµ

[
∂V α

∂xµ
+ fαβγA

β
iµV

γ

]
[(σi(0), Tα)]

となる。添え字の和が異なる空間を連結するので注意がいる。
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15.14 曲率

　一般に共変微分の∇Xsは作用素

∇ : Γ(M,E) → Γ(M,E ⊗ Ω1(M))

を決めた。Ωは微分形式である。そこで共変微分のベクトル値 p形式 s⊗ η, η ∈ Ωp(M)への作用を考えると

∇ (s⊗ η) ≡ (∇s) ∧ η + s⊗ dη

で表される。そこで Ui をM のチャートとし、σi を P での切断とする。曲率を考えるために次のように作

用素∇を 2回作用させる。
eβ =

[(
σi, e

0
β

)]
∈ Γ(Ui, E)とすると∇eβ ∧ Aβ

i α = eβ ⊗
(
Aβ
i γ ∧ Aγ

i α

)
だから

∇∇eα = ∇
(
eβ ⊗Aβ

i α

)
= ∇eβ ∧ Aβ

i α + eβ ⊗ dAβ
i α

= eβ ⊗
(
dAβ

i α +Aβ
i γ ∧ Aγ

i α

)
= eβ ⊗Fβ

i α

のように

Fβ
i α = dAβ

i α +Aβ
i γ ∧ Aγ

i α

としてまとめることができる。

よって、一般に s(p) = ξα(p)eα(p)が E の切断であれば式 15.57から

ξi(p) = ξαi (p)e
0
α

とかけて、

∇Xs =

[(
σi(0),

dξi
dt

+Ai(X)ξi|t=0

)]
=
dxµ

dt

{
∂ξαi
∂xµ

+Aα
iµ βξ

β
i

}
eα

とまとめられたから 2回作用は

∇∇s = eα ⊗Fα
i βξ

β

になる。

15.15 接続形式と曲率形式

さらに一般に前節で見たように共変微分から接続形式と曲率形式を次のように定義できる。

多様体M上のベクトル場の基底 ea とその双対基底 la (a = 1, 2, · · · , n− 1)として次のような対称関係が成

り立つ。

∇Xea = ebω
b
a(X) ⇐⇒ ∇X l

a = −ωab (X)lb

が成り立つ。この ωba(X)を接続形式という。曲率テンソル Rについては

R(X,Y )ea = ebR
b
a(X,Y )

Rba(X,Y ) =
1

2
Rabcdl

c ∧ ld
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で定義される Rab を曲率形式という。計量テンソルが

g = gabl
alb

とした時、Riemann接続の接続形式は次の関係を満たす。

Ωa = dla + ωab ∧ lb = 0

(∇g)ab = dgab − ωab − ωba = 0

15.16 Maurer-Cartan微分形式

ここでは Pを Lie群 Gを構造群とするM上の主ファイバー束とする。ベクトル束 E の接続はMの開被覆
{Uα}と変換関数 {ψαβ}
を用いて Uα 上の行列値の 1次微分形式 ωα を用いて式 3.56により

ωβ = ψ−1
αβωαψαβ + ψ−1

αβdψαβ

で結ばれていればM上ではない P上で π−1(Uα) ⊂ P 上に g値 1次微分形式 ω̃α を

π−1(Uα ∩ Uβ)

上で

ω̃α = ω̃β

が成り立つ。これは

ϕα : π−1(Uα) → Uα ×G

であるから π∗ωα は Uα ×G上の 1次微分形式とみなせる。
次に sα ∈ G を G上の座標とみなし、15.66から 1次微分形式が次のように表される。

ω̃α = s−1
α ωαsa + s−1

α dsα

ω̃α は Uα ×G上の 1次微分形式とする。π−1(Uα ∩ Uβ)上で

sβ = ψβαsα

だから式 3.56により

ω̃β = s−1
β ωβsβ + s−1

β dsβ

= s−1
α ψ−1

βαωβψβαsα + s−1
α ψ−1

βαd (ψβαsα)

= s−1
α

(
ψ−1
βαωβψβα + ψ−1

βαdψβα

)
sα + s−1

α dsα

= ω̃α

となるのであたらに ωを

ω = s−1
α ωαsa + s−1

α dsα (15.78)

とおけば ωが P全体で定義された g値 1次微分形式である。ϕα : π−1(Uα) → Uα ×G の対応から

切断 σα について

σα : Uα → π−1(Uα)
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に対応する写像 Uα → Uα ×Gは eは Gの単位元として

x → (x, e)

で与えられるから結局

sα = e

である。従って ωを σα で引き戻すと式 15.78の sα = eとして

σ∗
αω = ωα

となる。単位元としては消えた s−1
α dsα については Lie群 G上に g値の 1次微分形式を θとして

θ(X) = s−1X, s ∈ G, X ∈ TsG

とおく。θは左不変で単位元においては

X ∈ TeG = g

であったから θ(X) = X となった。このようなX は左不変のベクトル場という。

この微分形式 θはMaurer_Cartan微分形式という。gの基を B1, · · ·Bm と選ぶと

θ =
∑

θiBi

として左不変であれば

Bj = θ(Bj) =
∑

θi(Bj)Bi

なので

θi(Bj) = δij (15.79)

でなくてはならないことがわかる。これから双対基が定義できて gの双対空間を g∗とおくと g∗の基が {θm}
であることになる。

また、gの構造定数を cijk とすると

[Bj , Bk] =
∑

cijkBi

が成り立ち。式 15.79から
dθi = −1

2

∑
cijkθ

j ∧ θk

が成り立つ。これは双対関係の基の変化を与える。

これは Lie群Gの構造方程式 (structure_equation)と呼ばれ、添え字を省略し、

dθ = −1

2
[θ, θ] (15.80)

と表現することもある。一般化すると s ∈ Gを変数として考えれば s−1dsはMaurer-Cartanの微分形式 θ

と同一視できる。

このとき

θ =
ds

s

今、G = GL(r;R)とすると

sij ∈ GL(r;R)

は座標のように変換すると考え、s−1dsは行列値 1次微分形式であり、前節から左不変になる。例えば
a ∈ GL(r;R)に対し、

(as)−1d(as) = s−1a−1ads = s−1ds
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となる。また、一方で A = (aij) ∈ g = gl(r;R)を単位元 eにおける接ベクトル

A =
∑

aij

(
∂

∂sij

)

とみなす。このとき s = eでは

s−1ds = dsij

となるから

s−1ds(A) = (aij) = A

となり式 15.79を満たす。よって s−1dsはMaurer-Cartanの微分形式とみなせるわけである。
　

16 holonomy

　第 7部のゲージ理論でみるように物理の方程式は位相をずらしても同じように成り立つことがある。これ
は同じ運動を満たす位相空間の組が複数あることを示す。この数学的な背景がホロノミーである。古典的には

簡単であった 3次元内の運動の世界にさらに多くの自由度を持ち込み複雑になっていくが、これは量子論を説
明していくために重要な過程になる。

16.1 水平リフト

　 Rを内積を持つベクトル空間 V 上の曲率テンソルとする。Gを O(V )のコンパクト連結な Lie部分群と
し、gをその Lie環とする
任意の x, y ∈ V に対して

R(x, y) ∈ g

となる時、Gを Rのホロノミー群という。このときの [V,R,G]の組をホロノミー系という。

　前節の接続のところでベクトルの平行移動について考えたが。ここでは多様体上での曲線に沿った主束の

平行移動について考える。γ(t) : [0, 1] →M をM における曲線とし、P (M,G)をG束とする。Pでの γ̃(t)の

接ベクトルが水平移動Hγ̃(t)P に属し、次のような射影の関係

π ◦ γ̃ = γ (16.1)

が満たされれば γ̃(t)は γ(t)の水平持ち上げという。

図 16.1: 曲線 γ の水平持ち上げ u0 を通る持ち上げは 1通りしかない。そのため u1 を一意に決めることがで

きる。
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この時、持ち上げられた γ̃ の接ベクトルを X̃ とすると式 15.31から

ω(X̃) = 0 (16.2)

が成り立ち、これは常微分方程式が成立することに等しい。つまり、水平もちあげの局所的な存在と解の一

意性が保証される。

これを見るために図のようにスタート点を

u0 ∈ π−1(γ(0))

としたとき、Pにおける水平持ち上げ γ̃(t)で

γ̃(0) = u0

を満たすものがただ１つ存在すればよい。

そこで γを含む開被覆を Uiとし、その切断を σiにとる。水平持ち上げが存在すれば式 6.29から図のように

γ̃(t) = σi(γ(t))gi(t) gi(γ(t)) ∈ G

とおける。この時、

σi(γ(0)) = γ̃(0)

とおけるから

gi(0) = e

を満たす切断がとれる。

σi(γ(0))gi(0) = σi(γ(0)) = γ(0)

原点 0を選ぶこことができる。X を原点 γ(0)における接ベクトルとする。この時引き戻し、X̃ = γ̃∗X は図

の u0 における γ̃(t)の接ベクトルとみなせる。この接ベクトルは水平方向なので

ω
(
X̃
)
= 0 (16.3)

を満たす。従って式 15.71から#を式 15.17として

X̃ = gi(t)
−1σi∗Xgi(t) +

[
gi(t)

−1dgi(X)
]#

が成り立つ。これに ωを作用させれば式 15.34から

ω(X̃) = gi(t)
−1ω(σi∗X)gi(t) + ω

([
gi(t)

−1dgi(X)
]#)

= gi(t)
−1ω(σi∗X)gi(t) + gi(t)

−1 dgi(X)

dt

となるので左から gi(t)をかけると
dgi(t)

dt
= −ω(σi∗X)gi(t) (16.4)

という接続の常微分方程式を得る。この時局所的には式 15.29から接続 1形式を用いて

ω(σi∗X) = σ∗
i ω(X) = Ai(X)

なので
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dgi(t)

dt
= −Ai(X)gi(t) (16.5)

と見慣れた式になる。初期条件として gi(0) = eとし、Aiµの非可換性から Tを γ(t)に沿った順序積として

gi (γ(t)) = T exp

∫ t

0

(
−Aiµ

dxµ

dt
dt

)
= T exp

∫ γ(t)

γ(0)

(−Aiµ(γ(t))dxµ) (16.6)

となる。このような順序積がいるのは γ(t)という曲線に沿って運動しているため、この曲線から見た順序が

生じ

[Aiµ,Aiν ] ̸= 0

のように非可換になるためである。

第 7部で考察するがこの時の
Ai = Aiµdx

µ

はゲージポテンシャルと考えてよい。ゲージ場はまさに接続 Aiµ のことである。

この時の水平持ち上げが

γ̃(t) = σi(γ(t))gi(γ(t)) (16.7)

に対応している。

この曲線を図にはさらに次によって水平持ち上げされた場合が描いてある。

γ̃′(t) = γ̃(t)gi(t)

これは水平部分空間は右不変であることが重要である。式 15.15から

Rg∗HuP = HugP

となったのと同様に全ての t ∈ [0, 1]に対して

γ̃g : t→ γ̃(t)g

が γ(t)の水平持ち上げになる。

16.2 具体例

接続 1形式を満たす ωとして具体的に次のような例で水平リフトをみてみよう。

ω =
ydx− xdy

x2 + y2
+ df (16.8)

ただし、Rは加群とし、多様体Mは
M = R2 − {0}

とする。主束 P と局所自明化 ϕを

P (M,R) =M ×R

ϕ : ((x, y), f) → u ∈ P

とする。この ωは基本ベクトル場を

A# = A
∂

∂f
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として、式 15.34より

ω(A#) = A
∂

∂f
·
(
ydx− xdy

x2 + y2
+ df

)
= A

を満たし、さらに式 15.38より
R∗
gω = ω = g−1ωg

を満たし、1形式である。
曲線 γ については γ : [0, 1] →M を

t→ (cos 2πt, sin 2πt) (16.9)

とする。これにより持ち上げの始点を次の点 p((1, 0), 0)に選び、γ(t)を実際に持ち上げる。

p(1, 0) → ((1, 0), 0)

持ち上げられた γ̃(t)の接ベクトルX は tにつては全微分で次のように 3項で書ける。

X =
d

dt
≡ dx

dt

∂

∂x
+
dy

dt

∂

∂y
+
df

dt

∂

∂f

これが γ̃(t)の接ベクトルになるべきだから水平持ち上げになるためには、式 16.2より

ω(X) = 0

が満たされないといけない。式 16.8から r2 = x2 + y2 として

ω(X) =
dx

dt

∂ω

∂x
+
dy

dt

∂ω

∂y
+
df

dt

∂ω

∂f

=
dx

dt

y

r2
− dy

dt

x

r2
+
df

dt
= 0

である。しかし、16.9があるから x = rtx, y = rty として

ω(X) =
d (r cos 2πt)

dt

(r sin 2πt)

r2
− d (r sin 2πt)

dt

(r cos 2πt)

r2
+
df

dt

= −2π +
df

dt
= 0

を満たす必要がある。よって

f = 2πt+ Const. (16.10)

と求まり、水平リフトが

γ̃(t) = ((r cos 2πt, r sin 2πt) , 2πt)

という螺旋で表されることになる。さら作用し f + gに変化すると

γ̃′(t) = ((cos 2πt, sin 2πt) , 2πt+ g)

となる。

これらが群をつくるとき、ホロノミー群と呼ばれる。

16.7は右不変であることが示される。
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16.3 平行移動

　ここで水平リフト先の平行移動を考えてみよう。γ(t) : [0, 1] → M をM における曲線とし、P (M,G)を

G束とする。
u0 ∈ π−1(γ(0)), u1 ∈ π−1(γ(1))を満たす水平リフトを γ̃ として先の図の u1 を γ̃ に沿った u0 の平行移動と

する時、

図 16.2: P点での水平持ち上げ

区間 Ui 上の切断 σi を用いて水平リフトが式 16.7のように表されたから gi(0) = eとして

u0 = γ̃(0) = σi(γ(0))gi(0) = σi(γ(0))

さらにら gi(1) = eの時、

u1 = γ̃(1) = σi(γ(1))

のように決まるので式 16.6から順序積 T を用いて

u1 = σi(1)T exp

∫ 1

0

(
−Aiµ

dxµ (γ(t))

dt
dt

)
= σi(1)T exp

∫ 1

0

(−Aiµdxµ)

と表すことができる。局所座標について位相部分の 1形式の和をとる形になる。これは

Ai = Aiµdx
µ

と Ui 上のゲージポテンシャルを定義したとき、

u1 = γ̃(1) ∈ π−1 (γ(1))

が一意に決まる。この時 u1 は γ̃ に沿った u0 の平行移動という。

これは

Γ(γ̃) : π−1(γ(0)) → π−1(γ(1))

のように表すことができる。この時、式 15.18から右作用を Rg として u0gを通る水平リフトの一意性から

u1g = Γ(γ̃)(u0g)

従って

RgΓ(γ̃)(u0) = Γ(γ̃)Rg(u0)

が成り立つ。
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これから次のようにここでも γ(t) : [0, 1] →M はループであれば

γ̃−1(t) = γ̃(1− t)

写像 Γ(γ̃) は次のような群としての性質を満たす。

Γ(γ̃)−1 = Γ(γ̃−1) (16.11)

これを大局の条件と呼ぶことにする。以下で照明してみよう。

2つの曲線 α, β として次のように端点が固定されているとする。

α, β : [0, 1] →M (16.12)

α(0) = β(0) = p0 (16.13)

α(1) = β(1) = p1 (16.14)

この曲線の水平リフト α̃, β̃ を考えよう。前の図のように同じ始点をとる。

α̃(0) = β̃(0) = u0

とする。しかし一般には

α̃(1) ̸= β̃(1)

であって終点は一致しない。

しかし、今、次のようなループについて

γ(0) = γ(1) = p

水平リフトした場合

γ̃(0) = γ̃(1)

が成り立つ場合を考える。

例えば 2つの曲線 α, β が α(1) = β(0)を考え、その積を

α ∗ β =

α(2t) 0 ≤ t ≤ 1
2

β(2t− 1) 1
2 ≤ t ≤ 1

(16.15)

によって定義する。さらに

Γ(α̃) : π−1 (α(0)) → π−1 (α(1))

Γ(β̃) : π−1 (β(0)) → π−1 (β(1))

のようにおく。この時、Γ( ˜α ∗ β)は 0 ≤ t ≤ 1
2 であれば

Γ( ˜α ∗ β) : π−1 (α(0)) → π−1 (α(1)) (16.16)

は 1
2 ≤ t ≤ 1であれば
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Γ( ˜α ∗ β) : π−1 (β(0)) → π−1 (β(1)) (16.17)

となるので

Γ( ˜α ∗ β) = Γ(β̃)Γ(α̃) (16.18)

が成り立ち積について閉じている。

よって P (M,G)が主束であれば 2つの曲線

α, β : [0, 1] →M

において端点が同じ場合

α(0) = β(0) = p0

α(1) = β(1) = p1

を考える。この持ち上げで

α̃(0) = β̃(0) = u0

を選べても

α̃(1) = β̃(1) = u1

となるためには多様体上でのループ

γ : [0, 1] →M

を考え、 ˜γ = α ∗ β が 1つのループ γ をなせばループはファイバー上において変換 τ

τγ : π−1(p) → π−1(p)

を決めるとする。これは群の右作用と適合したので

τγ(ug) = τγ(u)g (16.19)

がなり立つ。つまり接続 gの大局性が成り立つ。

16.4 平行移動と曲率

平面であれば平行移動は単純に定義できる。しかし、曲面でこれをしようと思うと実は多様な平行移動をと

れる。ここではその基準を明らかにして、第 4部でみてきた切断と接続の関係を明らかにしていく。

16.4.1 区分的になめらかな曲線上の切断

前節で球面上の平行移動を考えた。ここで曲面に沿った平行移動を考えてみよう。

ただし、なめらかでない部分を含むことも考慮する。つまり、区分的に滑らかな曲線を考える。

I を単位区間 (0, 1)とし、M をなめらかな多様体とする。ここで区分的になめらかな曲面を

γ : I →M

で考え、曲線 γ に沿った区分的になめらかな領域を σとする。これに対応した部分区間を

[ti−1, ti] ∈ I

とするとこの区間であれば前章の平行移動が定義できる。先の区分的に滑らかな関数を用いて
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今度は 2つの曲線を
α[0, 1] →M,β[0, 1] →M

の写像とし、α(0) = x, α(1) = y = β(0), β(1) = zのようにつなぐ。さらに

α−1 = α(1− t)

βα(t) =

α(2t) 0 ≤ t ≤ 1
2

β(2t− 1) 1
2 ≤ t ≤ 1

(16.20)

によって定義する。

例えば、単位ベクトル ex ∈ Ex を曲線 αで平行移動し Pα(ex) = ey ∈ Ey となったとする。

この時、一意な切断 σ ∈ Eα(t) があり、

σ(0) = ex, σ(1) = ey

となる。ここで逆向きを
˜σ(t) ≡ σ(1− t)

を定義すると、これは α−1 により引き戻し、平行切断 (parallel_section)(
α−1

)∗
(E)

になる。よって

σ̃(0) = ey, σ̃(1) = ex

となる。これを平行移動 P を用いて次のように表す。

Pα−1(ey) = ex

よって一般に区分的になめらかな曲線がM 上にあれば

(Pγ)
−1

= Pγ−1

が成り立つ。また、

Pβ ◦ Pα = Pβα

が成り立つ。よって、平行切断

σ̃(t) =

σα(2t) 0 ≤ t ≤ 1
2

σβ(2t− 1) 1
2 ≤ t ≤ 1

が定義できれば γ̃ は (βα)∗ (E)の切断になる。

第 4部のフレームでファイバーが連続で複数あればファイバー束が定義され、計量が定義されれば、
各ファイバーから 1つの基底を選び、フレームを作ることをみた。
γ にに沿った切断も

Φ = (σ1, · · ·σn)

のように定義され、これをベクトル束のフレーム (frame_of_vector_bundle)と呼ぶ。
ここで C

(∞)
γ (E)を曲線 γ に沿った滑らかの切断の集合とする。このとき、滑らかな写像 pを

p : I → Rk(orCk)
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として pを Φの主要部分と呼ぶ。このとき、

σ =

k∑
i=1

piσi

のように書ける。また、平行移動に沿って pは tの関数になるのでライプニッツの規則を満たし、共変微分が

∇∂tσ =

k∑
i=1

(
∂tp

i
)
σi

のように通常の偏微分で定義できる。これから有用な次の関係式が得られる。

Pγ∇∂tσ = ∂tPγσ (16.21)

簡単に示すと t0 ∈ I を選び

Pγσ =

k∑
i=1

pi (t0)σi (t0)

とすると、

Pγ∇∂tσ =

k∑
i=1

(
∂tp

i
)
(t0)σi (t0) = ∂tPγσ

とすることができる。

16.4.2 切断と曲率

これまでの結果から区分的に滑らかな曲面での平行移動を一般化することをここで考えてみる。

I を区間とし、M をなめらかな多様体とする。次のような連続写像を定義する。

H : I × [a, b] → H(s, t) = hs(t)

ここでH(s, t)は区分的になめらかなホモトピで、sの区分域でなめらかとする。多様体M上の点を p, q ∈M、

また、s ∈ I とすると

H(s, a) = p,H(s, b) = q

となる。この時の写像は網目の曲線をつくる。hs(a)から hs(b)はなめらかである。

そこでホモトピーに沿った切断を σ(s, t)とする。ファイバー束の引き戻しでしたように

t ∈ [a, b]

の領域で tを固定するとこの網目上に

I →M

の滑らかな曲線を選べる。これによってどんなH の像である 2つの点も、この曲線で結ぶことができる。
これで平行移動 Ps,t の準備ができたわけだ。

Phs
: hs(t) → hs(b)

P−1
s,t : hs(b) → hs(t)

前節でベクトル束

E →M
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は接続∇と曲率 Rを与えた。これを発展させ、ここでは C(∞)(E) → C(∞)(E)を与える写像 Rs,tを曲率の

変換として

次のように考える。式 16.21の関係があったから共変微分を偏微分で置き換えることができて、

Rs,t = Ps,t ◦R (∂tH(s, t), ∂sH(s, t)) ◦ P−1
s,t (16.22)

これは 1つのループであるが、まず、切断 γ に沿って hs(b) → hs(t)の平行移動をして、次に曲がった曲面

上の γ に沿うが、

接ベクトル (∂tH, ∂sH)によりつくられる切断 σ

R (∂tH(s, t), ∂sH(s, t))σ

によって hs(b)に戻るわけである。これにより、区分的に滑らかな切断 σがあり、区分的になめらかなホモ

トピーH が与えられば

∇∂tσ(s, t) = ∇∂sσ(s, a) = 0, for all s ∈ I

が選べて、次の重要な関係

∇∂sσ(s, b) =

(∫ b

a

Rs,tdt

)
σ(s, b)

が成り立つ。さらに平行移動という特徴から曲率に関するいくつかの有用な関係が導ける。

U ⊂ R2 を開区間とし、f = f(x, y)は U →M のなめらかな写像とする。ベクトル束 E の切断 σについて

曲率の定義 10.23から

R (∂xf, ∂yf)σ =
(
∇∂x∇∂y −∇∂y∇∂x −∇[∂x,∂y ]

)
σ

となるが、平行移動の時、

∇[∂x,∂y ] = 0

とみなせるので

R (∂xf, ∂yf)σ =
(
∇∂x∇∂y −∇∂y∇∂x

)
σ

となる。また、16.22から∇∂tσ = 0の切断を選べば

∇∂s∇∂tσ = ∇∂t∇∂sσ +R (∂tH, ∂sH)σ = R (∂tH, ∂sH)σ

よって 16.21から ∂tPγσ = Pγ∇∂tσだから

∂tPs,t∇∂sσ = Ps,t (∇∂t∇∂sσ(s, t))

= Ps,t (R (∂tH(s, t), ∂sH(s, t))σ(s, t))

= Ps,t

(
R (∂tH(s, t), ∂sH(s, t))P−1

s,b (σ(s, b))
)

= Rs,tσ(s, b)

ただし、3行目には
σ(s, t) = P−1

s,b (σ(s, b))

16.5 ホロノミー群

(M, g)をアフィン接続∇を持つm次元Riemann多様体とする。各接空間 TPM で変換群をつくると接続に

なる。
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下図のように pが (M, g)の点で pにおけるループの全体の集合を

{c(t)|0 ≤ t ≤ 1, c(0) = c(1) = p}

ベクトルX ∈ TpM を選びループ c(t)に沿って平行移動させる。この時X は新しいベクトルXc ∈ TpM に

なる。

こうしてループ c(t)と接続∇は新しい線形変換

Pc : TpM → TpM

を作るのである。一見するとこれは同じものであるように見える。

ところが下図のようにここで重要なのはループにより同じベクトル空間にになるとは限らないことである。

図 16.3: 多様体上の点 pでの接ベクトルとホロノノミー群H(P )

これらに変換は群をつくり、この群をホロノミ群H(p)というのである。

この時

h ∈ H(p)

として、次が成り立つとする。

PcX = Xh

これはH が右作用素であることが重要になる。TpM の基底を {eν}とすると成分表示で

PcX = Xµhνµeν

である。共変的に表現できる。これによってあるベクトルをはじめに c次に c′ に沿って平行移動したとき

Pd = Pc′Pc

とする。　具体的に見ると、経路 c, c
′
を次のように用意する。
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図 16.4: c(t)と c−1(t)のグラフ

d(t)

c(2t) 0 ≤ t ≤ 1
2

c′(2t− 1) 1
2 ≤ t ≤ 1

Pc の逆元は Pc−1 とすると t = 0で c(0)、t = 1で c(1)になるので、逆に

c(1− t)

とすれば、t = 0で c(1)、t = 1で c(0)になる。

H(p)が自明であるためには図の p点の接平面のみのように Riemannテンソルが 0であればよい。
しかし、曲面が曲率をもつと自明ではなくなる。

この場合、図のようにM が弧状連結で 2点 p, q ∈M は曲線が αで結ばれるとする。

TpM のベクトルをこの曲線 αで TqM に平行移動すると曲線 αは下図のように TqM 上にベクトルを移す。

図 16.5: 多様体上の点 pでの接ベクトルとホロノノミー群H(P )

この時ホロノミー群H(q),H(p)が共役写像で次のように結ばれることになる。

H(q) = τ−1
a H(p)τα

これからH(p)とH(q)は同型になる。m次元の場合、H(p)は最大のホロノミー群で線形群GL(m,R)の部
分群になる。
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具体例を考えて見る。M : R2 − {0}上にファイバーR束と接続 1形式の ωをとり、次のループ γ を次のよ

うにおく。

γ : g → g + 2π g ∈ R

さらに写像 τγ を

τγ : π−1((1, 0)) → π−1((1, 0))

を定義する。

射影 π(u) = pをとなる点 u ∈ P を取り、M 上の点 pにおけるループの集合を Cp(M)とする。

Cp ≡ {γ : [0, 1] →M |γ(0) = γ(1) = p}

次の集合

Φu = {g ∈ G|τγ(u) = ug, γ ∈ Cp(M)}

は構造群 Gの部分群になる。これを uにおけるホロノミ群という。

図 16.6: 図左のようにｐにおけるループは幾通りもある。ファイバー上での変換 τ は垂直移動になる。

上図右のように写像 τ はファイバー上の変換で τ(u) = ugとなる。α, β, γ = α ∗ β がループになっているの
で 16.18から

τγ = τβτα

接続の大局性から

τγ(u) = ugγ = τβτα(u) = τβ (ugα) = τβ(u)gα = ugβgα

が成り立つ。よって

gγ = gβgα

となる。また定数ループ

c : [0, 1] → p

から変換の単位元 eを

τe : u→ u

が決まり逆元については

τγ−1 = τ−1
γ

gγ−1 = g−1
γ

が成り立つ。
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また τα(ug) = ugα とすると第 4部の随伴演算子を用いて

τα(ug) = ugαg = ug(adggα) = ug(g−1gαg)

と表すこともできる。

よって同型な関係としてホロノミ群 Φua について

Φua = a−1Φua

が成り立ち、図のようにループを作っていることがわかる。

16.6 接続

　前節での Levi-Civita接続とホロノミー群との関係を考えておこう。S2の計量 gが次のように与えられて

いるとする。

g = −dθ ⊗ dθ + sin2 θdϕ⊗ dϕ

この時の接続係数で 0でないものは式 7.35より 0でないものは

Γθϕϕ =
1

2
gθα (∂ϕgαϕ + ∂ϕgαϕ − ∂αgϕϕ) = −1

2
gθθ∂θgϕϕ

= sin θ cos θ

Γϕϕθ = Γϕθϕ =
1

2
gϕϕ∂θgϕϕ = cot θ (16.23)

となる。簡単のため、点 (θ0, 0)におけるベクトル eθ = ∂
∂θ を、円 θ = θ0、0 ≤ ϕ ≤ 2π に沿って平行移動

する。

この円に沿って平行移動したベクトルX は

X = Xθeθ +Xϕeϕ (16.24)

と表される。このベクトルは式 6.12から共変微分が 0になるはずだから

∂µX
ν + ΓαµνX

α = 0

が成り立つはずである。よって式 16.23より

∂ϕX
θ + cot θ0X

ϕ = 0 (16.25)

∂ϕX
ϕ + sin θ0 cos θ0X

θ = 0 (16.26)

が得られる。2番目の式を ϕで微分すると

d2Xϕ

dϕ2
+ sin θ0 cos θ0

dXθ

dϕ
= 0

となる。第 2項に 1番目の式を代入すると

d2Xϕ

dϕ2
+ sin θ0 cos θ0 · (− cot θ0X

ϕ) = 0

d2Xϕ

dϕ2
− cos2 θ0X

ϕ = 0

となる。これは角速度 ω = cos θ0 の単振動を表す。
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よって一般解が

Xϕ = A cos (cos θ0ϕ) +B sin (cos θ0ϕ)

となる。ϕ = 0の時Xθ = 1を初期条件に選べば

Xθ = cos (cos θ0ϕ)

また、Xϕ は奇関数になるから A = 0さらに 16.26より

B cos θ0 = − sin θ0 cos θ0

B = − sin θ0

となるので

Xθ = cos (cos θ0ϕ)

Xϕ = − sin θ0 sin (cos θ0ϕ)

よって式 16.24から
X = cos (cos θ0) eθ − sin θ0 sin (cos θ0) eϕ

これが円に沿って ϕ = 2πだけ移動すると

X ′ = cos (2π cos θ0) eθ − sin θ0 sin (2π cos θ0) eϕ

となる。よってベクトルの大きさは

|X| = |X ′|

だが円に沿って θ = 2πの移動は接空間 T(θ,0)S
2 では

Θ = 2π cos θ0

の移動にになる。

16.7 時間微分

次に uにパラメタ tを導入し、変化率を考える。

u = etA (16.27)

du

dt
= Au (16.28)

これは tに対しての接線方向と考えることができる。Gが Lie群であることを利用し、
群 Gの要素 gの関数を f(g)とすると gによる原点での微分をもとめればいいから垂直方向への作用が右か

らであることに注意し、

先に微分をし、t = 0とすると

d

dt
f(getA)|t=0 =

[
(gA+ ġ) etA

d

d(getA)
f(getA)

]
t=0

(16.29)

= (gA)ij
∂

∂gij
f(g)

これにより t = 0での時間微分演算子として垂直方向の成分が
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(
d

dt

)
V

= −Akjgik
∂

∂gij

となるように決める。よって図のようにGM平面で見ると底空間を張る単位ベクトル ∂/∂xに対して、G方
向の成分だけベクトルが回転する。この成分が −gA ∂

∂g となるわけだが、Aが複数とれればその数だけ自由に

とれる。

図 16.7: G方向のベクトルは複数とれる

図のようにはじめ x方向に曲線 C があったとするとGM平面上のベクトルは接線方向の単位ベクトル ∂/∂x

に加え次の G方向のベクトルが加わるために向きが変化する。そこで単位ベクトルを次のように変更する。

∂

∂xµ
→ ∂

∂xµ
-Aµ,kj

(
gik

∂

∂gij

)
(16.30)

一方でファーバー束上の座標の時間微分は一般に

d

dt
= ẋµ

∂

∂xµ
+ ġij

∂

∂gij
(16.31)

とかける。時間に関する全微分は tがパラメタ化され共通しているとすれば時空間での
時空間での微分を次のように補正する。

d

dt
= ẋµ

(
∂

∂xµ
-Aµ,kj

(
gik

∂

∂gij

))
(16.32)

これから ∂
∂gij
と ∂

∂xµ が独立しているとして係数を比較すれば次の関　 dv係式が求まる。

ġij = −gikAµ,kj(x)ẋµ(t)

これは微分方程式なので Dysonの公式から解けて経路順の演算子をつけ

g(t) = g(0)Pexp

(
−
∫ t

0

Aµ(x(τ))ẋ
µ(τ)dτ

)
と求まる。これによって水平リフトされた曲線 C̃(xµ, g(t))が決定された。

次に同一ファイバー上での他の点、つまり垂直移動した場合の変化について見てみよう。

この時、水平方向には同じ形になると考えれば変換 g
′
= guについて式 16.32から

∂

∂xµ
-A

′

µ,kj

(
g

′

ik

∂

∂g
′
ij

)
=

∂

∂xµ
-Aµ,kj

(
gik

∂

∂gij

)
が成り立つべきである。よって g = g

′
u−1 だから添え字を省略し、

∂

∂xµ
-A

′

µ

(
g

′ ∂

∂g′

)
=

∂

∂xµ
-A

′

µ

(
gu

∂

∂ (gu)

)
=

∂

∂xµ
-A

′

µ

(
gu

(
∂

u∂g + g∂u

))
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∂

∂xµ
-A

′

µ

(
g

′ ∂

∂g′

)
=

∂

∂xµ
-A

′

µ

(
gu

∂

∂g

)
=

∂

∂xµ
-
(
u−1Aµu− u−1∂µu

)
が同じ形になるためには

A
′

µ = uAµu
−1 − u∂µu

−1

(
u−1Aµu− u−1∂µu

)(
gu

∂

∂ (gu)

)
=u−1Aµu

(
g

′ ∂

∂ (g′)

)
− u−1∂µu

(
g

′ ∂

∂ (g′)

)
=u−1Aµu

(
g

′ ∂

∂ (g′)

)
− u−1 (∂µu) g

′ ∂

∂ (g′)
− ∂µg

′ ∂

∂ (g′)

A
′

µ = u−1Aµu− u−1∂µu

を入れると

(
uAµu

−1 − u∂µu
−1
)(

g
∂

∂g

)
= uAµu

−1gu
∂

∂g
− u

(
∂µu

−1
)
gu

∂

∂ (gu)
− ∂µgu

∂

∂ (gu)

=

17 一般多様体への応用

　 n次元の多様体であってもそこに直交座標系をつくることで埋め込みが発生する。物理現象を観測してい
く系は常に局所的な座標を持つのでこの関係は重要である。連続した観測ができるためには接続という概念が

必要であれる。相対論の時に登場したこの概念をさらに多角的に理解していこう。

17.1 Symplectic多様体

　　　多様体と微分形式を見て来たので物理と特に関わりの深い Symplectic多様体 Ωを考えよう。

　m次元ベクトル空間 V において次の双線型写像を定義する。

Ω : V × V → R

この時

Ω(u, v) = −Ω(v, u)

が全ての u, v ∈ V で成り立てばこれを交代行列 (skew-symmetric map)という。
V 上の基底を u1 · · ·uk, e1 · · · en, f1 · · · fn とすると

Ω(ui, v) = 0, for all i and v ∈ V

Ω(ei, ej) = 0 = Ω(fi, fj), for all i and j ∈ V

Ω(ei, fj) = δij , for all i and j ∈ V (17.1)
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が成り立つ。これらを満たす基底を正準基底 (canonical basis)という。
Ωを行列表示すると次のようにかける。

Ω(u, v) = [· · ·u · · · ]

 0 0 0

0 0 I

0 −I 0




...
v
...


これはグラムシュミットの対角化法から導かれる。

U := {u ∈ V |Ω(u, v) = 0 for all v ∈ V }

として、基底を u1 · · ·uk とし、U とその補集合をW として

V = U ⊕W

とおく。ここで e1 ∈W をとり、さらにある f1 ∈W について

Ω(e1, f1) ̸= 0

とすることができる。そこで

Ω(e1, f1) = 1

と仮定する。すると距離を

W1 = span of (e1, f1)

WΩ
1 = {w ∈W |Ω(w, v) = 0 for all v ∈W1

次の要請をしよう。

W1 ∩WΩ
1 = {0}

例えば

v = ae1 + bf1 ∈W1 ∩WΩ
1

とおくと、次の条件がそろえば 0 = Ω(v, e1) = −b

0 = Ω(v, f1) = a
⇒ v = 0

さらに次の要請をする。

W =W1 ⊕WΩ
1

例えば  Ω(v, e1) = c

Ω(v, f1) = d

とすると補集合との組み合わせだから

v = (−cf1 + de1) + (v + cf1 − de1)

(−cf1 + de1) ∈W1
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(v + cf1 − de1) ∈WΩ
1

　続けて e2 ∈WΩ
1 , e2 ̸= 0とすると f2 ∈WΩ

1 が次の条件を満たす。

Ω(e2, f2) ̸= 0

そこで Ω(e2, f2) = 1とすると、

W2 = span of (e2, f2)

とおける。これを次々に繰り返すことができそうだが、dimV <∞だから

V = U ⊕W1 ⊕W2 ⊕ · · · ⊕Wn

と有限である。各Wi について式 17.1を満たし、

Ω(ei, fi) = 1

が成り立つ。

重要なのは部分空間の次元

k = dimU, U = {u ∈ V |Ω(u, v) = 0, for all v ∈ V }

　は基底の選び方に依存しない。次元 kは (V,Ω)の不変量である。

また、

k + 2n = m = dimV

であれば nは (V,Ω)の不変量になる。また、2nは Ωの rankになる。
V をm次元ベクトル空間とし、

Ω : V × V → R

を双線形写像とする。この時双対な写像を

Ω̃ : V → V ∗ : Ω̃(v)(u) = Ω(v, u)

で定義する。もし、Ω̃が全単射であれば双線型写像の Ωは V 上の線形シンプレクティック構造を持つとい

い。V はシンプレクティックベクトル空間であるという。この時の単位ベクトルについて

Ω(u, v) = [· · ·u · · · ]

[
0 I

−I 0

]
...
v
...


が成り立つ。シンプレクティック構造発議のように複素多様体（次部で扱う）に拡大するときに便利である。

　多様体M 上で ωを 2形式とする。p ∈M として、このとき次の写像

ωp : TpM × TpM → R

は交代シンプレクティック写像をつくることがでっきる。ωは閉形式で

dω = 0

とする。ωがシンプレクティックであれば

dimTpM = dimM
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であり、これらの次元は偶数でなくてはならない。

例えばM = R2n として

ω0 =

n∑
i=1

dxi ∧ dyi

とするとシンプレクティックな基底が{(
∂

∂x1

)
p

· · ·
(

∂

∂xn

)
p

,

(
∂

∂y1

)
p

· · ·
(

∂

∂yn

)
p

}

とおける。また、M = Cn の場合は zk = xk + iyk として

ω0 =
i

2

n∑
i=1

dzk ∧ dz̄k

とすれはこのフォームはシンプレクティックである。

さらに例えばM = S2 inR3として S2球面上の点 pの接ベクトルは中心からのベクトル opに常に垂直だから

ωp(u, v) := ⟨p, u× v⟩ , u, v ∈ TpS
2

とおける。このフォームは閉じていて次のようにおける。

v = u× p

17.1.1 光錐量子化

　シンプレクティック構造 Ωij(x, x
′
)が実際に使われる例としてスカラー場の光錐 (Light-corn)量子化が

ある。

実スカラー場のラグラジアンを

L =
1

2
(∂ϕ)

2 − U(ϕ)

U(ϕ) =
1

2
mϕ2 + V (ϕ)

とおく。(z, t)方向の光錐に対応する光錐座標を

u =
1√
2
(z + t)

v =
1√
2
(z − t)

17.2 Stiefel 多様体

　

17.2.1 The Orr-Sommerfeld equation[52]

The Orr-Sommerfeld equation は C4 上の微分方程式として次のように表される。

ux = A(x, λ)u, u ∈ C4, a ≤ x ≤ b

ただし、λ ∈ Cは固有値である。x = a, x = bでは 2つの同相な境界条件がある。
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ここで h(x, λ)を 2× 2の逆行列を持つ複素行列とする。V(x, λ) ∈ C4×2 として、

V(x, λ) = U(x, λ)h(x, λ)

とする。ただしU(x, λ)は次のように書けるとする。

U(x, λ) = [u1(x, λ)|u2(x, λ)]

さらに連続した直交性が変換で保たれるためには

g = h−1hx, hx = hg, h(a, λ) = I2 (17.2)

とすると

Vx = A(x, λ)V +Vg

となる必要がある。Vの成分表示は具体的に

V = [v1|v2] =


v11 v21

v12 v22

v13 v23

v14 v24

 ∈ R4×2

とかけるが直交性から
4∑
j=1

v21j = 1,

4∑
j=1

v22j = 1,

4∑
j=1

v1jv2j = 0

が成り立つ。この 3つの方程式があると R8の表面を 8− 3次元に束縛する。実際に smoothでコンパクトな
埋め込まれた 5次元部分多様体が R8の中につくられる。これらは Stiefel多様体と呼ばれる。式 17.2にみられ
るように gの働きが幾何を決める重要な働きをする。

17.2.2 Stiefel manifolds　

　 k次元の直交座標を持つベクトル場を n次元のユークリッド空間 Rn, k ≤ nを考えよう。k次元の線形部
分空間ができることになる。

しかし、ここではさらに拡張した Rn×k の空間を考え、これを Stiefel manifold,Vk(Rn)で表す。例えば
k = 1であれば Stiefel manifoldは Rn内の単位球に同じである。また、k = nであればこの多様体はこれら単

位球の k次直交群と考えることができる。
そこで直交空間として Stiefel manifoldVk(Rn)の接空間を 2つの新しい指針を用いて調べることにする。ま
ず、偏微分方程式として

yx = Ay, y ∈ Rn, 0 ≤ x ≤ 1 (17.3)

を考える。ただし、ここではAは n× nの実行列とする。

0と 1で境界条件は x = 0と k = n− l,x = 1において rank(E) = kとなり、次の条件を満たすEを考える。

ETy(x)|x=1 = a, E ∈ Rn×k, a ∈ Rk (17.4)

ここで y1(x), · · ·yk(x)は式 17.3を満足し、x = 0で yi(0)とし、j = 1, · · · , kは正規直交系をなし、n × k

の行列Y(x)を

Y(x) = [|y1(x)| · · · |yk(x)|]

とする。Y(x)は式 17.3から次を満たす。
Yx = AY (17.5)
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同時に x = 0での境界条件を満たす。これらから定ベクトルを c ∈ Rk×1として式 17.4から x = 1での境界

条件から

ETY(1)c = a (17.6)

を満たす。それぞれの xについて直交性から行列Y(x)の列については線形独立で k次元の空間を張ってい
る。そこで h(x)を k × kの逆をもつ行列とすると、各 xについて n× k行列が

Z(x) = Y(x)h(x) (17.7)

とかけることになる。ここで Zが正方行列とは限らないことに注意する。

これは各座標 xについて n× k行列の同じ空間を張ることになる。基本的なアイディアはこの連続的で直交

関係を維持した h(x)を選ぶことにある。よってZ(x)の列を直交化させるので次のような微分関係を満足する。

式 17.5から

d

dz
Z(x) = Y′(x)h(x) +Y(x)h′(x)

= AY(x)h(x) +Y(x)h(x)h(x)−1h′(x)

ここで微分関係を含んだ k× kの行列

g(x) = h(x)−1h′(x) (17.8)

とおくことで
d

dx
Z(x) = AZ(x) + Z(x)g(x) (17.9)

と表すことができる。このアイディアの結果 Z(x)の微分を固有方程式とにわけることができた。

式 17.8は h(x)の変化をあらわしているので h(0) = Ik とおけば

d

dx
h(x) = h(x)g(x)

となる。よって式 17.7からY(1) = Z(1)h(1)−1 とおいて

ETZ(1)h(1)−1c = a

が成り立つことになる。問題は g(x)をどう決めるかである。

そこで Z(x) の列ベクトルが直交性をみたすから、その部分空間への射影をつくるというアイディアを

Drury(1980)が考えた。そこで次の偏微分方程式を

Zx = AZ

射影成分をとることで次のように置き換える。

Zx =
(
In − ZZT

)
AZ (17.10)

または次のように式 17.9の形に表すことができる。

Zx = AZ− ZZTAZ

つまり式 17.9は微分演算子の固有方程式に局所座標を回転させることで修正されることになる。
これによって式 17.9から g(x)は次のようにかける。

g(x) = −Z(x)TAZ(x) (17.11)

さらにDauey(1983)は数値的な条件から次のように修正した。(参考：さらにそのごDieciらにより修正が重
ねられた)
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g(x) = −(ZTZ)−1Z(x)TAZ(x) (17.12)

ここでとにかく、式 17.9の下で不変な多様体として f(Z) = ZTZを考える。

式 17.9があるので

d

dx
f(Z) = ŻTZ+ ZT Ż

= (AZ+ Zg)
T
Z+ ZT (AZ+ Zg)

= ZTATZ+ gTZTZ+ ZTAZ+ ZTZg

式 17.11を用いるとこの式は
ZTZ = Ik

であれば
d

dx
f(Z) = 0

となる。また、初期状態として Z(0)が直交関係を満たす列を Z(0)内にもっていれば Z(x)もまた、全ての

xにおいて直交性を持つ。しかし、一方で Z(x)の列を回転させるとこの直交性がわずかにこわれてしまうこ

とをDaueyは示した。これは式 17.10の射影でも同じように直交性は壊されれることを意味する。しかし、線
形独立ではあるわけである。そこで後に示すように式 17.12が Grassmanian manifoldの接空間への射影とし
て必要になったわけである。

Stiefel manifoldVk(Rn)において kを Rn 上の直交ベクトルとする。この多様体は fibre bundlesの土台とな
るので重要である。ユークリッド空間において部分多様体 Rn×k を n× kを実として次のように内積を定義し

よう。

⟨U,V⟩ = Tr(UTV), U,V ∈ Rn×k

Stiefel manifoldは
Vk(Rn) =

{
U ∈ Rn×k : UTU = Ik

}
で表される。これはもし k = 1、V1(Rn)を考えれば単位球 Rn を表している。ところが k > 1

を考えるとこれは通常の球とはことなる性質が見えてくる。

そこで Symk(R)を k × k対称行列の全てを表すと

dim(Symk(R)) =
1

2
k(k + 1)

となる。また写像 Φを

Φ : Rn×k 7→ Symk(R)

とするとU ∈ Vk(Rn)として
Φ(U) = UTU− Ik

である。よってUTU = Iの時

Vk(R) = Φ−1(0) = {U ∈ Rn×k}

さらに微分を次で定義する。

DΦ(U)V =
d

dϵ
Φ(U+ ϵV)|ϵ=0 = VTU+UTV

ただし、U ∈ Symk(R)である。

DΦ(U) : Rn×k|U → Symk(R), V ∈ Rn×k
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DΦ(U)V = 2w

とすると

V = Uw

とおくと

VTU+UTV = 2w ∈ Symk(R)

とおけることに注目する。ここでUは固定されていて、wは Symk(R)のある要素である。
DΦ(U)の kernelはUにおける Vk(R)の接平面になる。またDΦ(U)の rangeは法平面になる。
　

18 相対論的力学 [3]

18.1 4元速度、加速度

相対論の出発は光速度が一定という原理からくるミンコフスキー空間上の 4元不変距離∆sである。

ここでは次のように定義しよう。

∆s2 = ηµν∆x
µ∆xν = −c(∆t)2 + (∆x)

2

ただし、ここでの ηµν の符号の取り方は、通常の 3次元速度 v = ∆x/∆t≪ cだから

∆s2 < 0

となるようにとる。後の部では都合上∆s2 > 0とようにとる場合があるので留意する。

ここで運動体の固有時間を∆τ として

∆s2 = −c2 (∆τ)2 = ηµν∆x
µ∆xν = −c(∆t)2 + (∆x)

2 (18.1)

で定義しておく。これは速度 vを持つ系の時間変化との関係が次のローレンツ短縮となることを示す。

∆τ = ∆t

√
1−

(v
c

)2
, ∆τ < ∆t

つまり、ロケットの中の 1分が観測者からは 1時間のように見えることがあり得るわけである。
この τ は式 18.1からローレンツ不変である。従って次のように質点の 4元速度を定義する。

uµ ≡ dxµ(τ)

dτ

これは xµ と同じ反変ベクトルである。

さらに次のように時間、空間成分があらわされる。今後 k = 1, 2, 3として

vk ≡ dxk

dt
= v

uk ≡ dxk

dτ
=

vk√
1−

(
v
c

)2 =
v√

1−
(
v
c

)2
u0 =

dx0

dτ
=

c√
1−

(
v
c

)2
であり、次の 4元不変速度の関係が成り立つ。

ηµνu
µuν = −c2
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さらに、Newtonの処方に従って加速度が定義できるが、古典論と異なり注意がいる。
明らかに古典論では

a · v = 0

であるが、相対論では
√

1−
(
v
c

)2
因子の時間依存性のために、3元速度と加速度は直交しない。

4元加速度を次で定義する。

aµ ≡ duµ

dτ
=
d2xµ

dτ2

従って 4元速度と 4元加速度は常に直交する。

ηµνu
µaν ≡ 0

さらに、

dτ =

√
1−

(v
c

)2
dt

として定義から
√

1−
(
v
c

)2
因子の時間依存性のために

a =
1(

1−
(
v
c

)2) dvdt +
v√

1−
(
v
c

)2 ddt
 1√

1−
(
v
c

)2


=
1(

1−
(
v
c

)2) dvdt +
v

c2
(
1−

(
v
c

)2)2v · v̇

=
c4v̇

(c2 − v2)
2

a0 =
1

c2
(
1−

(
v
c

)2)2v · v̇

これは

a =
dv

dτ
+ a0v

となることを示すので、4元加速度を空間成分で見ると、時間成分に依存する項がつけ加わる。
この第 2項は微分前の速度の項がかかることに留意がいる。これが Newton力学との重要な相違点である。
従って

dv

dτ
= Aea

v = V ev

とすると

a = Aea + a0 · V ev

となる。つまり、加速度に速度の情報をどれだけ強く残すのかが a0 成分である。

例えば適当な時間関数の速度を用意しよう。

光速を 1として、最大でこの値をとり、原点を通り、tが小さいところでは tに比例するような関数にしたい

ので、

v(t) = −e−t + 1

とする。これを先の aに代入し、v,aのグラフを描くと次のようになる。

403



図 18.1: v(t) = −e−t + 1としたときの v, aのグラフ

さらに加速度の時間成分 a0 とその微分のグラフを次に表示する。

図 18.2: a0, da0/dtのグラフ

このグラフで見るように a0 を固有時間 τ で微分すると

d

dτ

 1

c2
(
1−

(
v
c

)2)2 v(t) · ˙v(t)

 =
c5
(
v(t)

(
c2 − v(t)2

)
v′′(t) +

(
c2 + 5v(t)2

)
v′(t)2

)
(c2 − v(t)2)

4

=
c5

(c2 − v(t)2)
2

(
v(t)v′′(t)

(c2 − v(t)2)
+
c2v′(t)2 + 5v(t)2v′(t)2

(c2 − v(t)2)
2

)
を得る。従って

da0

dt
− a =

c4
((
c3 + 5cv(t)2

)
v′(t)2 + cv(t)

(
c2 − v(t)2

)
v′′(t)−

(
c2 − v(t)2

)2
v′(t)

)
(c2 − v(t)2)

4

とまとめられる。vが小さいと無視できるが、大きくなると第 1項が残る。
つまり、相対論と古典論との相違は空間と同等に時間成分を持ち上げたことによる。

Newton力学の時代には物理量の時間成分は全て共通のパラメタとして処理のできる tであったが、

相対論では vの形に依存して、それぞれ時間成分が現れてくる。

これが波動関数の干渉性とどう関係するかを第 9部で考察する。

18.2 エネルギー・運動量

Newtonの運動方程式は
d

dτ
pµ = Fµ
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となり、4元運動量を次で定義する。

pµ ≡ muµ = m
dxµ

dτ

従って、運動量も反変ベクトルである。前節の固有時間と同じように

dp

dt
= F

√
1−

(v
c

)2
= K

のように力を定義すると、力積の関係は相対論でもそのまま成り立つ。

時間成分については
d

dt
(cp0) = cF 0

√
1−

(v
c

)2
= (K · v)

エネルギーの時間変化は仕事率になっている。よって運動量とエネルギーは

p =
mv√

1−
(
v
c

)2
E = cp0 =

mc2√
1−

(
v
c

)2
で定義するのが自然である。

この式は v ≪ cであれば

E ≃ mc2
(
1 +

1

2

v2

c2
+ · · ·

)
= mc2 +

1

2
mv2 + · · ·

となる。運動エネルギーに静止エネルギーE0 = mc2が加わることに留意する。これが相対論の特徴である。

さらに次の便利な恒等式

uµu
µ ≡ −c2

があるので

pµp
µ = − (mc)

2

となる。これは質量の定義とみなることもできる。

さらに左辺を書き換えると

E2 − c2p2 = −c2 (mc)2

となるので、重要な関係式

E2 = c2(p2 +m2c2)

を得る。

18.3 不変質量

　特殊相対性理論では自由粒子のエネルギーは質量m,運動量 pとして

E =
√
(pc)2 + (mc2)2 (18.2)

のように空間成分と時間成分のベクトル和のようにして得られる。根の中の第 2項が通常は定数であるため
に、この値はスカラーとしてみなすことができる。つまり、エネルギーは相対論の世界では

E1 = cp, E2 = mc2

の二成分を持っているかのように見える。
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ローレンツ変換の時に用いた速度比

β =
v

c

を用いると

β =
v

c
=
cp

E
=

cp√
(cp)2 +m2c4

(18.3)

になる。これは p→ ∞で β → 1 となることを示し、どんなに外からエネルギーを加えても光の速さを超え

ることができないことを表す。

また、今後は c = 1として式 18.2は
m2 = E2 − p2 (18.4)

となる。これは質量mはローレンツ不変であり不変距離

ds2 = dt2 − dx2

に対応している。c = 1としたことで速度比 β はそのまま観測系との間の相対速度に等しい。この時、自由

粒子のエネルギーも簡単に

γ =
1√

1− β2

を用いて

E = γm

で表すことができる。これは β が光速に近づくと E は無限大にまで大きくなることを意味している。

いま、系 Aを系 Bからみる場合を考えると運動量とエネルギーの間にはローレンツ変換から相対速度とお
なじ向きには P、相対速度と垂直な向きにはN をつけるとして

EB = γ(EA − βpAP )

pBP = −γ(βEA − pAP ) (18.5)

pBN = pAN

という関係が成り立つ。特にローレンツ変換の中でも等速の関係であればその変換はブーストと呼ぶことが

ある。

ローレンツ変換では不変距離 dsが重要な役割をしたが、A,Bどちらの系においても質量もローレンツ不変に

なることをみておこう。

系 Aでは式 18.4から
mA =

√
E2
A − p2A

一方系 Bでは式 18.5より p2A = p2AN + p2AP と 1/γ2 = 1− β2 に注意し、

mB =
√
E2
B − p2B

= γ

√
(EA − βpAP )2 − (βEA − pAP )2 −

1

γ2
p2AN

= γ
√
(1− β2)E2

A − (1− β2) (p2AN + p2AP )

=
√
E2
A − p2A = mA

となり、ローレンツ変換でこの質量は変化しない。もちろん相対速度が変化していくと観測する質量も変化

するが、A系からみてもB系からみても変わらない質量がこのm2 = E2 − p2であり、これを不変質量という。
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さらに複数の粒子がある場合を考える。このとき式 18.3ら全粒子の和を totの添え字をつけて

β =
ptot
Etot

と表すことができる。この速度でブーストした系では重心速度 center of mass(cmの添え字)は 0になるの
で、このような系を重心系という。

この時の不変質量はm2
1 = m2

2 = E2
1 − p21 = E2

2 − p22 から

E2
1m

2
2 = E2

1E
2
2 − E2

1p
2
2 = E2

1E
2
2 −

(
E2

2 − p22 + p21
)
p22 = E2

1E
2
2 + p21p

2
2 − 2p21p

2
2 − E2

2 + p22

ここで E2 = p2 とすると E1 = p1 だから

E2
1m

2
2 = E2

1E
2
2 + p21p

2
2 − 2E1E2p1p2 = (E1E2 − p1p2)

2

となるので

E1m2 = E1E2 − p1p2

m′ =
√
E2
tot − p2tot =

√
(E1 + E2)

2 − (p1 + p2)
2

=
√
(E2

2 − p22) + E2
1 + 2E1E2 − 2p1p2 − p21

=
√
m2

2 + E2
1 + 2(E1E2 − p1p2)− p21

=
√
m2

2 + E2
1 + 2E1m2 − p21

=

√
(E1 +m2)

2 − p21

となる。重心系での全エネルギーを Ecm とすると

Ecm = γ (Etot − βptot)

=
1√

1−
(
ptot
Etot

)2
(
Etot −

p2tot
Etot

)

= Etot

√
1−

(
ptot
Etot

)2

=
√
E2
tot − p2tot

= m′

となる。重心系では 2つの粒子は
Ecm
2

のエネルギーを持ち、正面衝突する。従って重心系では全エネルギーが静止エネルギーに等しい。いいかえれ

ば最大で Ecm の質量をもつ粒子を生成できる。

18.4 等価原理

　時空のある 1点においてアインシュタインの等価原理は局所的に Γλµν = 0とすることができることを示す。

この時は式 9.16から
Γλµν = Γλνµ
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の対称性を持つ。　

これは Γλµν = 0の時、{xµ}系と {xµ′} 系について式 9.16から

Γσ′µν =
∂2xρ

∂xν′∂xµ′

∂xσ
′

∂xρ

だけになる。逆に具体的に、{xµ}系の原点について

x
′µ = xµ +

1

2
Γµαβ(0)x

αxβ

とおけるが µ = ν であれば座標変換について原点で

∂xµ
′

∂xν
|x=0 =

∂xµ

∂xν′ |x=0 = δµν

∂2xρ

∂xν′∂xµ′ |x=0 = −1

2

(
Γρµν(0) + Γρνµ(0)

)
である。よって式 9.16から

Γρ
′

µν(0) = Γρµν(0)−
1

2

(
Γρµν(0) + Γρνµ(0)

)
=

1

2

(
Γρµν(0)− Γρνµ(0)

)
= 0

となる。よって

Γλµν = Γλνµ

とすることができる。

これはねじれのない場合を考えられる。この場合の指標を区別して ωaµb で表すことにする。

18.5 エネルギー運動量テンソル

電磁場において N個の粒子の位置を xn(t)で表し、電荷を qn とする。

電荷密度は

ρ(t, x) =
∑
n

qnδ
3(x− xn(t))

とおくと、電流密度は次のようになる。

j(t, x) = ρ · vn =
∑
n

qnδ
3(x− xn(t)) ·

dxn
dt

そこで 4元表示 J(ρ, j)で x0n = tn として

Ja =
∑
n

qnδ
3(x− xn(t)) ·

dxαn
dt

となる。従ってある座標系での固有時間を τ とすると t = x0n(τ)において

Ja =
∑
n

qnδ
3(x− xn(t)) ·

dxαn
dt

=
∑
n

qn
δ3(x′ − x′n(τ))

dxα
n

dτ |t=x0
n(τ)

dt
dτ |t=x0

n(τ)

=

∫ +∞

τ=−∞

∑
n

qnδ
3(x′ − x′n(t)) ·

dxαn
dτ

δ(t− x0n(τ))dτ

=

∫ +∞

τ=−∞

∑
n

qnδ
4(xβ − xβn(t)) ·

dxαn
dτ

dτ
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これはローレンツ不変になる。従って

∂J0

∂t
=

∂ρ

∂t
=
∑
n

qn
∂

∂t
δ3(x− xn(t))

=
∑
n

qn

[
∂

∂x′n
δ3(x− xn(t))

]
dx′n
dt

=
∑
n

qn

[
∂

∂x′
∂x′

∂x′n
δ3(x− xn(t))

]
dx′n
dt

= −
∑
n

qn

[
∂

∂x′
δ3(x− xn(t))

]
dx′n
dt

= − ∂

∂x′

∑
n

qnδ
3(x− xn(t)

dx′n
dt

= − ∂

∂x′
J ′

となる。4元運動量を Pαn (t) = (En(t),pn(t))とすると 4元運動量エネルギーの 0成分を持つもは全粒子で
足し上げて

Tα0(t,x) =
∑
n

Pαn (t)δ
3(x− xn(t))

と決められる。よって 4元運動量エネルギーは一般に、

Tαβ(t,x) =
∑
n

Pαn (t)δ
3(x− xn(t))

dxβn
dt

(18.6)

とすればよい。ただし、この時間 tについては注意がいる。

これはテンソルとして振る舞うのでさらに和の要素が入っていることである。

固有時間を用いると

dxβn
dt

=
dxβn
dτ

dτ

dt
|t=x0

n(τ)

となるが次のように我々は時間に沿って現象を見ることになるので

dτ

dt
|t=x0

n(τ)
= δ(t− x0n(t)) (18.7)

とみなすことになる。デルタ関数 δ(x)がステップ関数 θ(x)の微分から導けたことを用いると固有時間の性

質として、

τ = θ(t− x0n(t)) (18.8)

となる。

Tαβ(t,x) =
∑
n

Pαn (τ)
dxβ

n

dτ |t=x0
n
δ3(xi − xin(t))

dt
dτ |t=x0

n(τ)

=

∫ +∞

−∞

∑
n

Pαn (t)
dxβn
dτ

δ3(x− xn(t))δ(t− x0n(t))dτ

=

∫ +∞

−∞

∑
n

Pαn (t)
dxβn
dτ

δ4(xµ − xµn(t))dτ (18.9)

これらの成分は

Tαβ(t,x) =

(
T 00 T 0j

T i0 T ij

)
=

(
energy density ϵ energy currentS

mometumdensity g momentumcurrent stress tensor

)
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とまとめることができる。

エネルギー保存則は

∂βT
0β = 0

として

∂0T
00 + ∂jT

0j =
∂ϵ

∂t
+∇S = 0

で表される。また、x方向の運動量保存則は

∂βT
1β = 0

∂0T
10 + ∂jT

1j =
∂px
∂t

+∇Ux = 0

が成り立つ。エネルギー、運動量保存則は合わせて

∂βT
αβ = 0

とかくことができる。ここで考慮したエネルギー運動量テンソルは力学的なものなので改めて式 18.6は

∂βT
αβ
MECH = ∂β

[∑
n

Pαn (t)
dxβn
dt

δ3 (x− xn(t))

]

=
∂

∂t

[∑
n

Pαn (t)δ
3 (x− xn(t))

]
+

∂

∂xi

[∑
n

Pαn (t)
dxin
dt

δ3 (x− xn(t))

]

=
∑
n

dPαn (t)

dt
δ3 (x− xn(t)) +

∑
n

Pαn (t)
d

dt
δ3 (x− xn(t))

+
∂

∂xi

[∑
n

Pαn (t)
dxin
dt

δ3 (x− xn(t))

]

=
∑
n

dPαn (t)

dt
δ3 (x− xn(t)) +

∑
n

Pαn (t)

[
∂

∂xin
δ3
(
xj − xjn(t)

)] dxin
dt

+
∑
n

Pαn (t)
dxin
dt

[
∂

∂xi
δ3
(
xj − xjn(t)

)]
=

∑
n

dPαn (t)

dt
δ3 (x− xn(t)) +

∑
n

Pαn (t)

[
∂

∂xin
δ3
(
xj − xjn(t)

)] dxin
dt

−
∑
n

Pαn (t)

[
∂

∂xi
δ3
(
xj − xjn(t)

)] dxin
dt

3行目では
d

dt
=

∂

∂xin

dxin
dt

としている。最後の 2項が打ち消しあうので結局、式 18.7から固有時表現では

d

dt
=

d

dτ
δ(t− x0n(τ))

となるので、式 18.9から

∂βT
αβ
MECH =

∑
n

dPαn (t)

dt
δ3 (x− xn(t))

=
∑
n

dPαn (t)

dτ
δ3 (x− xn(t)) δ(t− x0n(τ))

=
∑
n

dPαn (t)

dτ
δ4 (x− xn(t)) dτ
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とあらわすことができる。もし、粒子が電場と相互作用すると

∂βT
αβ
MECH ̸= 0

となる。しかし、改めて電磁場のエネルギーテンソルを加えて、

Tαβ = TαβMECH + TαβEL

としておけば保存則は

∂βT
αβ = 0

となるので、この時、TαβMECH が自明であれば

∂βT
αβ
EL = −∂βTαβMECH

から求めることができる。一方で 4元電磁場を Fαβ とするとローレンツ力は 1.200から

dPαn (t)

dτ
= qnF

α
β

dxβn
dτ

となるので

∂βT
αβ
EL = −

∑
n

dPαn (t)

dt
δ3 (x− xn(t))

= −
∑
n

dPαn (t)

dτ

dτ

dt
δ3 (x− xn(t))

= −Fαβ
∑
n

qn
dxβn
dτ

dτ

dt
δ3 (x− xn(t))

= −Fαβ
∑
n

qn
dxβn
dt

δ3 (x− xn(t))

となるのでカレント Jβ を用いて

∂βT
αβ
EL = −Fαβ Jβ (18.10)

Jβ =
∑
n

qn
dxβn
dt

δ3 (x− xn(t))

である。Maxwell方程式を用いると式 1.201から

∂µF
µν(x) = □Aν − ∂ν∂µA

µ = 0

Fµν ≡ ∂µAν − ∂νAµ

また式 1.199から
□Aµ = Jµ

よって

Fαβ J
β = Fαβ □Aβ

= Fαβ
(
∂γF

γβ(x) + ∂β∂γA
γ
)

= Fαβ
(
∂γF

γβ(x) + ηγαη
δβ∂β∂γA

γ
)

= ∂β
(
Fαγ F

γβ + F γδ∂γA
γ
)

= ∂β
(
Fαγ F

γβ + F γδ
(
∂γA

δ − ∂δA
γ
))

= ∂β

[
Fαγ F

γβ +
1

4
ηαβF γδFγδ

]
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となるから式 18.10から

TαβEL = −Fαγ F γβ − 1

4
ηαβF γδFγδ (18.11)

よって次のように 2つのエネルギー運動量テンソルが微分形で得られる。

∂βT
αβ
MECH =

∑
n

dPαn (t)

dt
δ3 (x− xn(t))

∂βT
αβ
EL = −Fαβ Jβ

これらは次のように運動量が定数でカレントが 0であれば

dPαn (t)

dt
= 0

Jβ = 0

次のように全体のエネルギー運動量が 4次元時空上で保存されることを示す。

∂β

(
TαβMECH + TαβEL

)
= 0

Tαβ = TαβMECH + TαβEL = Const.

式 18.11からこのテンソルは α, β の入れ替えに対して対称である。

例えば電磁場の場合次のようになる。式 1.200から時間成分のエネルギーは

ϵ(t,x) = T 00 = −F 0
γF

γ0 − 1

4
η00F γδFγδ

= −F 0
γF

γ0 +
1

4
F γδFγδ

= E2 +
1

4

(
2B2 − 2E2

)
=

1

2

(
E2 +B2

)
となる。また、空間成分の運動量は ηi0 = 0だから

s(t,x) = T i0 = −F ijF j0 (i = 1, 2, 3)

=
∑
k

ϵijkEiBj

= E×B

となる。これから次のアブラハムの定理がいえる。

• もし、Tαβ(x)がローレンツ場のテンソルであれば

∂βT
αβ = 0

であり 4元ベクトルが
Pα =

∫
Tα0d3x

で表される。
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• もし Jα(x)がローレンツ場の 4元ベクトルであれば

∂αJ
α = 0

でありローレンツスカラーが

Q =

∫
x0

J0d3x

となる。

19 Einstetin方程式

古典的な運動において運動方程式は作用 S として

S =

∫
L(qi, q̇i, t)dt (19.1)

の極値をとる条件 δS = 0から次のように導かれた。

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= 0 (19.2)

一般相対論ではこれを時空多様体に拡大し、固有時を τ として

L =
1

2
gµν

dxµ

dτ

dxν

dτ
(19.3)

とすれば式 19.2は Γを用いて自由粒子の運動方程式が次のように決定される。

d2xµ

dτ2
+ Γµνλ

dxµ

dτ

dxν

dτ
(19.4)

また、世界線の長さを

I =

∫
ds =

∫ √
2Ldτ

とするとこの世界線の長さが極値をとる条件は

δI = δ

∫ √
gµν

dxµ

dτ

dxν

dτ
dτ = 0

ただし接続は新たに次の記号

Γλµν =
1

2
gλρ(−∂ρgµν + ∂µgνρ + ∂νgρµ) (19.5)

で定義する。よって

∂ρ

(
gµν

dxµ

dτ

dxν

dτ

)
=
(
−2gλρΓ

λ
µν + ∂µgνρ + ∂νgρµ

) dxµ
dτ

dxν

dτ
= 0

として両辺に 1
2g
λρ をかけると

1

2
gλρ∂µgνρ

dxµ

dτ

dxν

dτ
=

1

2

とおける。

ここでリーマンテンソルを定義しておく。

　第 2部の共変微分の交換積を次のように任意のベクトル V µ に作用させる。
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[∇µ,∇ν ]V
a =

(
∂µΓ

α
νβ − ∂νΓ

α
µβ + ΓαµtΓ

τ
νβ − ΓανtΓ

τ
µβ

)
V a (19.6)

となるが括弧内を次のように定義しよう。

Rαβµν = ∂Γανβ − ∂νΓ
α
µβ + ΓαµtΓ

τ
νβ − ΓανtΓ

τ
µβ (19.7)

を得る。これはRiemann-Christoffel曲率テンソルと呼ばれる。この意味を考えてみよう。
そこで定数 u, vをパラメタとして図のような曲面を考える。

図 19.1: 曲面

図においてＰ点からＳ点にベクトル V µ を平行移動する経路を C1, C2とする。この経路によってベクトル

がどう変化するかをみてみよう。

共変微分の定義から C1に沿った場合は

V µ(T )// = V µ(P )− Γµαν(P )V
ν(P )

∂xα

∂v
△v

V µ(S)// = V µ(T )// − Γµβν(T )V
ν(T )//

∂xβ

∂u
△u

よって△についての２次以降を無視し、

V µ(S)// = V µ(P ) + Γµβν(T )Γ
ν
αρ(P )V

ρ(P )
∂xα

∂v
△v ∂x

β

∂u
△u− Γµβν(T )V

ν(P )
∂xβ

∂u
△u

点Ｐでの値に統一する必要があるから

Γµβν(T ) = Γµβν(P ) + ∂αΓ
µ
βν

∂xα

∂v
△v

となるので△についての２次以降を無視し

V µ(S)// = V µ(P ) +
(
Γµβν(P )Γ

ν
αρ(P )− ∂αΓ

µ
βρ(P )

)
V ρ(P )

∂xα

∂v
△v ∂x

β

∂u
△u

となる。C2に沿った場合との差は C2の場合が u, vについての入れ替えになることを利用し、式 19.7から

V µ(C1)// − V µ(C2)// = −RµραβV
ρ(P )

∂xα

∂v
△v ∂x

β

∂u
△u

となる。つまり曲率テンソルに面積要素を掛けたものは右回り経路と左周り経路で平行移動させた時のベク

トルの変化量になっている。

次のように面積要素を定義すると

△σaβ =

∣∣∣∣∣ ∆1x
α ∆1x

β

∆2x
α ∆2x

β

∣∣∣∣∣
V µ(C1)// − V µ(C2)// = −1

2
RµραβV

ρ(P )△σaβ (19.8)
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が存在する。空間であれば曲率は 0になるので平行移動したベクトルに差はない。また、経路である x1, nM

には任意性がある。端点を決めたとしても球面上であれば曲率はいたるところで一定であるから

V µ(C1)// − V µ(C2)// = −2πRρV
ρ(P ) (19.9)

となる。

また図のように円盤上でのベクトルの移動を考えると経路 C1を用いて移動したベクトルは向きが反転する

が経路 C2では経路の向きとベクトルの向きが直交しているために移動によって向きは変化しない。しかし、

図右のように球面に拡大し、法線ベクトルを許すと経路に沿っての移動で向きを変える。

図 19.2: 平面と空間による平行移動の相違

そこで

ω = ξ1 ∧ ξ2

はベクトルを ξ1, ξ2 が作る平面に直交している。

1形式として
dω = dξ1 ∧ ξ2 − ξ1 ∧ dξ2

曲率テンソルは次のような対称性を持っている。

Rµαβγ +Rµβγα +Rµγαβ ≡ 0 (19.10)

さらに次の Bianchiの恒等式も成立する。

∇γR
µ
ναβ +∇βR

µ
νγα +∇αR

µ
νβγ ≡ 0 (19.11)

また縮約により次のテンソルが得られる。まず Ricciテンソル (Ricci tensor)として次を定義する。

Rµν = Rνµ ≡ Rαµνα (19.12)

さらにスカラー曲率として

R = gµνRµν

式 19.11から

∇γR
α
ναβ +∇βR

α
νγα +∇αR

α
νβγ = 0 (19.13)

−∇γRνβ +∇βRνγ +∇αR
α
νβγ ≡ 0

これに gβν をかけると

∇τg
βν = 0
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だから

−∇γR+∇βR
β
γ +∇αR

α
γ = −∇γR+ 2∇βR

β
γ = 0

= 2∇α

(
Rαβ − 1

2
δαβR

)
= 0 (19.14)

ここで次のようにテンソルを定義すると

Gµν ≡ Rµν −
1

2
gµνR (19.15)

式 19.14は次のように書ける。

∇λG
λ
µ = 0 (19.16)

このテンソルは Einsteinのテンソルと言われ、スカラー曲率 Rと共に次のような重要な性質を持つ。

１．gµν とその 1階、2階微分係数から作られるスカラーは次の形式のものしかない。

S(x) = c1R(x) + c2 (19.17)

２．同様に２階対称テンソルのうちで次の恒等式を満足するものは

　

∇µT
µν = 0 (19.18)

次の形式のものしかない。

Tµν = c1G
µν + c2g

µν (19.19)

これらからエネルギー運動量テンソルは保存されるとすれば式 19.18を満たすべきであるから kを定数とし

て次のようにおける

Gµν = kTµν (19.20)

ただし、式 19.19の c2 の項を無視した。よって

Rµν − 1

2
gµνR = kTµν (19.21)

を得る。これはアインシュタインの方程式 (Einstein’s_equation)と呼ばれる。
Ricciテンソルが得られる場合は

∇νVµ =
∂Vµ
∂xν

− ΓλνµVλ (19.22)

Γλµλ = −1

2
∂µg/g = ∂µlog

√
−g

から α = ν

[∇µ,∇ν ]V
µ =

(
∂µΓ

µ
νβ − ∂νΓ

µ
µβ + ΓµµτΓ

τ
νβ − ΓµντΓ

τ
µβ

)
V µ (19.23)

[∇µ,∇ν ]V
µ = RµνV

µ (19.24)

そこで (M, g)を n次元リーマン多様体としM の点 P での接空間 TpM で表すと
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ξ, η ∈ TPM

としてリッチテンソルRicの (ξ, η)における値は次の線形写像のトレースで与えられる。R(ξ, η)を曲率テン

ソルの (ξ, η)での値として

TPM → TpM ; ζ 7→ R(ζ, η)ξ

これは局所座標を用いて

Ric = Rkikjdx
i ⊗ dxj = Rijdx

i ⊗ dxj (19.25)

で表される。さらにこのリッチテンソルを計量 gに関してトレースをとればスカラー曲率が得られる。

S = trgRic

従って計量の取り方にトレースは依存するので局所座標を用いると

S = gijRij (19.26)

となる。

19.1 Einstein-Hilbert作用

Newtonの理論では重力ポテンシャル Φは ρを質量密度とすると次の Poissonの方程式に従う。

△Φ = 4πGρ

を満たす。ラプラシアン∆については次節で詳しく触れる。19.21より

Gµν = Rµν − 1

2
gµνR

アインシュタインのテンソル Gµν とエネルギー運動量テンソルとは次の関係式で結ばれる。

Gµν = 8πGTµν (19.27)

これを作用原理から導こう。この作用はスカラーとなるべきで S とおく。

(M, g)を擬 Riemman空間とする。一般に不変体積要素である次の

S =

∫ √
−gd4x

だけでは作用としては不十分でこれにスカラーテンソル Rをかけたもを作用とおく。

そこで 4次元における重力場の Einstein-Hilbert作用を次のようにおく。

SEH =
1

16πG

∫
R
√
−gd4x (19.28)

係数 1
16πG は後で示す Newtonの場合と整合するために与えた。

まず式 9.17、9.21より

δ(R
√
−g) = δ(gµνRicµν

√
−g)

= δgµνRicµν
√
−g + gµνδRicµν

√
−g +Rδ

√
−g

= −gµκgλνδgκλRicµν
√
−g

+ gµν
(
∇κδΓ

κ
νµ −∇νδΓ

κ
κµ

)√
−g + 1

2
R
√
−gδgµνgµν
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ここで第 2項は全微分だから和をとり

gµν
(
∇κδΓ

κ
νµ −∇νδΓ

κ
κµ

)√
−g = ∂κ

(
gµνδΓκνµ

√
−g
)
− ∂ν

(
gµνδΓκκµ

√
−g
)

となり、この項は変分に寄与しない。残りの項について

δSEH =
1

16πG

∫ {
−Ricµν + 1

2
Rgµν

}
δgµν

√
−gd4x (19.29)

が成り立つので δS = 0を課すと

Gµν = Ricµν −
1

2
gµνR = 0

アインシュタインテンソルが得られる。

次に物質場を付け加える。この作用を次のようにおく。

SM =

∫
Lm(ϕ, ∂ϕ)

√
−gd4x

ただし、Lm(ϕ, ∂ϕ)はラグラジアン密度である。

例えば実スカラー場の場合は

Ss = −1

2

∫ [
gµν∂µϕ∂νϕ+m2ϕ2

]√
−gd4x

であるし、Maxwell場であれば

SED = −1

4

∫
[FµνF

µν ]
√
−gd4x

今、変分 δgのもとでは物質場のみが作用に関わるとすると

Tµν =
∂L

∂(∂µϕ)
∂νϕ− gµνL

なので

L =
1

2

(
gµν∂µϕ∂νϕ+m2ϕ2

)
とすると

Tµν = ∂µϕ∂νϕ− gµνL

= ∂µϕ∂νϕ− 1

2
gµν

(
gκλ∂kϕ∂λϕ+m2ϕ2

)
となる。これは

S =

∫
Lm

√
−gd4x

として

δS =

∫
δ
(
Lm

√
−g
)
d4x

=
1

2

∫
d4x

√
−g 2√

−g
δ (Lm

√
−g)

δgµν
δgµν

=
1

2

√
−gδgµν(x)Tµν(x) (19.30)
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とおけば共役運動量の定義に似て、運動量エネルギーテンソルは

Tµν(x) =
2√
−g

δ (Lm
√
−g)

δgµν

である。

Lが ∂µϕ項を持たない場合は

Tµν = −gµνL (19.31)

L = −gµνTµν (19.32)

なので式 9.17より運動量テンソルは保存される。作用は

SM =

∫
Lm

√
−gd4x

とするとエネルギー運動量テンソルが

Tµν = Tνµ =
−2√
−g

δ (
√
−gLm)

δgµν

とすると

δSM = − 1

2

∫
δ
(
Lm

√
−g
)
d4x

= − 1

2

∫
[Tµνδg

µν ]
√
−gd4x (19.33)

無限小変換では δxµ = ξµ とすると

δgµν = ∇µξν +∇νξµ

となるので

δSM = −1

2

∫ √
−gTµνδgµνd4x

= −
∫ √

−gTµν∇νξµd4x

= −
∫ √

−g∇ν

(
T νµ ξ

µ
)
d4x+

∫ √
−gξµ∇νT

ν
µd

4x

となり、この第 1項はベクトル場 T νµ ξ
µ の発散だから積分すると表面積分として 0である。

よって第 2項から δSM = 0を満たすことは

∇νT
ν
µ = 0

を要請する。アインシュタインのテンソルはビアンキの恒等式から

∇νGµν = 0

となったので重力のラグラジアン、物質のラグラジアンをそれぞれ LG = R/2κ2,Lm とおけば作用

S =

∫
d4x

√
−g (LG + Lm)

はビアンキ恒等式がエネルギー運動量保存となるように選ばれている。

しかし、物質と重力別々については保存されても総和については何も示していない。
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重力場は物質場と結合していると考えられるから作用原理は

δ (SM + SE) = 0

これから Einstein方程式

Gµν = 8πGTµν

が求まる。この時、式 19.29と 19.33から

δ (SM + SE) =
1

16πG

∫ {
−Ricµν + 1

2
Rgµν + 8πGTµν

}
δgµν

√
−gd4x

だから {}内が 0として式 19.27が導けられる。

19.2 弱い重力場

ここで一般相対性理論が Newtonの重力とどう関係するかを見てみる。
そこで平坦な時空からわずかにずれて弱い重力の近似を考える。Minkowski時空の計量を次のように微小項
をつけて変化させる。

gµν = ηµν + hµν

hµν ≪ 1

局所的な非相対論的速度を

Uα ≡ dxα

dτ

U0 ∼= 1

U j ∼= 0

とすると式 19.4より

d2xµ

dτ2
∼= −c2Γµ00U0U0

∼= −c2Γµ00 (19.34)

hµν が静的であれば式 19.5より

Γ0
00 = 0, Γj00 = −1

2

∂h00
∂xj

ここでニュートンポテンシャルを

h00 = −2ϕ/c2

とおけば
d2xµ

dτ2
= ∇ϕ = −∇GM

r
= G

M

r2

となり Newtonの運動方程式である。
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20 重力波

20.1 測地線

時空間に曲りがあると、平行という概念に修正がいる。曲がった曲面の中にいればベクトルの平行移動は曲

面に沿って曲がっていくが、時空の曲りを調べるためには時空の曲りに依存せず、直線的にベクトルを平行移

動させ、時空に沿った接線との角度を測れば時空の曲りが得られる。もちろん、どうしたら曲りに依存せず、

まっすぐベクトルを動かせるかは難問である。アインシュタインはここに等価原理を持ち込み、単純に自由落

下させればいいと考えた。

前節から観測系に関係なく

ds2 = gµνdx
µdxν

が一定になることを見た。そこでパラメタ λで連続的に記述される物体があり。時空間的に ds離れた相違

点を次のように表す。

ds2 = gµν
dxµ

dλ

dxν

dλ
dλ2

光円錐において空間部分 ds2 > 0を考える。

ds = (gµνdx
µdxν)

1/2

とし、時間部分 ds2 < 0では負にならないように運動体に沿った固有時間を τ として、

c2dτ2 = −ds2 = −gµνdxµdxν

ここで λ = τ に選べば

gµν
dxµdxν

dτ dτ
= −c2

でありこたの値は不変になる。また、相対論の章で見たように 4元速度を

uµ =
dxµ

dτ

とすれば

gµνu
µuν = −c2 (20.1)

となる。質量mの自由粒子の運動は時間部分において境界条件を

xµ(τA) = xµA

xµ(τB) = xµB

と、局所座標系で固有時 τ としてラグラジアン Lを

L =
1

2
gµν

dxµ

dτ

dxν

dτ

とかくと世界線の長さ Sは
S =

∫
ds =

∫ √
2Ldτ

となるのでこの極値をとる条件から

d2xµ

dt2
+ Γµνλ

dxν(c(t))

dt

dxλ(c(t))

dt
= 0

が導けたように、ここでは作用を
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S = −m
∫ τB

τA

√
gµνuµuνdτ = −mc

∫ τB

τA

dτ

とし、測地線の方程式は 4元速度を用いて式 20.1から

d2xµ

dτ2
+ Γµνρu

νuρ = 0 (20.2)

となる。そこで非常に近い xµ(τ) + ξµ(τ)異なる測地線を考え、

d2 (xµ + ξµ)

dτ2
+ Γµνρ(x+ ξ)

d(xν + ξν)d(xρ + ξρ)

dτ dτ
= 0

となることから |ξµ|は小さいとして 2次以上を落として、この式を展開すると式 20.2を用いて簡単になり、

d2ξµ

dτ2
+ 2Γµνρ(x)

dxν

dτ

dξρ

dτ
+ ξσ∂σΓ

µ
νρ(x)

dxν

dτ

dxρ

dτ
= 0 (20.3)

ξだけずれた時の偏差方程式が得られた。ここでベクトルの共変微分を

DV µ

Dτ
≡ dV µ

dτ
+ ΓµνρV

ν dx
ρ

dτ
(20.4)

で定義すると式 20.3は 2点間のベクトルと見なせば第 2部の測地線変移の式から、
ベクトル場を U, V とし、もう一回共変微分することで

∇U∇UV
µ +RµσνλU

σUλV ν = 0

が成り立つ。ここで空間的な微小変化

lµ =
dxµ

dσ
δσ

dxµ

dσ
= V µ

とする
d2l

dτ2
+Rµσνλl

νUσUλ = 0

となったことから式 20.3は

D2ξµ

Dτ
= −Rµνρσξρ

dxν

dτ

dxσ

dτ
= −Rµνρσξρuνuσ

のように非常に近い領域にある測地線変位の式はリーマンテンソルに依存することがわかる。

20.2 局所内部空間と自由落下空間

　アインシュタインの等価原理によれば重力のない空間はどこでもつくることができて、地球上でも自由落

下すればその中では無重力状態になる。光円錐の空間部分に P を置き、この時式 20.2は P が自由落下をして

いれば
dx2

dτ2
|P = 0

を満たす座標系をとれる。これを局所内部空間 (local inertial frame)LIFと呼ぶ。
そこでこの座標系の平坦になる計量を ηµν とし、単位ベクトルを eα, eβα, β = 0, 1, 2, 3とし、

ηµνe
µ
αe
ν
β = ηαβ

が成り立つ。外から見れば自由落下していくので P から Qまで移動したとして、この空間的な距離を sと

すると、この方向の単位ベクトルを

n = (n0, n1, n2, n3)
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とすると外の系は

xQ = (sn0, sn1, sn2, sn3)

となる。一方で内部でのこの間の固有時間を τ とすれば(
τn0, τn1, τn2, τn3

)
つまり、空間距離はいつでも固有時間に置き換えることが可能だということになる。

従って

gµν(P ) = ηµν

が成り立ち、

Γµνρ(P ) = 0 (20.5)

とすることができる。

先の関係から式 20.2は 4元速度として固有時間を用いたものを時間的測地線、空間的測地線による 2階の項

d2xµ

dτ2
,
d2xµ

ds2

は消えて、次の項が残る。

dxµ

dτ
= nµ

よって式 20.2は
Γµνρ(P )n

νnρ = 0

となるので 4元速度を固定すると式 20.5が得られる。
局所空間内でこの物体は 1つの位置とモーメントをある時刻で持つことになる。
そこで 4元スピンベクトルを次のようにおく。

sµ = (0, s)

空間 3成分のスピン sの向きはスピン角運動量により保存される。よって基準の座標軸を内部に持つことが

できる。

従って一般的なスピンのある自由粒子の時間的な測地線の式が式 20.4の共変微分を参考に

dsµ

dτ
+ Γµνρs

ν dx
ρ

dτ
= 0 (20.6)

を得る。ここで基準の向きとして
dsµ

dτ
= 0

とおける座標軸をとればよい。この時、時間的測地線に沿うと式 20.6から式 20.5が導ける。

Γµνρ(P ) = 0

このようにジャイロスコープでマークされた座標軸をもつリーマン座標系をフェルミ正規座標系 (Fermi nor-
mal coordinates)という。
これらを利用した技術は無重力状態の人工衛星の中で実現できる。人工衛星を噴射装置で決まった位置に移

動し、観測機の中心を決め、細かに、太陽風や微小流星の影響を記録できる。
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20.3 TT frame

重力の作用を考える時、一般にアインシュタイン作用 SE と自身の質量作用 SM を考えて

S = SE + SM

とかく、ただし、式 19.30より、

SE =
c3

16πG

∫
d4x

√
−gR

SM の変分については計量の変化

gµν → gµν + δgµν

の影響を考えればよいから

δSM =
1

2c

∫
d4x

√
−gTµνδgµν

となる。

時空の計量については様々な場合が考えられるが、ここでは転置対角成分が 0になる場合に注目し、これを
これを TT_gauge(transvers-traceless gauge)と呼ぶ。つまり、計量 hについて

h0µ = 0, hµµ = 0, ∂ihij = 0 (20.7)

つまり

hµν =


0 0 0 0

0 0 h12 h13

0 h21 0 h23

0 h31 h32 0

 (20.8)

を満たすような計量をユークリッド計量を基準にして加えてみるわけである。

そこで τ = 0のとき、試験的に質量 mの物体を重力のない空間に初速 0で置くことを考える。これを試験
物体と呼ぶ。

20.2は次のようになる。

d2xi

dτ2
|τ=0 = −

[
Γiνρ(x)

dxν

dτ

dxρ

dτ

]
τ=0

= −

[
Γi00(x)

(
dx0

dτ

)2
]
τ=0

(20.9)

となる。この時の計量をフラットな部分とわけて次のようにおく。

gµν = ηµν + hµν

これを利用し、式 10.33から Christoffelの記号を 1次までで展開すると

Γµνρ =
1

2
ηµσ (∂νhρσ + ∂ρhνσ − ∂σhνρ)

となり、空間部分 i成分と時間部分 00成分をひろうと式 20.8から

Γi00 =
1

2
(2∂0h0i − ∂ih00) = 0 (20.10)

となる。これは式 20.9から
d2xi

dτ2
= 0
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を意味するので、全ての時間において
dxi

dτ
= 0

となることを意味する。つまり、TTframeにおいて重力波の来る前に静止していたものは重力波が来ても試
験物体は静止していることになる。言い換えると、TTframeの座標系は重力波が到達したときにそれ自身が伸
張していないといけない。その結果、試験物体の位置がはじめの状態と変化しないことになる。従って、試験

物体を基準座標の設定に使える。

例えばある座標 (x = 1, y = 0, z = 0)をポイントする。その後重力波が通り過ぎても試験物体は同じ位置を

指している。

前節から ξi だけ離れた近接 2点に試験物体をおくと、重力波が通過しても変わらない。そこで τ = 0では

dxi/dτ = 0

とすれれば dx0/dτ = cになるので

d2ξi

dτ2
|τ=0 = −

[
2cΓi0ρ

dξρ

dτ
+ c2ξσ∂σΓ

i
00

]
τ=0

(20.11)

しかし、TTgaugeでは式 20.10から Γi00 = 0とできる。また条件式 20.7から

Γi0j =
1

2
∂0hij

とおけるから式 20.11は次のように簡単になる。

d2ξi

dτ2
|τ=0 = −

[
ḣij

dξi

dτ

]
τ=0

また、τ = 0においては
dξi

dτ
= 0,

d2ξi

dτ2
= 0

となるので、これから 2つの試験物体の離れた距離 ξi はいつでも一定である。また、

h00 = h0i = 0

とできるので時間的な固有時間での距離は

xµ(τ) =
(
x0(τ), xi(τ)

)
とすると x0(τ) = ct(τ)に注意して

c2dτ2 = c2dt2 −
(
δij + hTTij

)
dxi(τ)dxj(τ)

= c2dt2 −
(
δij + hTTij

) dxi
dτ

dxj

dτ
dτ2

が成り立つ。したがって、TTgaugeでは固有時間 τ は試験物体が時間座標を tだけ変化する時間にほぼ等

しい。

このようにTTgaugeでは重力波が通り過ぎてもほとんど時間的な影響を受けないことに注意する必要がある。
次に空間的な距離はどうだろうか。例えば 2つの事象を (t, x1, 0, 0), (t, x2, 0, 0)とし

x2 − x1 = L

とおく。もちろん、重力波が例えば z方向に伝搬していくような場合は Lは時間と同じように一定である。

しかし、
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20.4 線形方程式

前節で近い領域の測地線について考えたが、次に計量が少しだけ平坦からずれている場合を考えよう。

gµν = ηµν + hµν , |hµν | ≪ 1

この時、次のような座標変換を考える。

xµ → x
′µ = xµ + ξµ(x) (20.12)

そして同じように微少量 ξµ(x)が

|∂µξν | ∼ |hµν |

程度の場合を考える。

g
′

µν(x
′
) =

∂xρ

∂x′µ

∂xσ

∂x′ν
g

この時式 20.12より、
h

′

µν(x
′
) = hµν(x)− (∂µξν + ∂νξµ)

20.5 Einstetin Equation

　前章のエネルギー運動量テンソル T ab は真空の空間であれば

T ab = 0

前章のアインシュタイン方程式 19.15から

Gab = Rab −
1

2
gabR

となる。
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