
概 要
本部ははじめにの基礎物理の内容をいっそう深めるための数学的な内容を準備する。第 3部の多様体、微

分幾何を引き継ぎ、外積空間から複体、鎖体、ホモロジー、結び目理論、グラフ理論の基礎を学ぶ。これらは
新しい物理学の概念を表現していくのに必須な道具になる。本シリーズに共通した物理を動的イメージでとら
えなおすく目的においても重要な役割を持つ。特に本部では深谷賢治氏の文献を多く引用する。数学者であっ
て物理の理論に深い洞察をされている方である。氏の著作を読み込めば学生諸君にも新しい指針がみつかるだ
ろう。そして位相的場の理論を学び、る物理の対称性や保存則の背景にある数理を深めていく。本部は未完成
部分が多く、今後加筆修正する予定である。参考文献を見て学習に役立ててほしい。

1 数学的準備

1.1 コンパクト

第 1部、4部でもコンパクトであるという概念は、無限と有限を区別する上で重要になる。
第 4部でみたように位相空間の部分集合において

定義 1. 任意の開被覆が有限部分被覆を持てばコンパクトである。
例えば数直線上の閉区間やユークリッド空間内の有界閉集合はコンパクトである。

また n次元球は通常の位相に対し、コンパクトである。

Oをその開集合系とする位相空間（特に距離空間）

(X,O) (1.1)

の部分集合に対し、

A ⊂
∪
λ∈Λ

Oλ (Oλ ∈ O) (1.2)

となるならば有限個の λn を選び

A ⊂
n∪
k=1

Oλk
(Oλk

∈ O) (1.3)

とすることができれば AはX のコンパクト集合である。

また、点列がどこかに収束点を持てばコンパクトになる。

1.2 レトラクト

定義 2. レトラクション (retraction)
　X を位相空間とし、AをX の部分空間とする。この時

r : X → A

がレトラクション (retraction)とは、全ての a ∈ Aに対して

r(a) = a

となることである。つまり、AをX の部分空間としたから包含写像を

ι : A ↪→ X

とすると、レトラクションは連続写像 rで

r ◦ ι = idA

となり、rの包含との合成が恒等写像になるものである。
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例えば任意の空ではない空間はなんらかの方法で点にリトラクトする。

つまり、

定理 1. X 上の任意の相違なる 2点 x, yに対して、

U ∪ V = ϕ(空集合)

であるような xの開近傍 U および yの開近傍 V が必ず存在するハウスドルフ空間なら Aは X の閉集合に

なる。

1.2.1 変位レトラクト [108]

ここで今後ホモロジーの計算をするときに便利は道具を用意すうる。

定義 3. 変位レトラクション
Y は位相空間X の部分空間とし、次を包含写像とする。

ι : Y → X

Y 内の点 yに対しては r(y) = yであるような連続写像

r : X → Y

が存在して、idX から

ι ◦ r := X → Y

へのホモトピーを

Φ : X × [0, 1]→ X

として、Y 内の点を固定するものが存在するとき Y を X の変位レトラクトといい、rは変位レトラクショ

ンという。

この時、定義から

ι ◦ r ∼ idX

r ◦ ι ∼ idY

が成り立つのでX と Y はホモとトピー同値になり

X ∼ Y

となる。

　連続写像

F : X × [0, 1]→ X

が空間X の部分空間 Aへの変位レトラクションであるとは

全ての x ∈ X, a ∈ Aに対して

F (x, 0) = x, F (x, 1) ∈ A, andF (a, 1) = a

が成り立つことをいう。つまり、変位レトラクションはレトラクションと X 上の恒等写像との間のホモト

ピー同値である。

例えば空間X の変位レトラクトとして 1点を持つということはX が弧状連結であり、可縮であることと同

じである。
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1.3 Diracデルタ関数時間の連続性

δ関数は正規分布から次のように密度関数としての定義できる。

定義 4. デルタ関数

δ(x) = lim
σ→0

exp

(
− x2

2σ2

)
(1.4)

また、Sinc関数の近似からも定義できる。

δ(x) = lim
k→∞

sin kx

πx
(1.5)

次の Heaviside-StepFunctionとの関係が深い

定義 5. ステップ関数

θ0(x)

0 (x ≤ 0)

1 (x > 0)
(1.6)

θ0(x) =

∫ x

−∞
δ(ξ)dξ (1.7)

つまりステップ関数の微分がデルタ関数である。

フーリエ変換を用いると δ関数は次のように導くことができる。

f(x)が次のようにおけるから

f(x) =
∑

n=0,±1,···

(
1

2π

∫ π

−π
f(y)e−iny

)
einy (1.8)

=
1

2π

∫ π

−π

{ ∑
n=0,±1,···

f(y)ein(x−y)

}
dy

=

∫ π

−π
∆(x− y)f(y)dy

ただし、

∆(x− y) = 1

2π

∑
n=0,±1,···

ein(x−y)

である。これは

δ(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
eiωxdω

とおけば次のデルタ関数の積分公式を導ける。

f(x) =

∫ +∞

−∞
δ(x− y)f(y)dy

また、ax = yとおくと ∫ L

−L
f(x)δ(ax)dx =

∫ aL

−aL
f(
y

a
)δ(y)

dy

a
=
f(0)

a

となるので

δ(ax) = δ(x)/a (1.9)
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であることがわかる。また、正規分布から導けたように δ(x)は偶関数だから

δ(−x) = δ(x)

xδ(x) = 0

である。よって次のような性質を持つ。 ∫
δ(x)f(x)dx = 0

∫
δ(x− a)f(x)dx = f(a) (1.10)

上の式の両辺を xで微分すると∫
f ′(x)δ(x− a)dx+

∫
f(x)δ′(x− a)dx = 0

よって 1.10より ∫
f(x)δ′(x− a)dx = −f ′(a)

という性質を持つ。

また、g = x2 − b2 = (x+ b)(x− b) = 0であることから x = bの近傍で gは

g = 2b(x− b)

x = −bの近傍で

g = −2b(x+ b)

のように振る舞う。これから

δ(x2 − b2) = δ (2b(x− b)) + δ(−2b(x+ b))

となることがわか。さらに一般的な g(x)が x0 で単根を持てば、

g(x) ≒ g′(x0)(x− x0)

とおけるので式 1.9から次の重要な公式が得られる。∫ +∞

−∞
f(x)δ(g(x))dx =

f(x0)

|g′(x0)|

さらにN 個の単純 0点を持てば ∫ +∞

−∞
f(x)δ(g(x))dx =

N∑
i=1

f(xi)

|g′(xi)|

となることから

δ(g(x)) =

N∑
i=1

δ(x− xi)
|g′(xi)|

のように振る舞っていることがわかる。

これから例えば次の関係が成り立つ。
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∫ +∞

−∞
e−xδ(x2 − a2)dx =

∫ +∞

−∞
e−x

δ(x− a) + δ(x+ a)

2a
dx

=
e−a + ea

2a

さらに次のような離散的な和を導くこともできる。

∫ +∞

−∞
e−x

2

δ(sinx)dx =

∫ +∞

−∞
e−x

( ∞∑
n=−∞

δ(x− nπ)
| cosnπ|

)
dx

=

∞∑
n=−∞

∫ +∞

−∞
e−x

2

δ(x− nπ)dx

=

∞∑
n=−∞

e−(nπ)2

このように通常の関数に δ関数をかけ、積分させると非常にシンプルに積分結果を得ることができる。

ただし、これは基本的に式 1.8のようにフーリエ変換していることが重要である。

定義 6. デルタ関数：フーリエ

δ(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
eiωxdω

と考えると

佐藤の超関数としての定義は次のようになる。

定義 7. デルタ関数：超関数

δ(x) =
−1
2πi

(
1

x+ i0
− 1

x− i0

)
(1.11)

1.4 Hilbert空間

量子力学は無限次元のヒルベルト空間上に展開される。そこではじめにヒルベルト空間について考えてみる。

複素数をCとして l2 ノルムが任意の可算集合Dに対して有限に決まるとする。

l2 =

x|x : D → C

(∑
i∈D

x(i)x∗(i)

)1/2
 <∞ (1.12)

ヒルベルト空間次のような内積が定義できる空間である。l2(D)× l2(D)→ C

⟨x1, x2⟩ =
∑
i∈D

x(i)x∗(i)

l2 の要素が可算集合Dにより指標付けされるベクトルと考えることができる。

これにより量子力学の純粋状態がヒルベルト空間上の独立した単位ベクトルとして表すことができる。

式 1.12よりさらに無限大 L2 にまで拡張すると極限をとり

⟨f |g⟩ =
∫ b

a

f∗(t) g(t)dt <∞
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とすると L2 を線形空間とすることができる。さらに次のノルムとユーグリッド距離を導入する。

∥ψ∥ =
√
⟨ψ|ψ⟩

dist(ϕ, ψ) = ∥ϕ− ψ∥

これでヒルベルト空間に距離トポロジーと連続性の概念が入る。

ヒルベルト空間をH で表す。この空間においてベクトルのノルムは次のように定義される。

∥ϕ∥ =
√
ϕ · ϕ (1.13)

このノルムを利用して 2つのベクトルのユークリッド距離は∥∥∥ϕ′
− ϕ

∥∥∥ =
√
ϕ · ϕ (1.14)

これは基底ベクトル | j⟩を用いて次のように複素数の係数で展開できるで

ϕ =
∑
j

|xj + iyj |j⟩ (1.15)

先のベクトル間の距離は

定義 8. 距離

∥∥∥ϕ′
− ϕ

∥∥∥ =
∑
j

{(
x

′j − xj
)2

+ i
(
y

′j − yj
)2}1/2

(1.16)

となる。また、これから内積 ⟨ϕ′ |ϕ⟩が次のようになることがわかる。

⟨ϕ
′
|ϕ⟩ = 1

4

{∥∥∥ϕ′
+ ϕ

∥∥∥2 − ∥∥∥ϕ′
− ϕ

∥∥∥2 + i
∥∥∥ϕ′

+ ϕ
∥∥∥2 − i ∥∥∥ϕ′

− ϕ
∥∥∥2}1/2

(1.17)

ここで曲線を表す ψt を次のように定義する。

t→ ψt (0 ≤ t ≤ 1) (1.18)

そしてこの曲線の長さを求めるためには次のように区分に分け、順序付けが可能であることを仮定する。

0 ≤ t0 ≤ t1 · · · tn ≤ 1) (1.19)

これによって次のように曲線の長さ s上限をユークリッド和として定義できる。

s = sup

n∑
j

∥∥ψtj−1
− ψtj

∥∥ (1.20)

ここで曲線を表す ψt のパラメター tによる微分が定義できてこれもヒルベルト空間に属するとする。

d

dt
ψ = ψ̇ ∈H (1.21)

よって曲線の長さは tによる積分に置きかえられて式 1.17から

s =

∫ 1

0

ds

dt
dt

=

∫ 1

0

√⟨
ψ̇t|ψ̇t

⟩
dt (1.22)
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となる。

つまり量子場において空間の距離は区分的に定義された波動関数の時間微分の内積が決めることになる。

一方で量子場では shorodinger方程式が成立するのでハミルトニアンH が与えられれば

iℏψ̇ = Hψ (1.23)

が成り立つ。

よって式 1.22から

s =
1

ℏ

∫ t

t0

√
⟨ψ|H2ψ⟩dt = (t− t0)

ℏ
√
⟨ψ|H2ψ⟩ (1.24)

となる。また、曲線に沿っての速さも次のように tに無関係に決まる。

ds

dt
=

√⟨
ψ̇t|ψ̇t

⟩
=

1

ℏ
√
⟨ψ|H2ψ⟩ (1.25)

むしろ t = 0で発散するので逆数にした次の値に意味がある。

dt

ds
=
(⟨
ψ̇t|ψ̇t

⟩)−1/2

= ℏ
(⟨
ψ|H2ψ

⟩)−1/2 (1.26)

ヒルベルト空間の無限小時間推進がハミルトニアンそのものであることから時間推進のユニタリー演算子が

U(t) = exp

(
Ht

iℏ

)
(1.27)

である。

1.5 エルミート演算子

波動関数 Ψ,Φの内積 (inner product)を次のように定義する。

定義 9. 内積

< Φ|Ψ >=

∫ ∞

−∞
dx (Φ(x))

∗
Ψ(x)

これは正の値を持ち、次の性質がある。複素数 a, bについて

< aΦ|Ψ >= a∗ < Φ|Ψ >

< Φ|bΨ >= b < Φ|Ψ >

である。さらに、これから 0または正値をもつノルム (norm)次のように定義できる。

∥|Ψ∥ ≡
√
⟨Ψ|Ψ⟩

さらに A,Dは任意の演算子であればエルミート共役が定義できて

< A†Φ|Ψ >=< Φ|AΨ >

< Φ|A†Ψ >=< AΦ|Ψ >
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例えば演算子Dを

D =
∂

∂x

とおくと

< Φ|D†Ψ >=< DΦ|Ψ > (1.28)

が成り立つということは、右辺から次の２行目に部分積分を用いると表面項Ψ(±∞) = Φ(±∞) = 0とすれば

< DΦ|Ψ > =

∫ ∞

−∞
dx

(
∂

∂x
Φ(x)

)∗

Ψ(x)

=

∫ ∞

−∞
dx (Φ(x))

∗
(
− ∂

∂x
Ψ(x)

)
となるから式 1.28から

D† = − ∂

∂x

であることがわかる。一般に演算子の積については

(AB)
†
= B†A†

エルミート演算子であれば

A† = A

である。

1.6 同時固有値

A,B が可換であれば、例えば次の固有方程式が Ψa に成り立つ場合

AΨa = aΨa

両辺に B を作用させると AB = BAであれば

BAΨa = BaΨa

A (BΨa) = a (BΨa)

とみなすことができる。そこで BΨa = Ψb とおけば次の固有方程式が成り立つことになる。

AΨb = aΨb

つまり、Ψa,Ψb は共通の固有値 aを持つ同時固有関数である。

これは A,B が非可換である場合は成り立たない。

1.7 有理曲線

定義 10. 有利曲線
　 d次有理曲線とは 2次元複素ベクトル空間 C2 に無限遠直線を加え複素射影平面をつくる。

そこでリーマン球面から複素射影平面への正則写像

ϕ : C ∪ {∞} → CP 2
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は z ∈ C ∪ {∞}を変数とする多項式 f, g, hを用いて

ϕ(z) =

(
f(z)

h(z)
,
g(z)

h(z)

)
のように表すことができる。この時

f(a) = g(a) = h(a) = 0

になるような aを除外することができる。よって f, g, hを一斉に定数倍する時を除き、一意に ϕ(z)が決まる。

f, g, hの多項式の次数で一番大きいものを dとし、これを ϕの次数という。

この ϕの像はリーマン球の像で有理数になり、d次有理曲線という。

1.8 空間の分類 [77]

　第 4部でもみたように位相空間の分類は通常 2つの位相空間の間に同相写像があれば同じと考える。
位相空間の同相の定義は以下のようであった。

定義 11. 同相
連続写像 f : X → Y および連続写像 g : Y → X が存在し g ◦ f = idX ∩ f ◦ g = idY が成り立つ

そこでこの命題を否定すると g ◦ f ̸= idX ∪ f ◦ g ̸= idY が成立することになる。

例えば次の集合は互いに同相にならない。

• 整数全体に離散集合を入れた空間 Z

• 実数直線R

• 円周 S1{x ∈ R2| ||x|| = 1}

• カントール集合 C

• 平面R2

ここでカントール集合 C は

離散位相をもつ 2点からなる集合 {0, 1} の可算個の直積 {0, 1}N に積位相を入れたものであり、3進カントー
ル集合 { ∞∑

i=1

ai
3i
|ai ∈ {0, 2}

}
⊂ [0, 1]

と同等である。これらが同相にならない理由は第 4部の位相空間で学習した内容を用いて

• 同相写像が存在するためには全単射が存在する必要があるが、集合の元の個数が Z とそれ以外では異

なる。

• 位相空間の性質としてコンパクト性がある。円周 S1,カントール集合 C にはコンパクト性があるが、そ

れ以外にはない。

• 位相空間の性質として連結性があるが Zとカントール集合は連結ではない。

とすることができる。元の個数を表す濃度をNとするとRの濃度はN1 とし、これは Zの部分集合と同じで

連続体濃度と呼ばれる。

しかし、Zの個数は濃度はN0 とするとN0 ̸= N1 である。

ところが次のような工夫をするとR/{1}つまり、一点を除いた実空間は連結にならないがR2/{1}は連結に
なる。これから
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Rとそれ以上の空間が同相にならないことがわかる。坪井氏は次のように表にまとめた。同相でないことが

よくわかる。

図 1.1: [77]より

一般に第 4部でみたサードの定理からm < nの時に微分可能な全射

Rm → Rn

は存在しないことがわかっている。

2 単体 [12][77]

ここでは次章のホモロジー群を学ぶための準備をする。準備といってもストークスの定理の一般化を

2.1 単体と複体

ホモロジーの世界は距離という概念がなくスタートをする。点と線でできる図形が基本になる。

はじめにこの基本図形を定義する。

定義 12. 単体
まず標準m-単体 (m-simplex)を次のように表す。

σm =

{
(x1, · · · , xm) ∈ Rm|xi ≥ 0,

m∑
i=1

xi ≤ 1

}
(2.1)

これは直観的にした図のような図形になる。

図 2.1: σ0, σ1, σ2, σ3 標準単体の例

点が 0次に対応し、単体の場合は式 2.1から境界と内部を含むことに注意する。
単体を複数組み合わせると複体K ができる。

定義 13. 単体的複体
この時、K を単体的複体 (simplical_complex)という。
ただし、張り合わせ方に次のルールがあるとする。
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• Kの単体の任意の辺単体はKに属する

σ ∈ K ∩ σ′ ≤ σ → σ′ ∈ K

• σ, σ′ がKの単体であれば共通集合 σ ∩ σ′ は空であるか σ, σ′ の辺単体になる。

σ, σ′ ∈ K → σ ∩ σ′ = ∅ or σ ∩ σ′ ≤ σ ∩ σ ∩ σ′ ≤ σ′

例えば次の 3-単体 ⟨p0p1p2p3⟩は 0-辺単体 p0 と 2-辺単体 ⟨p1p2p3⟩に分割することができる。

図 2.2: [12]より：単体的複体の例

この場合は 0-辺単体は 4、1-辺単体は 6つ存在する。一般に r-単体の中の q-単体のかずNrq は

Nrq = Cr+1,q+1

で表すことができる。

また、次の図の左は単体的複体であるが右は単体的複体になれない。

図 2.3: 単体的複体 (左)、とそうでない例 (右)

定義 14. 多面体
単体的複体K を

K = {sλ|λ ∈ Λ}

とすると、各 sλ は RN の部分集合であるので、和集合

|K| =
∪
λ∈Λ

sλ

を作ると、これも RN の部分位相空間となる。この |K|を多面体 (polyhedron)という。

ここでは ||記号をつけて表す。
K と Lが異なる単体的複体としても、|K|と |L|は RN の部分集合としては一致する。
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これから、単体的複体は単なる多面体ではなく、構成要素として、単体がどう組み合わさっているかという

情報も含んだ構造物となることに注意する。次の図のように単体的複体としてはK ̸= Lだが、多面体と見た

ときには |K| = |L|

図 2.4: [36]より；単体的複体ではK ̸= Lである。多面体とみれば |K| = |L|である

2.2 三角形分割

単体的複体 Kと位相空間X がある場合

f : |K| → X

が存在すればX は三角形分割が可能であるという。以後三角形分割には |K|の記号を用いることが多い。
例えば円筒 S1 × [0, 1]を考えよう。次のように円筒を展開した図を考える。図の左は三角形分割が可能であ

るが右は可能でない。

図 2.5: 円筒の三角形分割、右の分割は三角形分割になれない。

これは σ2 = ⟨p0p1p2⟩ , σ′
2 = ⟨p2p3p0⟩に対して

σ2 ∩ σ′
2 = ⟨p0⟩ ∪ ⟨p2⟩

となるが ⟨p0⟩と ⟨p2⟩だけでは共通の単体をもてないし、、空でもない。従って 3角形分割が可能であるため
には

左の図では中央に三角形が存在して、のり代として単体で張り合わせができる必要がある。

2.3 単体の向き

次に単体に向きを付属させる。次の図のように正の向きを右、反時計回りにきめる。

つまり、順序を入れることになる。
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図 2.6: 単体の向き

従って三角形の描き方に正、負ができて次のようになる。

(p0, p1, p2) = (p2, p0, p1) = (p1, p2, p0)

= − (p0, p2, p1) = − (p2, p1, p0) = − (p1, p0, p2)

この符号は添え字順に並べた時の奇置換に負になることがわかる。そこで置換演算子を P として

P =

(
0 1 2

i j k

)
, P : Odd→ sgn(P ) = −1, Even→ sgn(P ) = 1

とすると例えば 4面体 σ3 = (p0p1p2p3)はこの P 演算子を用いて

(pipjpkpl) = sgn(P )(p0p1p2p3)

と表すことができる。これは一般に r-単体に拡張できる。

2.4 境界演算子

外微分形式と面積、体積の関係を見たがさらに一般化するために空間的な幾何を構成する基本要素である。

先に定義した単体をここで代数的に扱いやすいように次のように定義する。

定義 15. 単体 2
n次元ユークリッド空間における点の集合

σm =

{
x =

m∑
i=0

λipi

∣∣∣∣∣λi ≧ 0,

m∑
i=0

λi = 1

∣∣∣∣∣
}

をm単体 (m-Simplepsi)という。

次のように表現する。

σm = (p0p1 · · · pm) (2.2)

例えば σ1 は線分、σ2 は内部を含む 3角形である。

σ1 = λ0p0 + λ1p1

= λ0p0 + (1− λ0)p1

単体の向きは (p0p1)を p0 から p1 に向かう線分であるとする。また sin(p)を pが偶置換なら 1、奇置換な
ら-1を表す記号として
σ2 は

(pipjpk) = sgn(p)(p0p1p2)

である。

13



定義 16. 境界演算子 (boudary oprator)を ∂ であらわし、

∂(p0p1p2 · · · pn) =
n∑
i=0

(−1)i(p0p1p2 · · · pi−1pi+1 · · · pn) (2.3)

と定義する。

例えば

∂(p0p1) = (p1)− (p0)

∂(p0p1p2) = (p1p2)− (p0p2) + (p0p1)

∂(p0p1p2p3) = (p1p2p3)− (p0p2p3) + (p0p1p3)− (p0p1p2)

また次が成り立つ。

∂(p0p1) + ∂(p1p2) = ∂(p0p2)

さらに n-chainを次のように定義する。

c =
∑
i

aiσ
n
i (2.4)

すると境界の境界はないという次の定理が成り立つ。

∂(∂c) = 0 (2.5)

これは

∂ (∂(p0p1p2 · · · pn)) = ∂

n∑
i=0

(−1)i(p0p1p2 · · · pi−1pi+1 · · · pn)

=

n∑
i=0

(−1)i
i−1∑
j=0

(−1)j(p0 · · · pj−1pj+1 · · · pi−1pi+1 · · · pn) +
n∑

j=i+1

(−1)j(p0 · · · pi−1pi+1 · · · pj−1pj+1 · · · pn)


=

n∑
j<i

(−1)i+j(p0 · · · pj−1pj+1 · · · pi−1pi+1 · · · pn)

−
n∑
i<j

(−1)i+j(p0 · · · pi−1pi+1 · · · pj−1pj+1 · · · pn)

= 0

であり最後の式が奇置換の差が出て消えることから 0になる。
たとえば次の図のように (a)の 1単体の境界は ∂(p0p2) = p2 − p1
となり存在するが、(b)の単体的複体の例では

∂ (∂(p0p1p2)) = ∂ ((p1p2)− (p0p2) + (p0p1))

= p2 − p1 − (p2 − p0) + p1 − p0 = 0
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となり、境界を持たない。

図 2.7: [12]より：(a)は境界があるが、(b)には境界がない

境界を持たない単体は閉形式

d(dF ) = 0 (2.6)

に対応して閉領域と呼ぶ。

2.5 鎖群、輪体群

境界を持つ、持たないが、今後重要になるが、これは n単体に注目したとき、その近辺、n+1、n-1単体と
の関係が重要になることでもある。

ここでK = {σα}を向きつけ可能 n次元単体的複体とする。

この時、r-単体によって生成される自由加群をK の r次元鎖群といい Cr(K)で表す。

r > dimK の時は Cr(K) = 0と決めておく。Cr(K)の元をチェインという。

定義 17. 鎖群
K にはN 個の r-単体があるとすると c ∈ Cr(K)は次のように表される。

c =

N∑
i=1

ciσr,i ci ∈ Z

加群であるので

c+ c′ =

N∑
i=1

(ci + c′i)σr,i

であり、単位元は

0 =
∑
i

0 · σr,i

であり、逆元は

−c =
∑
i

(−ci) · σr,i

よって Cr(K)は階数N の自由加群である。次のようにN 個の Zのテンソル和で表される。

Cr(K) ⋍ Z⊕ Z⊕ · · · ⊕ Z

先に定義した境界作用素 ∂ は次のようになる。

∂p0 = 0

∂1 (p0p1) = p1 − p0
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これは p0 から p1 に向かうベクトルである。

さらに一般に次のように r-1チェインが定義できる。̌を除外記号として

∂rσr ≡
r∑
i=0

(−1)i (p0p1 · · · p̌i · · · pr)

r = 0の場合は

∂0σ0 ≡ 0

である。

例えば次のように境界演算子が作用すると次元が 1つ下がり符号が順番に入れ替わる和になる。

∂3(p0p1p2p3) = (p1p2p3)− (p0p2p3) + (p0p1p3)− (p0p1p2)

これを c =
∑
i ci · σr,i に作用させる

∂rc =
∑
i

ci · ∂rσr,i

従って境界作用素は次のように次元を下げていく

∂r : Cr(K)→ Cr−1(K)

この境界作用素によって鎖体にも複体をつくることができる。

定義 18. 鎖複体
K を n次元単体的複体とすると定義から核と像について

Cn+1(K) = 0 , Img∂0 = 0

が成り立つので i : 0 ↪→i Cn(K)を包含写像として

0 ↪→i Cn(K) ∂n−→Cn−1(K) ∂n−1−−−→
· · · ∂2−→C1(K) ∂1−→C0(K) ∂0−→ 0 (2.7)

と表すことができ、これを鎖複体 C(K)という。

さらに、鎖が閉じていれば次の輪体になる。

定義 19. 輪体
また、c ∈ Cr(K)が

∂rc = 0

を満たす場合 cを r-輪体 (cycle)といい、この集合を Zr(K)で表す。

この関係は第 4部で学んだ微分形式と同等になっている。
鎖群 Cr(K)の部分群でもあるので r次元輪体群 (cycle_group)と呼ぶ。
この時重要なのは 2.7から輪体には境界がないので、次のように境界演算子の核になる。

Zr(K) = Ker∂r (Z0(K) = C0(K))

定義 20. 境界輪体
K を n次元単体的複体として c ∈ Cr(K)とし、d ∈ Cr+1(K)が存在し、

c = ∂r+1d

が成り立てば cは r-境界輪体 (boundary_cycle)といい、この集合を Br(K)で表す。
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Br(K)は Cr(K)の部分群をなし r次元境界輪体群 (boundary_cycle_group)と呼ぶ。
この時重要なのは 1つ次元の大きな境界演算子の像になることで

Br(K) = Img∂r+1 (Bn(K) = 0)

が成り立つ。これらは次節の Homologyにおいて重要な役割を担う。
境界の境界がないことから

∂r ◦ ∂r+1 = 0

であるから Cr+1(K)→ Cr−1(K)は恒等的に零写像である。

また cが r-輪体であれば c = ∂r+1dだから cは r + 1チェインの境界である。

これから輪体と境界輪体との関係として

Zr(K) ⊃ Br(K) (2.8)

が成り立つ。従って輪体の族は図右のように準同型写像

∂ : CP (K)→ Cp−1(K)

の核であり、Cp(K)の部分群が Zp(K)である。

これに対し境界輪体群は図左のように

∂cp+1 = bp

で表され

ker ∂p = Zp(K) (2.9)

　 Im∂p+1 = Bp(K) (2.10)

とまとめることができる。

図 2.8: Img∂p+1 = Bp(K) の図が左、ker ∂p = Zp(K) が右である

2.6 単体近似 [108]

　単体を細かく細分していけば連続的な写像ができると思われる。これを単体写像という。

定義 21. 単体の内部
まず、単体の内部として次を定義しておく。

n次元単体 σ = |v0, v1, · · · vn|に対して、
n∑
i=0

aiv⃗i(ai > 0 ∩
n∑
i=0

ai = 1)

を満たす点全体を Int(σ)で定義し、内部と呼ぶ。ただし、0次元単体の内部はそれ自身とする。
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内部を除いた部分として境界 ∂(σ)が定義できる。

第 4部でポアンカレの補題を考える場合にインターバル区間 [1, 0]を考え、星状領域を定義した。

ここでも、今後利用することが多い開星状近傍を次で定義する。

定義 22. 開星状近傍
単体的複体をK とし、その多面体を |K|で表す。この |K|の点集合 {x}に対し、
xを含むような内部の合併集合を xのK における開星状近傍と呼び St(x : K)で表すことにする。

簡単には xを内部に含むような単体である。微妙ではあるが、xを含む単体とすると一意に決まらない。

また、|K|の部分集合を Aとすると ∪
x∈A

St(x;K)

を AのK における開星状近傍と呼び、St(A;K)で表す。

例えば次の図で表される単体的複体K を考えると |K|内の点 A,B,C,Dの開星状近傍が図のようになる。

図 2.9: [108]より:開星状近傍は濃い部分。破線、白丸は含まれない

図でみるように

定理 2. 開星状近傍は開集合になる

これを示すために

A ⊂ |K|について開集合の任意の合併集合は開だから |K|内の任意の点 xに対して、St(x;K)が開になるこ

とがいえればよい。

そのために商集合

|K|/St(x;K)

は閉になることを示せば良い。

そこで y ∈ |K|/St(x;K)を持ってくると、y /∈ St(x;K)なので y は xを含むどの単体の内部でもないこと

になる。
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よって yは xを含む単体の境界か、その外（xを含まない側）にないといけない。

これは yが xを含まない単体に含まれることを表す。

従って、全ての単体が閉であるから、おの有限合併集合の |K|/St(x;K)は閉集合になる。

　この結果の有用性は、細分化を進めていくと、

開星状集合は距離空間の開近傍のようにいくらでも狭い領域をつくることが可能なることにある。

つまり、単体近似の条件として

多面体 |K|, |L|と連続写像
f : |K| → |L|

を考える。

定義 23. 単体近似
単体近似とは Φ : K → Lの単体写像が

任意の x ∈ |K|に対して、f(x)が Lの単体 τ に含まれるなら |Φ|(x)も τ に含まれる。

これは次のように言い換えることができる。

K の任意の頂点 vに対し、

f(St(v;K)) ⊂ St(Φ(v);L)

また、任意の連続写像 Φ : K → Lに対して dを十分に大きくとると単体近似

Φ : Dd(K)→ L (2.11)

が存在する。

これを示すためにまず、dを十分大きくとるとDd(K)のどの頂点 v対しても

f(St(v;Dd(K))) ⊂ St(ω;L)

となる Lの頂点 ωが存在する。

2.7 特異複体 [69]

　 1章の特異 q単体 σqを用いて位相空間Xの特異 q次元鎖群と呼ばれる加群 Sq(X)を次のように定義する。

c = c1σ
q
1 + · · · crσqr

ただし、ci ∈ Zである。また、qが負の数の時には

Sq(X) = {0}

としておく。ここで重要なのはこの加群 Sq(X)は非常にたくさんあり、単体 σq : ∆q → X の写像を具体化

するのはとても大変であるが、そうしなくともホモロジーをとることで簡単になることである。

境界作用素 ∂q : Sq(X)→ Sq−1(X)は単体の時と同じように

∂q (σ
q) =

q∑
i=0

(−1)iσq−1
i

とする。ただし、σq−1
i は σqの第 i番目の面でこれは q次元単体∆q = ⟨A0A1 · · ·Aq⟩の頂点Aiの対面になっ

ている。q − 1次元単体

∆q−1 = ⟨A0A1 · · ·Ai−1Ai · · ·Aq⟩

の上に写像 σq を制限して得られる写像

σq−1 : ∆q−1 → X

である。
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定義 24. 特異複体
一般に加法について群となる可換な加群 Sq(q ∈ Z)と境界演算子 ∂p が全ての q ∈ Zに対して ∂q−1 ◦ ∂q = 0

を満たす時、次の連鎖

· · · ∂q+1−→ Sq
∂q−→ Sq−1 · · · (2.12)

がある時、特異複体といい S∗(X)で表す。

2.8 錐複体

　単体的複体の例として次のようなものを錐複体という。

簡単には三角錐の頂点を基点に選んだ単位のようなものである。

錐複体

σn := |v0, v1 · · · , vn|を n次元単体とする。ベクトル場

{x⃗, v⃗0, · · · , v⃗n}

が 1次独立になるような点 xに対して、n+ 1次元単体 x ∗ σn を

x ∗ σn := |x, v0, v1 · · · , vn|

として定義する。単体的複体K とK の頂点の集合と 1次独立になるような点 xに対して次を定義する。

x ∗K := K ∪ {x ∗ τ |τ ∈ K}

この時、x ∗ σn, x ∗K を σn とK の xを頂点とする錐と呼ぶ。

この時、次の定理が成り立つ。

定理 3. 錐
n次元単体の定める単体的複体∆n は∆n−1 の錐になる。

|v0, v1 · · · , vn| = vn ∗ |v0, v1 · · · , vn−1|

2.9 単体上の積分

　ここまで幾何的な単体を見てきたが、これをここでは積分で表すことを考える。

鎖をつくり、つなげる操作は前節のように連続できればまさに積分を表している。

はじめにユークリッド空間における r−単体上に r−形式の積分を定義する。
そこで標準的 r−単体 σ̄r = (p0p1 · · · pr)とし、

p0 = (0, 0, · · · , 0)

p1 = (1, 0, · · · , 0)

· · ·

pr = (0, 0, · · · , 1)

である。次の図のように {xµ}を Rr の座標として式 2.1より

σ̄r =

{
(x1, · · ·xr) ∈ Rr|xµ ≥ 0,

r∑
µ=1

xµ < 1

}

で一般に表すことができる。
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図 2.10: [12]より：標準的な 2単体 (p0p1p2)と 3単体 (p0p1p2p3)

この時、Rr における r−形式は体積要素

ω = a(x)dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxr

となり、σ̄2 上で積分すると ω = dx ∧ dyとおいて、∫
σ̄2

ω =

∫
σ̄2

dxdy =

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy =
1

2

となる。

2.9.1 1の分割

次に通常の空間に組み立てられる点と線のブロックの標準単体を多様体M上に拡張して考えると特異単体
sr になる。

定義 25. 特異 r単体
この変換には写像 ϕがRr 内の r-単体 σr の多様体M への写像として

ϕ : σr →M

という役割を担う。

この写像 ϕが必ずしも正則ではないという意味で先の特異 r-単体 (singular_r-simplec)という。

簡単には空間内にきれいな三角形や四面体のように入るとはかぎらず、つぶれたり、ゆがんだりしても OK
という意味である。

多様体M 上の r-鎖 (chain)は

cr =
∑
i

λis
r
i

で表すことができる。

ただし、

定義 26. 1の分割
λは 1の分割 (重心座標ともいう) ∑

i=0

λi = 1, λi ≥ 0 (2.13)
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を満たすとする。この基準を入れることで積分が見やすくなる。

この境界は ∂cで表すことができて境界の境界はないので

∂(∂c) = 0

が成り立つ。例えば図の△2 について中央の平面図形を使い P1 から 1周すれば

∂(P0P1P2) = (P1P2) + (P2P0) + (P0P1)

= (P1P2)− (P0P2) + (P0P1) (2.14)

∂ (∂(P0P1P2)) = ∂ ((P1P2)− (P0P2) + (P0P1))

= P2 − P1 − (P2 − P0) + (P1 − P0) (2.15)

= 0

となった。

第 4部で微分形式の引き戻しを見た。2.7が微分形式と同じ関係になっていることを考え、
第 4部の微分 p形式の引き戻しを復習すると

α =
∑

i1<···<ip

fi1···ipdxi1 ∧ · · · ∧ dxip

とおいて

π : [a1, b1]× · · · × [ap, bp]→ U

で引き戻すと

π∗α =
∑

i1<···<ip

fi1···ip (π (t1, · · · , tp)) det


∂πi1

∂t1
· · · ∂πi1

∂tp
...

. . .
...

∂πip

∂t1
· · · ∂πip

∂tp

 dt1 ∧ · · · ∧ dt2

であり、これは ∫
π

α =

∫
id

γ∗α

射影と恒等写像が積分領域としてが、式 2.13で 1の分割をするように、ここでの恒等写像は微分 p形式で

id : [a1, b1]× · · · × [ap, bp]→ [a1, b1]× · · · × [ap, bp]

があることであり、この直方体 [a1, b1]× · · · × [ap, bp]の上に微分 p形式 fdt1 ∧ · · · ∧ dtp
を次のように関数に対応させる。∫

id

f(t1, · · · , tp)dt1 ∧ · · · ∧ dtp =
∫ b1

a1

· · ·
∫ bp

ap

f(t1, · · · , tp)dt1 · · · dtp

ここで ψ : V → W を m次元ユークリッド空間の開集合 V から n次元ユークリッド空間の開集合W への

C∞ 級写像とする。

W 上の微分 p形式から C∞ 級写像 π : [a1, b1]× · · · × [ap, bp]→ V があれば∫
π

ψ∗α =

∫
id

π∗ψ∗α =

∫
id

(ψ ◦ π)∗ α =

∫
ψ◦π

α
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となった。これを利用して、直方体を単体に置き換える。

r-単体△r の近傍として r形式を次のように引き戻しで定義する。

これによって単体 σ1 上の ϕ∗ω積分が γ 上の [0, 1]積分と置き換わることができるようになる。

ϕ∗ω ≡
∑
i1···ip

ai1···irdx
i1 ∧ · · · ∧ dxir

これから次のように積分がつくられることを表す。∫
s′
ω =

∑
i1···ip

∫
· · ·
∫
ai1···irdx

i1 · · · dxir =

∫
△′
ϕ∗ω

一般に r-鎖 cr =
∑
i λis

r
i 上の ω積分は 2.13によって∫

c′
ω =

∑
i

λi

∫
s′i

ω (2.16)

とかける。ここでようやく多様体M 上の特異 r単体 sr 上の積分が

定義 27. 特異 r単体上の積分∫
sr
ω =

∑
i1···ir

∫
· · ·
∫
ai1···irdx

i1dxi2 · · · dxir =

∫
σr

ϕ∗ω (2.17)

と定義できる。

2.10 ストークスの定理

　ある物理量が時空間の限られた領域に連続的に存在するとき、これを足し合わせる必要がある場合がある。

この時、時空間の次元全てにわたって足し合わせるのではなく、ある条件を満たせば

この次元を前部で微分形式と共に議論したストークスの定理を用いて減らすことができる。

これらは時空間と物質との関係を見る上では重要である。

先の単体の 1次結合 cを考え、M の r−単体 sr に対して、f(σ̄r) = sr を満たす滑らかな写像を考える。

また、ω ∈ Ωr−1, c ∈ Cr(M)とする。

f : σ̄r →M

先の結果から引き戻し f∗ を用いて df∗ = 0を使うと∫
sr

dω =

∫
σ̄r

f∗ (dω) =

∫
σ̄r

d (f∗ω)

とかける。また、ωも f∗ωも r − 1形式だから写像によって∫
∂sr

ω =

∫
∂σ̄r

f∗ω

が成り立つ。

定理 4. ストークスの定理は ∫
sr

dω =

∫
∂sr

ω
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となる。よってこれを証明するのは Rr における (r − 1)形式 ψについて∫
σ̄r

dψ =

∫
∂σ̄r

ψ

が示されればよい。

　ストークスの定理を幾何的に見るために 2つの領域を持つ場合を考えよう。
基本的な区間 [0, 1]を考える。これをインターバルと呼ぶ。

はじめに k次元キューブ上において

Ik = [0, 1]k ⊂ Rk

として k次元微分形式を

ω = fdx1 ∧ · · · ∧ dxk

に対し、ωの Ik 上での積分を次のように定義する。∫
Ik
ω =

∫ 1

0

· · ·
∫ 1

0

f
(
x1, · · ·xk

)
dx1 · · · dxk

ここで写像 ϕが微分同相な写像とし、引き戻し ϕ∗が存在するとする。ϕが向きを保てば ϵ = 1、保たなけれ

ば ϵ = −1として ∫
Ik
ϕ∗ω = ϵ

∫
Ik
ω

が成り立つ。はめこみ写像 ϕ : Ik → Rn と微分形式 ω =
∑
J fJdx

J ∈ Ω(Rn)を考えると

写像 ϕに沿う ωの積分を次のように定義する。∫
ϕ

ω =
∑
|J|=k

∫
Ik
ϕ∗
(
fJdx

J
)

(2.18)

例えば次のドーナッツを少々切り取った表面の図形を考えると、これは点線に沿って 5枚の折り紙を張り合
わせてできることがわかる。

図 2.11: 「曲線・曲面と接続の幾何」小沢哲也より

この時は ∫
M

ω =

5∑
i=1

∫
ϕi

ω

である。
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2次元では次のように 1形式の２つの和となる。領域Dの近傍として

ω = fdx+ gdy (2.19)

領域Dを図 2.12のような正方形にとる。
この場合の 2形式は

dω = df ∧ dx+ dg ∧ dy

= −∂f
∂y
dx ∧ dy + ∂g

∂x
dx ∧ dy

となるので内部を含む領域 Dの積分は次のように ds = dxdyを基準にとると差が出てきて∫
D

dω =

∫ 1

0

∫ 1

0

(
−∂f
∂y

+
∂g

∂x

)
dxdy (2.20)

となる。この積分を ()の中で 2つに分ける。f, gを 2変数のように考えて

∫ 1

0

∫ 1

0

(
−∂f
∂y
dy

)
dx =

∫ 1

0

(
−f(x, y)

∣∣∣y=1
y=0

)
dx

=

∫ 1

0

(−f(x, 1) + f(x, 0)) dx (2.21)

∫ 1

0

∫ 1

0

(
∂g

∂x
dx

)
dy =

∫ 1

0

(
g(x, y)

∣∣x=1
x=0

)
dy

=

∫ 1

0

(g(1, y)− g(0, y)) dy (2.22)

つまり、端点を固定し、直交軸に分けた基本区間での積分に次元が落とせるわけである。

ここで端点を固定し、図右のような２つの経路を考えたわけであるが、これを１つのループとみなすことを

考えよう。

まず、ψ方向の変化についてパラメタ tを用いて関数 ϕi(t)を

ϕi : [0, 1]→ R2; ϕi(t) = (t, i) i = {0, 1}

とおくと 2.19から次の図左のように

図 2.12: ストークスの定理

i = 0の場合は y方向を 0で固定し、 ∫
[0,1]

ϕ∗0ω =

∫ 1

0

f(t, 0)dt

i = 1の場合は y方向を 1で固定し、
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∫
[0,1]

ϕ∗1ω =

∫ 1

0

f(t, 1)dt

と統一的に表現できる。

同様にもう一つの次元 y方向の変化について同じ tがつかえるとして

ψi : [0, 1]→ R2;ψi(t) = (i, t) i = {0, 1} (2.23)

i = 0の場合は ψ方向を 0で固定し、 ∫
[0,1]

ψ∗
0ω =

∫ 1

0

g(0, t)dt

i = 1の場合は ψ方向を 1で固定し、 ∫
[0,1]

ψ∗
1ω =

∫ 1

0

g(1, t)dt

と表すことができる。

Proof. ストークスの定理
従って式 2.20は式 2.21、式 2.22より、向きを反時計回りにとり、

∫
D

dω =

∫ 1

0

(−f(x, 1) + f(x, 0)) dx+

∫ 1

0

(g(1, y)− g(0, y)) dx (2.24)

=

∫
[0,1]

ϕ∗0ω −
∫
[0,1]

ϕ∗1ω −
∫
[0,1]

ψ∗
0ω +

∫
[0,1]

ψ∗
1ω (2.25)

=

∫
∂D

ω (2.26)

とすることができる。よってストークスの定理が得られた。∫
D

dω =

∫
∂D

ω (2.27)

つまりDの近傍で定義された微分形式 ωを ψ∗ で I2 の近傍に引き戻して考えればストークスの定理が成立

する。

面積を出すための積分の操作はその面積の境界に対応した周積分に置き換えられる。

単に積分区間としていた領域は元の多様体の境界になっているわけで、多様体との関係がこの式に含まれる

ことが重要である。

この定理は汎用性が高く多くの分野で応用される。

2.10.1 一般化

ここで射影を用いて一般的にストークスの定理を証明しよう。そのために先の単体と鎖を利用する。

ωを多様体M の r-形式、鎖 c をM 上の (r + 1)-鎖とする。式 2.16

c =
∑
i

λi

∫
c

sr+1
i

と表す。この時、鎖 c 上の r + 1形式の足し合わせが∫
c

dω =
∑
i

λi

∫
c

dω

この時一般的な微分形式に対してもストークスの定理 (Stoke’sthorem)は次のように成り立つ。
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定理 5. ストークスの定理２ ∫
c

dω =

∫
∂c

ω (2.28)

Proof. この定理を示すためには特異単体 sr において∫
sr+1

dω =

∫
∂sr+1

ω

を示せばいい。標準単体 σr から多様体M への写像 ϕをもってくる。次数は保存するから

ϕ
(
σr+1

)
= sr+1

前節より、dωは引き戻され、d(dω) = 0だから∫
sr+1

dω =

∫
σr+1

ϕ∗dω =

∫
σr+1

d (ϕ∗ω)

よって一般的に次を示せばいいことになる。∫
σr+1

dθ =

∫
∂σr+1

θ

これにより多様体上からユークリッド空間上の計算で済ませることができる。すでに第 2部で微分形式を扱っ
てきたからRr+1 上の r-形式は

θ =

r+1∑
i=1

Ai(x)dx
1 ∧ · · · ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 ∧ · · · ∧ dxr+1

と書けた。簡単のため θが単項式の場合は

θ = A(x1, · · · , xr+1)dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxr

dθ = (−1)r ∂A(x
1, · · · , xr+1)

∂xr+1
dx1 ∧ · · · ∧ dxr ∧ dxr+1

の場合を考える。標準 σr+1 単体では

(x1, · · · , xr+1) ∈ Rr+1, xi ≥ 0,

r+1∑
i=1

xi ≤ 1

となるから積分区間が [0, 1−
∑r
i=1 x

i]となることに注意して∫
σr+1

dθ = (−1)r
∫
σr+1

∂A(x1, · · · , xr+1)

∂xr+1
dx1 · · · dxrdxr+1

= (−1)r
∫
xi≥0,

∑
xi≤1

dx1 · · · dxr
∫ 1−

∑r
i=1 x

i

0

∂A

∂xr+1
dxr+1

= (−1)r
∫
xi≥0,

∑
xi≤1

[
A

(
x1, · · · , xr, 1−

r∑
i=1

xi

)
−A

(
x1, · · · , xr, 0

)]
dx1 · · · dxr (2.29)

となる。ここで標準単体 σr+1 = (P0P1 · · ·Pr+1)の頂点 P を

P0 = (0, 0, · · · , 0), P1 = (1, 0, · · · , 0), · · · , Pr+1 = (0, 0, · · · , 1)

とすると境界演算子を用いて

∂σr+1 = (P1P2 · · ·Pr+1) + (−1)r+1 (P0P1 · · ·Pr)

− (P0P2 · · ·Pr+1) + (P0P3 · · ·Pr+1) + · · ·+ (−1)r (P0 · · ·Pr−1Pr)
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となる。この式の第 2行は図のような射影面として考える。
第 2行は射影面上の標準 r単体なので x1, x2, · · · , xr のどれかは 0となる。
例えばでは x1 = 0だから図では P2 = Pr とみなして、

図 2.13: P1 · · ·PrP0 への射影

θ = Adx1 ∧ · · · ∧ dxr = 0

である。よって ∫
∂σr+1

θ =

∫
(P1P2···Pr+1)

θ + (−1)r+1

∫
(P0P1···Pr)

θ

この時、(P0P1 · · ·Pr)は標準 r-単体だから xr+1 = 0となるので第 2項は

(−1)r+1

∫
(P0P1···Pr)

θ = (−1)r+1

∫
σ′
A
(
x1, · · · , xr, 0

)
dx1 · · · dxr (2.30)

さらに第 1項は図のように射影して∫
(P1P2···Pr+1)

θ =

∫
(P1P2···PrP0)

A

(
x1, · · · , xr, 1−

r∑
i=1

xi

)
dx1 · · · dxr

= (−1)r+1

∫
(P0P1···Pr)

A

(
x1, · · · , xr, 1−

r∑
i=1

xi

)
dx1 · · · dxr

= (−1)r+1

∫
σ′
A

(
x1, · · · , xr, 1−

r∑
i=1

xi

)
dx1 · · · dxr (2.31)

となる。従って式 2.30と式 2.31を足せば式 2.29が得られる。
これで式 2.28のストークスの定理が示された。

2.10.2 0形式応用例

もっとも単純な応用例として閉区間D = [a, b]をR内の領域とする。

ωは 0形式であり一般的なスカラ関数 F (x)とすれば∫
D

dF =

∫
∂D

F = F (b)− F (a)

これは関数の変化量の領域内での足し合わせが端点の差できまることを表し、積分の定義になっている。

つまり微分 0形式には全微分が対応する。

dF =
dF

dxi
dxi
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2.10.3 1形式応用例

閉曲線 Cで囲まれたR2 の領域をDとすると 1-形式 ωとして

ω = P (x, y)dx+Q(x, y)dy

とおくと、

dω =

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx ∧ dy

と書けるのでストークスの定理から次の関係式が得られる。∫
C=∂D

(Pdx+Qdy) =

∫ ∫
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx ∧ dy

これは平面における Greenの公式である。
さらに閉曲面 S で囲まれたR3 の領域に拡張すると

ω = P (x, y, z)dx+Q(x, y, z)dy +R(x, y, z)dz

とおける。この時、

dω =

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
dy ∧ dz +

(
∂P

∂yz
− ∂R

∂x

)
dz ∧ dx+

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx ∧ dy

となるのでストークスの定理から

∫
C=∂S

(Pdx+Qdy +Rdz)

=

∫ ∫
S

[(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
dy ∧ dz +

(
∂P

∂yz
− ∂R

∂x

)
dz ∧ dx+

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx ∧ dy

]
これは 3次元のベクトル解析の公式 ∮

C

A · dr =

∫ ∫
S

(∇×A)dS

に等しい。

さらにR3 の領域 V の境界面を S として ωが次のような 2形式であれば

ω = P (x, y, z)dy ∧ dz +Q(x, y, z)dz ∧ dx+R(x, y, z)dx ∧ dy

dω =

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

)
dx ∧ dy ∧ dz

となるのでストークスの定理から∫ ∫
S=∂V

(P (x, y, z)dy ∧ dz +Q(x, y, z)dz ∧ dx+R(x, y, z)dx ∧ dy)

=

∫ ∫ ∫
V

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

)
dx ∧ dy ∧ dz

これも 3次元のベクトル公式 ∫ ∫
S

A · dS =

∫ ∫ ∫
V

(∇ ·A)dV

となりこれはガウスの発散公式である。
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2.10.4 ストークスの定理の一般化 2

まず式 2.24の一般化について見てみよう。
n次元多様体Ｍが向き付け可能であればどの点においても0とはならないn-形式があり局所座標近傍U(x1, x2 . . .)

において

dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxn

を U の体積要素という。さらに U と重なる局所近傍の座標系 V (y1, y2 . . .)があれば

dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxn =
∂x1

∂yα
dyα ∧ · · · ∧ ∂x

1

∂yγ
dyγ

= det

[
∂xµ

∂yν

]
dy1 ∧ · · · ∧ dyγ (2.32)

となる。n次元多様体M上で n形式 ωは 1次元ベクトル空間になるから関数 f(x1, x2 . . . xn)について

ω = fdx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxn (2.33)

とおける。この時 U 上の積分は ∫
U

ω =

∫
. . .

∫
U

fdx1dx2 · · · dxn

のようにスカラー値を得る。領域 U が単一の座標系で覆われていればMが向き付け可能であるので開被覆

{Uα}

を足しあわせて最大次数の微分形式を ∫
U1∩U2∩...∩Uα

ω =

∫
M

ω

と表す。

{Uα}に対応する 1の分割を {ρα}とし、コンパクトな集合の外で 0になるような n次微分形式 ωとして∫
M

ω =
∑
α

∫
Uα

ραω

と表す。これが成り立つためには

ραω = adx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxn (2.34)

とおいて ∫
Uα

ραω =

∫
Uα

adx1dx2 · · · dxn

となる必要がある。

積分は座標系に依存し、別の座標系 V (y1, y2 . . .)があれば座標変換関数は J をヤコビアンとして∫
Uα

adx1dx2 · · · dxn =

∫
Uα

a|J |dy1dy2 · · · dyn

と表すことができる。ここで J はヤコビアンで次の行列式で与えられる。

J = det(∂xi/∂yi)
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ただし任意の α, β について

Uα ∩ Uβ

でヤコビアン J は正にとることができるとし、これをM に向きをつけたという。

ここで境界の存在を次のように考える。

定理 6. 境界積分１
向きのついた n次元多様体M 上で n − 1形式 ω がコンパクトな台（コンパクトの集合の外では 0になる）
を持つ時、n− 1微分形式に対して ∫

M

dω = 0 (2.35)

が成り立つ。

まずこれを証明するためにM = Rn で、その領域

D = {(x1, x2 · · ·xn); 0 < xi < 1} (2.36)

を考える。この領域Dの外で a = 0とできれば境界があると考えるわけである。

除外記号をˇとして ωが n− 1形式になるためには

ω =
∑
i

aidx
1 ∧ · · · ∧ ˇdxi ∧ · · · ∧ dxn (2.37)

と表す。1の分割の性質を利用すると∫
M

dω =

∫
D

∂a

∂xi
dxi ∧ dx1 ∧ · · · ∧ ˇdxi ∧ · · · ∧ dxn

∫
M

dω =

∫ 1

0

· · ·
∫ 1

0

(∫ 1

0

∂a

∂xi
dxi
)
∧ · · · ∧ ˇdxi ∧ · · · ∧ dxn

ここで式 2.36から a(1) = a(0) = 0であるから∫
M

dω =

∫ 1

0

· · ·
∫ 1

0

[
a
∣∣1
0

]
∧ · · · ∧ dxn = 0

となる。

境界を持つ多様体として Rn ではなく、例えば次の上半空間Hn を定義する。

Hn = {(ξ1, ξ2, · · · ξn); ξn ≧ 0)

ある Uα は ψにより Hn の境界を含む開集合と同相になる。Hn の境界に対応したM の部分がありこれを

M の境界 ∂M と書く。

∂M は n-1次元であり、M に向きがあれば ∂M に向きが自然にできる。すなわち

x1 = ξ1 ◦ ψα, · · ·xn = ξ1 ◦ ψα

が与えられた向きの座標系であれば
{
x1, x2 · · ·xn−1

}
を Uα ∩ ∂M の局所座標系ととれば ∂M に向きがつく。

実際
{
y1, y2 · · · yn

}
が Uβ 内の座標系とすると xn = 0として x1, x2 · · ·xn−1 を動かしても yn = 0であるので

yn ∈ ∂M ∩ Uα ∩ Uβ → yn = 0 (2.38)

であり変換関数は
∂yn

∂xi
= 0, i = 1, · · ·n− 1
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を満たす。よって式 2.38を満たす点ではヤコビアン J が次のようになる。

J =


∂y1

∂x1 · · · ∂y1

∂xn−1
∂y1

∂xn

...
...

...
...

∂yn−1

∂x1 · · · ∂yn−1

∂xn−1
∂yn−1

∂xn

0 · · · 0 ∂yn

∂xn


この時、向き付けが可能であるから xn > 0の方向と yn > 0の方向はいずれもM の内部で一致しているから

∂yn

∂xn
> 0

である。また J の最後の行列をのぞいた行列式も正である。式 2.35に付け加えて向きのついた n次元多様
体M 上で n− 1形式 ωがコンパクトな台を持つ時、n次元多様体M が境界 ∂M を持つならば∫

M

dω =

∫
∂M

ω (2.39)

となることも同じように示すことができる。2.37から

ωi =
∑

aidx
1 ∧ · · · ∧ ˇdxi ∧ · · · ∧ dxn

とおくと i = 1, 2, · · ·n− 1に対しては。式 2.35より∫
M

dωi = 0

となるが ∂M 上では ωi = 0 (i = 1, 2, · · ·n− 1)なので ∧dxn をのぞいた i = nの時

ωn =
∑

andx
1 ∧ · · · ∧ dxn−1 (2.40)

を考えればよい。再び 1の分割を利用して xn に注目し、

∫
M

dω = (−1)n−1

∫
M

∂a

∂xn
dx1 ∧ · · · ∧ dxn−1 ∧ dxn

= (−1)n−1

∫ 1

0

· · ·
∫ 1

0

∫ 1

0

∂a

∂xn
dx1 · · · dxn

= (−1)n−1

∫ 1

0

· · ·
∫ 1

0

(
a
∣∣∣xn=1
xn=0

)
dx1 · · · dxn−1

ここで aは xn = 1では a = 1だから
∫
∂M

ωの定義から∫
M

dω = (−1)n
∫ 1

0

· · ·
∫ 1

0

a (xn = 0) dx1 · · · dxn−1 =

∫
∂M

ω (2.41)

である。これはストークスの定理を示している。

2.11 ドラーム複体

　単体上の積分はストークスの定理の一般化を用いるとをさらに一般化できる。

n次元多様体M 上の微分 p形式を αとすると

α =
∑

i1<···<ip

fi1···ip(x)dxi1 ∧ · · · ∧ dxip
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に対して外微分 dαは

dα =

 ∑
i1<···<ip

fi1···ipdxi1 ∧ · · · ∧ dxip

 =
∑

i1<···<ip

dfi1···ip ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

で表される p+ 1形式である。

また、微分 p形式の αの外微分 dαについて、

d ◦ d : Ωp(M)→ Ωd+2(M) ∼ 0

のように 0と準同型になることが次のように偶奇の符号から示される。一般に

d (α ∧ β) = dα ∧ β + (−1)pα ∧ dβ

だったから α = df, β = dxi1 ∧ · · · ∧ dxip とすると

d
(
d
(
fi1···ipdxi1 ∧ · · · ∧ dxip

))
= d

(
dfi1···ip

)
∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

+ dfi1···ip ∧ d
(
dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

)
= dα ∧ β + α ∧ dβ

となる。また、

d (df) = d

(
n∑
i=1

fidxi

)
∧

 n∑
j=1

fjdxj

 =

n∑
i,j=1

∂f

∂xi∂xj
dxi ∧ dxj

=
∑

1≤j<i≤n

(
∂f

∂xi∂xj
− ∂f

∂xi∂xj
)dxi ∧ dxj

= 0

d
(
dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

)
= 0

従って次のように 0で囲まれる。

定理 7. ドラーム複体
これによって式 2.7に対応した

0→ Ω0(U) d−→Ω1(U) d−→Ω2(U) d−→· · · d−→Ωn(U)→ 0

が得られた。また、

d ◦ d : Ωp(M)→ Ωd+2(M) ∼ 0

が成り立つ。この系列をドラーム複体といい、Ω∗(M) で表す。

複体に対しては

Im(d) ⊂ ker(d)

であるので、この差を測る群とし次節のてコホモロジー群が重要な役割を果たす。

ここで例を 1形式と 2形式について見てみよう。Rn での領域 U 上に 1形式を

ω =

n∑
i=1

aidx
i

とおき、領域 U 内の曲線 γのパラメタ表示をさせる写像 ϕを局所座標に依存する形で次のように定義する。
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ϕ; t→ γ(x1(t), x2(t), · · ·xn(t))

図 2.14: 写像 ϕが領域 U 内のパラメタ表示を与える。

例えば U 上の単位円は単体 [0, 1]と次のように対応する。

ϕ : t→ (cos 2πt, cos 2πt), t ∈ [0, 1]

ストークスの公式 2.41から ∫
M

dω =

∫
∂M

ω

から γ の境界

∂γ = t

とおければ γ 上での 1形式 ωの積分を次のように級数に展開して表す

∫
γ

ω =

∫
γ

(
a1dx

1 + a2dx
2 + · · ·+ andx

n
)

=

∫
t

dω

=

∫ t=1

t=0

(
d
(
a1dx

1
)
+ d

(
a2dx

2
)
+ · · ·+ d (andx

n)
)

=

∫ t=1

t=0

(
a1(ϕ(t))

dx1

dt
+ a2(ϕ(t))

dx2

dt
+ · · ·+ an(ϕ(t))

dxn

dt

)
dt

=

∫ 1

0

ϕ∗ω

これは標準 1単体 σ1 = [0, 1]上で引きもどし写像 ϕ∗ωによって表されたことになる。

よって

ϕ∗ω = f(t)dt

f(t) =

n∑
j=1

aj
(
x1(t), x2(t), · · · , xn(t)

) dxj
dt

(2.42)

とおける。

定理 8. γ 上の [0, 1]積分は次のように単体 σ1 上の ϕ∗ω積分に置き換わる。∫
γ

ω =

∫
ϕ(σ1)

ω =

∫
σ1

ϕ∗ω
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例えば円周上への写像を

ϕ(t) : t→ (x1(t), x2(t)) = (cosπt, sinπt)

とおくと、この場合は ω =
∑n
i=1 aidx

i から

ω = a1dx
1 + a2dx

2

ただし、dω = 0から

dω = dx1 ∧ dx2 − dx1 ∧ dx2

とするために

ω = x1dx2 − x2dx1

として、 ∫
γ

ω =

∫
γ

(
x1dx2 − x2dx1

)
とおける。

とおくとこれは円周上の連続点になる。よって局所的でれば引き戻しが存在できる。

式 2.42により次のように 1形式ができる。

ϕ∗ω =f(t)dt

=

(
−x2(t)dx

1(t)

dt
+ x1(t)

dx2(t)

dt

)
dt

=

(
− sinπt

d cosπt

dt
+ cosπt

d sinπt

dt

)
dt

=πdt

この時、括弧の中の d/dtと括弧の外の dtが極めて巧妙に作用し、結果として同じ 1形式だが位相を返すこ
とがわかる。

実は引き戻しというまわりくどい操作はこの連続した位相を引き出すためのものである。

しかし、位相に dtがかかる 1形式で表現されるが次の操作で位相のみを取り出すことができる。
標準単体を σ1 = [0, 1]とする。円周の経路 γ が対応する単位区間 [0, 1]に引き戻され、１形式ができたので

次のように単体上の積分になる。∫
γ

ω =

∫ 1

0

ϕ∗ω =

∫
ϕ(σ1)

ω =

∫
σ1

πdt = π

これは図の線積分の値に一致している。

つまり積分区間が境界であることで単体と引き戻しを組み合わせ積分区間に直接作用し、ωの回転を積分し

て出すことができる。

図 2.15: γ 上での 1形式 ωの積分引きもどしにより
∫
σ1 πdtになる。
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2.11.1 微分 2形式

次にパラメタ tが 1-単体の足し合わせで連続的に拡張していけることを見よう。
パラメタが 2つになる場合を見てみる。r−双対鎖において r = 2の場合を具体的に見てみよう。

3次元ユークリッド空間をとり、向きづけられた表面を c2 とし、微分 2形式を

ω = a1dx
2 ∧ dx3 + a2dx

3 ∧ dx1 + a3dx
1 ∧ dx2

とおく。またパラメタ (u1, u2)を用いて

x1(u1, u2), x2(u1, u2), x3(u1, u2)

とするとこの時の写像 ϕは

ϕ : (u1, u2) ∈ U ⊂ R2 →
(
x1(u1, u2), x2(u1, u2), x3(u1, u2)

)
∈ R3

でありこれによって図のように表面 c2 に写される。このとき R2 上の標準 2単体を σ2 とする。

ϕ(σ2) = c2

よって次のようヤコビアンを用いて積分ができる。

∫
c2
ω =

∫
σ2

ϕ∗ω

=

∫ ∫
σ2

[a1
(
x1(u1, u2), x2(u1, u2), x3(u1, u2)

) ∂(x2, x3)
∂(u1, u2)

+a2
(
x1(u1, u2), x2(u1, u2), x3(u1, u2)

) ∂(x3, x1)
∂(u1, u2)

+a3
(
x1(u1, u2), x2(u1, u2), x3(u1, u2)

) ∂(x1, x2)
∂(u1, u2)

]du1du2

図 2.16: 曲面上の積分を引き戻しの写像を利用して R2 上の積分にする。

3 準同形写像 [36]

3.1 自己準同型環

　第 4部で群について学んだ。簡単に復習すると、まず、環を次のように定義した。

定義 28. 環

環Rとは群の性質を満たし、加法についえ可換群でありさらに乗法について次の演算が成り立つものをいう。

• 環Rの任意の元 a, b, cに対し、結合律 a(bc) = (ab)cが成り立つ。

• 環Rの任意の元 a, b, cに対し、左分配律 a(b+ c) = (ab) + (ac)が成り立つ。
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• 環Rの任意の元 a, b, cに対し、右分配律 (b+ c)a = (ba) + (ca)が成り立つ。

さらに次を満たせばユニタリ環という。

• a 1 = 1 a

定義 29. イデアル
環Rの群の部分集合 I が加法について閉じていて

x ∈ R, y ∈ I → xy, yx ∈ I (3.1)

である時、I を両側イデアルという。

イデアル I が与えられると環Rに次の関係で

x− y ∈ I (3.2)

同値関係を定義できる。これにより同値類がつくられ重要な剰余環

R/I (3.3)

が定義できる。

環の例としては有理数全体の集合 Q複素数全体の集合 C、さらに正の整数 nを法として整数の集合 Z/nZ

も環をなす。

定義 30. 環準同型
環準同型とは環における乗法と加法に対して可換な写像 f である。

• f(a+ b) = f(a) + f(b)

• f(ab) = f(a)f(b)

• f(1) = 1

準同型の核はイデアルになり後節で詳しく扱う、次の準同型定理が成り立つ。

定義 31. 準同型定理 (homomorphism_thorem)
環Rの核による商群R/ ker f と Img f とは互いに同型である。

可換環であり加群としての構造と両立する積の構造をもてば多元環という。多元環と準同型であるためには

f(ax+ by) = af(a) + bf(y) (3.4)

f(xy) = f(x)f(y) (3.5)

Gが群であり G上の自己準同型 f, gに対し

f(x)g(y) = g(y)f(x) (3.6)

がどんな x, y ∈ Gに対して成り立つなら f と gは加法可能であるといい、

(f + g)(x) := f(x)g(x) x ∈ G (3.7)

とおける。
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定義 32. 自己準同型環
さらにGが可換群であればG上の自己準同型の全体を End(G)と書き、End(G)で加法が定義され、これ

が環になる。

これを Gの自己準同型環という。

さらに今後環R上で加群であることが前提になる場合が多い。加群を次のように定義しておく。

定義 33. 加群
r, s ∈ R,x, y ∈M として次が成り立てばR左加群という。

r(x+ y) = rx+ ry

(r + s)x = rx+ sx

(rs)x = r(sx)

1Rx = x

自己準同型環 End(G)の上に加群が定義されると例えばベクトル場のような扱いができるようになる。

3.2 準同型写像

定義 34. 準同型写像
　 2つの加群M1,M2 の間の写像 ϕ :M1 →M2 が任意おｎ x, y ∈M1 に対して

ϕ(x+ y) = ϕ(x) + ϕ(y) (3.8)

を満たすとき、ϕを加群M1 からM2 への準同型写像という。

ただし、左辺の +は加群M1 における和であり、右辺の +は加群M2 における和である。

これから

ϕ(x) + ϕ(0) = ϕ(x+ 0) = ϕ(x)

が成り立つので、

ϕ(0) = 0

である。また、

ϕ(x) + ϕ(−x) = ϕ(x− x) = ϕ(0) = 0

が成り立つので

ϕ(−x) = −ϕ(x)

が成り立つ。

定義 35. 同型写像
とくに写像 ϕ :M1 →M2 が全単射であれば ϕは同型写像になる。

この時は逆写像 ϕ−1 も

ϕ−1 (u+ v) = ϕ−1(u) + ϕ−1(v)

を満たす。同型写像が存在すれば

M1 ≃M2

と書く。
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例えば加群 Zから Zへの写像を
f(x) := 3x, (x ∈ Z)

は準同型写像である。次のように 2変数を持っても準同型写像になる。

g(x1, x2) := 8x1 − 6x2

さらに複素数全体の集合 CからH への写像 hを

h(a+ ib) :=

(
a −b
b a

)
で定義すると、写像 h : C→ H は加群の同型写像になる。この時は積に対しても

h(xy) = h(x)h(y)

を満たすので式 3.5から環の同型写像にもなっている。

定義 36. 核と像
準同型写像 ϕ :M1 →M2 に対して

kerϕ := ϕ−1(0) = {x ∈M1|ϕ(x) = 0} ⊂M1

で定義すると、これはM1 の部分加群になる。なぜなら

x, y ∈ kerϕ⇔ ϕ(x) = 0, ϕ(y) = 0

⇔ ϕ(x+ y) = ϕ(x) + ϕ(y) = 0, ϕ(−x) = −ϕ(x) = 0

⇔ x+ y,−x ∈ kerϕ

となる。kerϕを準同型写像の核 (kernel)という。
一方で、像 Imまたは Imgと書くことにするが、

Imϕ := ϕ (M1) = {ϕ(x)|x ∈M1} ⊂M2

で定義する。これはM2 の部分群になっている。なぜなら

ϕ(x), ϕ(y) ∈ Imϕ⇒ ϕ(x) + ϕ(y) = ϕ(x+ y) ∈ Imϕ, ϕ(−x) = −ϕ(x) =∈ Imϕ

となるので、Imϕは準同型写像になる。
準同型写像 ϕ :M1 →M2 が単射である必要十分条件は

kerϕ = {0}

である。

これは次のように示すことができる。

ϕ : One−One⇔ ϕ(x) = ϕ(y)→ x = y

⇔ ϕ(x)− ϕ(y) = ϕ(x− y) = 0→ x− y = 0

⇔ ϕ(z) = 0→ z = 0

⇔ kerϕ = {0}

また、一般に加群M の部分加群があれば包含写像 ιとして

ι : N ↪→M

は準同型写像であり、単射になる。（全単射とは限らない）よって

ker ι = {0}, Imι = N

が成り立つ。
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3.3 商加群

定義 37. 法として合同
　加群M の部分加群N があったとき、、2つの源 x, y ∈M に対して

x− y ∈ N

の時、

x ≡ y( mod N) (3.9)

と書き、xと yはN を法として合同という。

この時、部分加群には必ず 0が含まれるので反射律が任意の x ∈M に対して

x− x = 0 ∈ N

が成り立ち、さらに

x = y( mod N)

であれば x− y ∈ N となるので
y − x = −(x− y) ∈ N

となり、

y = x( mod N)

が成り立ち、対称律も成り立つ。さらに、

x = y( mod N)

y = z( mod N)

が成り立てば

x− z = x− y + (y − z) ∈ N

となるので推移律も成り立つ。

従って次の定理が成り立つ。

定理 9. 同値関係
xと yが合同であれば xと yは同値である。

定義 38. 剰余類
a ∈M を代表元として、この同値関係で同値類をつくることができて

[a] := {x ∈M |x ≡ a( mod N)} = {x ∈M |x− a ∈ N}

この同値類 [a]のことをN を法とする剰余類 (residu class)という。

さらに

定義 39. 商加群
このような同値類の集合は加群になりN を法とするM の商加群 (quotient_module)という。

M/N := {[a]|a ∈M}

と書く。
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定理 10. 剰余類の和は代表元に関係なく剰余類になる。

Proof. a′ ∈ [a], b′ ∈ [b]とすると a′ − a ∈ N, b′ − b ∈ N であり、N が部分加群であるから

(a′ + b′)− (a+ b) = (a′ − a) + (b′ − b) ∈ N

となり、

(a′ + b′) = (a+ b)( mod N)

準同型定理は加群にも存在する。

定理 11. 準同型定理
加群の同型写像 ϕ :M1 →M2 が与えられた時、部分加群

kerϕ ⊂M1, Imϕ⊂M2

があって

M1/ kerϕ ≃ Imϕ

が成り立つ

Proof. はじめに ϕ :M1 →M2 の写像の行き先を Imϕに制限しておいて

ϕ̃ :M1 → Imϕ

とみなせば ϕ̃は全射になる。また、x, y ∈M1 に対して、

x ∼ y :⇔ ϕ(x) = ϕ(y)

と定めるとこれは同値関係を表す。このとき

x ∼ y ⇔ ϕ(x− y) = ϕ(x)− ϕ(y) = 0

⇔ (x− y) ∈ kerϕ

⇔ x ≡ y( mod kerϕ)

となるので商集合M1/ ∼は商加群M1/ kerϕとなる。

関係 ∼に関する同値類 [x]を写像 ϕ̃で移すことを

Φ : (M1/ ∼)→ Imϕ

[x] 7→ Φ([x]) := ϕ(x)

と書けば Φは全単射になる。もともと ϕが加群の準同型写像であったから Φもまた、準同型写像である。

よって

Φ : (M1/ kerϕ)→ Imϕ

が成り立つ。
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これによって、例えば準同型写像 ϕ :M1 →M2 と元 k0 ∈M2 が与えられ、次の方程式

ϕ(x) = k0

を解くような場合を考えよう。これは集合

ϕ−1(k0) = {x ∈M1|ϕ(x) = k0}

を表示できればよい。そこで特殊解 ϕ(x0) = k0 が見つかった場合を考えると、一般解は

ϕ−1(k0) = [x0] = {x0 +m|m ∈ kerϕ}

で与えられる。つまり、ϕ−1(k0)が空集合ではない必要十分条件が

k0 ∈ Imϕ

である。一方、解の一意性、つまり ϕ−1(k0)が 2つ以上の元を含まないために必要十分条件は

kerϕ = {0}

となる。この時、短系列は後の式 6.6で示す完全系になる。

kerϕ
i−→M1

ϕ̃−→ Imϕ

つまり、方程式 ϕ(x0) = k0 を解くとは、この短完全系列を作ることに等しい。

4 基本群 [12]

4.1 変形収縮

下図のように穴の開いた円板とあいあていない円板を用意する。穴の開いていない円板上のループ αは連続

的に 1点に縮めるこできるが
穴のあるほうの αは 1点に縮めない。もし、αから β が連続的に変形できればホモトピックであるという。

そうすると bの穴のない円板で Y とホモトピックな仲間が 1種類しかない。しかし、aのX は穴の周りを何

周するかという分類ができる。

このような分類はホモトピー類とよばれ、整数 n ∈ Zで特徴づけることができる。群構造をみたす場合に
は基本群と呼ばれる。

図 4.1: [12]より：穴あり円板と穴なし円板上のループ

ホモトピーの世界では距離を持たないので、収縮、伸張ができる。
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この特徴は、非常に強力であるが、後にみるように収縮させるひもには、厚みがあるように、重なる場合の

上下を区別することになる。

つまり、ここでの背景として次のように位相平面と単位インターバルの積空間から位相平面への写像

H : X × I → X

を考えることが多い。例えば f : X → Rが存在し、

f |R = idR

となれば RはX の収縮であるといい。f を収縮写像という。

この時次の図のようにX の全体の点が Rに写像される際に Rの点は全て固定しておかないといけない。

図 4.2: [12]より：円環X を収縮させると円 Rができる。

また、今後、変形するということをよく使うがそれも次のように定義しておく。

連続写像H : X × I → X が存在し、任意の x ∈ X に対して

H(x, 0) = x,H(x, 1) ∈ R

および、任意の t ∈ I, x ∈ Rに対して
H(x, t) = x

が成り立てば RはX の変形収縮である。

しかし次の図のでは Rは穴があるのでX の変形収縮ではない。

図 4.3: X を連続変形しても Rにならない。

これは、どんなパラメタ t ∈ I を選んでも
H(x, t) = x

とすることができないことを表す。
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4.2 同値

　後節でホモトピーでの同値を定義するが、ここでそのイメージをつかんでおく。

基本空間を構成していくにあたってまず円周 S1 を考える。

S1 = {z ∈ C, |z| = 1}

として、写像

p : R→ S1

　 p : x 7→ exp(ix)

を考える。

例えば次の図のように、写像 pにより、0 ∈ Rは 1 ∈ S1に写される。pのもとで Rが S1の周りに巻き付い

ていると考えればよい。

図 4.4: [12]より：写像 pにより円周上に写る次数 nは f が属する写像のホモトピー類を決める。

この写像は 1対 1にならない。
x− y = 2πm, m ∈ Z

であれば同じ円周上の点に写る。これを前節の同値関係 3.9から

x ∼ y

と書いて、同値 (equivalence )であるという。また同値類は

[x] = {y|x− y = 2πm,m ∈ Z}

と書き、

exp(ix) ∈ S1

と同一視され、

S1 ≃ R
2πZ

と表す。次に写像

f̃ : R→ R
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f̃(0) = 0, f̃(x+ 2π) ∼ f̃(x)

を満たすとする。この時、任意の x ∈ Rに対して、

f̃(x+ 2π) = f̃(x) + 2nπ (4.1)

が成り立つ。これも円周上で写されることを考えると明らかである。

そこで x ∼ yの時 x = y + 2πmとおけるから、式 4.1から

f̃(x)− f̃(y) = f̃(y + 2πm)− f̃(y)

= 2πnm

となる。nmという Z⊗ Zが出てくるところが面白い。結果として

f̃(x) ∼ f̃(y)

が示せた。これから f̃ : R→ Rは
f ([x]) = p ◦ f̃(x)

により、連続写像

f :
R

2πZ
→ R

2πZ
を定める。

4.3 ループ [12]

定義 40. 道 (path)
X を位相空間とし、I = [0, 1] = {t ∈ R|0 ≤ t ≤ 1}とする。連続写像

α : I → X,α(0) = x0, α(1) = x1 (4.2)

t 7→ α(t)

を始点 x0,終点 x1 を持つ道 (path)という。

図 4.5: [36]より：インターバルからの連続的な写像で道ができる。

ただし、

α : I → R, t 7→ t

β : I → R, t 7→ t2

とすると同じ像

Imα=Imβ = [0, 1]

のように同じ像をとるが、両者は任意の時刻 tで同じ道は通らないことに注意する。
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位相空間において x0 ∈ X を始点、x1 ∈ X を終点とする道全体の集合を

P (X;x0, x1)

のように書く。さらに次のように道が閉じると特別にこれをループという。

ここでは、距離はみないが、閉じているか、閉じていないかは見られるのである。

電磁気では閉じた電流があれば、その内側に向きを持った磁場が生じるが、閉じていないと、この磁場に一

定の向きを持ったベクトルをあてはめることができない。

図 4.6: 電流と磁場の関係

定義 41. ループ (loop)
このときの αが

α(0) = α(1) = x0 (4.3)

を満たせば、基点 x0 を持つループ (loop)という。

ループの基点を x0 として、この基点のみであれば定点ループという。

さらに、道 α(t)に対して次で道の逆を定義しておく

定義 42. 道の逆

α−1 : I → X, t 7→ α−1(t) := α(1− t) (4.4)

ただし、道の逆は α−1 と書くが、これは αの逆行列ではないので注意する。

図 4.7: [36]より：ループと定点ループ、道の逆

4.4 次数

以下に登場してくるホモロジーは同値類の分類を表すが、これに整数 Zを用いる。これは以下に示すように
巻数と対応する。
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定義 43. 次数
ここで基点 1 ∈ S1 を動かさないことを考える。

f : S1 → S1

さらに

f̃(0) = 0, f̃(x+ 2π) = f̃(x) + 2πn

を満たす写像

f̃ : R→ R

とすると、f, f̃ との間には 1対 1の対応がある。このとき整数 nを次数といい、

n = deg(f)

と書く。

xが S1 を 1回る間に、f(x)は S1 を n回る。

例えば次数は次のようにホモトピックかどうかに使える。

f, g : S1 → S1

として

f(0) = g(0) = 1

のように基点を決めれば、次数が等しくなれば f と gはホモトピックである。

deg(g) = deg(f)

次に

f̃ : x→ nx

とすると

deg(f) = n

となるような

f : S1 → S1

を誘導する。これから任意の n ∈ Zに対して、deg(f) = nを満たす写像 f : S1 → S1 を対応させることが

できる。

4.5 ループ積

f, g : S1 → S1 に対応して、ループの積を

定義 44. 道の積

f ∗ g (4.5)

とする。

f̃(x+ 2π) = f̃(x) + 2πn

g̃(x+ 2π) = g̃(x) + 2πm
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とおけるから

f ∗ g(x+ 2π) = f ∗ g(x) + 2π(m+ n)

従って

deg(f ∗ g) = deg(f) + deg(g)

がなりたつ。log演算のように次数は振る舞う。

これにより、位相空間内の道やループには次の図のように代数的な構造を持たすことがきる。

例えば次の図を考える。

図 4.8: [12]より：道の積で [0, 1]のインターバルをつなげる。

この図は次の積で表すことができる。

α ∗ β =

α(2t) 0 ≤ t ≤ 1
2

β(2s− 1) 1
2 ≤ t ≤ 1

これは、最初の半分が α(I)に沿って進み、残り半分を β(I)に沿って進むことを表している。

これを道の積という。

しかし、次の図のように積をつくることによって、前半は道 αを 2倍のペースで、後半は道 βを 2倍のペー
スで進むことになる。

図 4.9: [36]より：道 αと β との積 α ∗ β

これを応用し、3つの積を考えることができる。この時、先の時間配分があるので

(α ∗ β) ∗ γ ̸= α ∗ (β ∗ γ) (4.6)

であることに注意する。つまり (α ∗ β) ∗ γ では

0 ≤ t ≤ 1

4
,
1

4
≤ t ≤ 1

2
,
1

2
≤ t ≤ 1 (4.7)
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と配分するが、α ∗ (β ∗ γ)では

0 ≤ t ≤ 1

2
,
1

2
≤ t ≤ 3

4
,
3

4
≤ t ≤ 1 (4.8)

と配分する。この写像は別として区別される。従って重要な定理として

定理 12. 道の積
道は結合律を満たさない

ことがわかる。

図 4.10: [36]より：道は結合律を満たさない。(α ∗ β) ∗ γ ̸= α ∗ (β ∗ γ)

4.6 弧状連結性

定義 45. 連結
　位相空間X が連結であるとは、次のような空ではない開集合 U, V が存在しないことである。

U ∪ V = X AndU ∩ V = ∅

さらに

定義 46. 弧状連結
位相空間 X が弧状連結であるとは、X の任意の 2 点 x0, x1 に対し、閉区間 [0, 1] から X への連続写像

γ : [0, 1]→ X において、

γ(0) = x0, γ(1) = x1

を満たすものが存在することである。

弧状連結であれば U ∪ V = X AndU ∩ V = ∅な U, V は存在しないので連結である。

これを使って次のように同型を表すことができる。

定義 47. 同型
X を弧状連結な位相空間とし、x0, x1 ∈ X とする。この時 π1(X,x0), π1 (X,x1)は同型である。

次の図のように道

η : I → X : η(0) = x0, η(1) = x1

を考え、αを x0 におけるループとする。この時、図から

η−1 ∗ α ∗ η

が x1 でのループになる。
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図 4.11: [12]より：x0 におけるループから x1 におけるループに広げる。

よって、ループの同値類があり、次のように表す。

[α] ∈ π1 (X,x0)

これから次のように誘導して、同値類をつくることができる。

[α′] =
[
η−1 ∗ α ∗ η

]
∈ π1 (X,x1)

これで対応する写像が決まり、

Pη : π1 (X,x0)→ π1 (X,x1) , Pη ([α]) = [α′]

とかくと次のように Pη は同型写像になることが示される。

まず、準同型となることを示す。[α], [β] ∈ π1(X,x0)に対して

Pη ([α] ∗ [β]) = [η−1] ∗ [α] ∗ [β] ∗ [η]

= [η−1] ∗ [α] ∗ [η] ∗ [η−1] ∗ [β] ∗ [η]

= Pη ([α]) ∗ Pη ([β])

次に Pη が全単射であればいいから Pη の逆写像

P−1
η : π1 (X,x1)→ π1(X,x0)

として、

P−1
η ([α′]) =

[
η ∗ α′ ∗ η−1

]
を満たすものとして定義する。これは

P−1
η Pη ([α]) = P−1

([
η−1 ∗ α ∗ η

])
=
[
η ∗ η−1 ∗ α ∗ η ∗ η−1

]
= [α]

を満たしている。従って逆が存在し、

P−1
η Pη = idπ1(X,x0) (4.9)

PηP
−1
η = idπ1(X,x1) (4.10)

となるので、全単射であることがわかる。
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また、この関係から η(1) = ζ(0)とすると

Pη∗ζ ([α]) = [ζ−1η−1] ∗ [α] ∗ [ηζ]

= [ζ−1] ·
(
η−1 ∗ α ∗ η

)
· [ζ]

= Pζ · Pη(α)

となる。

4.7 トーラス基本群

ここでループの合成を具体的に見てみよう。　X,Y を弧状連結な位相空間とする。

この時、

定理 13. π1(X × Y, (x0, y0))は 1次元ホモトピー類を表し、

π1(X,x0)⊕ π1(Y, y0)

に同型になる。

この定理をまず見る。はじめに、次の射影を定義する。

p1 : X × Y → X

p2 : X × Y → Y

αは (x0, y0)を基点とするX × Y のループである。この時、
α1 = p1(α)は x0 におけるX 内のループになり、α2 = p2(α)は y0 における Y 内のループになる。

逆に x0 におけるX 内のループ α1 と y0 における Y 内のループ α2 の任意の対は

一意的に (x0, y0)におけるX × Y 内のループ α = (α1, α2)を決める。そこで、準同型写像

ϕ : π1(X × Y, (x0, y0))→ π1(X,x0)⊕ π1(Y, y0)

を

ϕ ([α]) = ([α1], [α2])

で定める。これは逆写像を持つので同型写像になる。このようにホモトピー類を用いると、ざっくりと同型

をつくることができてしまう。

この例が次のようにトーラス基本群の場合である。

T 2 = S1 × S1 をトーラスとする。この時、先の定理を用いると 1次元ホモトピー類を用いて次のように表
すことができる。

π1(T
2) ≃ π1

(
S1
)
⊕ π1

(
S1
)
≃ Z⊕ Z

同様にして、n次元トーラス

Tn = S1 × S1 × · · · × S1︸ ︷︷ ︸
n

(4.11)

の場合は

π1 (T
n) ≃ Z⊕ Z⊕ · · · ⊕ Z︸ ︷︷ ︸

n

(4.12)

となり、n個の積と n個の直和が対応する。

また、円筒X = S1 × Rの場合は高さ方向にも変形収縮できるので

π1(X) ≃ Z⊕ {e} ≃ Z

である。
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4.8 アーベル群 [108]

　前章で単体を扱ったが、ここで位相空間X が三角形分割可能であれば多面体上に基本群をつくることがで

きる。

定義 48. 自由可換群
単純に n ≥ 0個の文字 {x1, x2, · · · , xn}が与えられると次の係数に整数 Zをもつ集合

{a1x1 + · · · anxn|a1, · · · an ∈ Z}

をつくることができて、次の和を定義できるものを {x1, x2, · · · , xn} から生成された階数 n の自由可換群

(FreeAbel_Group)という。
次のように表す。

n∑
i=1

(ai + bi)xi = ⟨⟨x1, x2, · · · , xn|−⟩⟩

階数 nの自由アーベル群は ai + bi = ci ∈ Zとおけるので

Zn :=

n︷ ︸︸ ︷
Z⊕ · · · ⊕ Z

と同型になる。

そこで 2つの自由アーベル群を

E := ⟨⟨x1, x2, · · · , xn|−⟩⟩

F := ⟨⟨y1, y2, · · · , yn|−⟩⟩

とする。表示の記号右の −は無限巡回群であることを表している。
この間の準同型写像を ϕとする。この写像の像を同一視した、次の商群を定義する。

G := F/Im(ϕ) (4.13)

この時、各生成元の像は ϕ(xi)であり、

ϕ(xj) :=
n∑
i=1

pijyi, pij ∈ Z

とおける。この写像は行列

P :=


p11 · · · p1m
...

. . .
...

pn1 · · · pnm


によって特徴付けられる。式 4.13としたことで

Py = 0

を満たす群という制約がつく。つまり、Gによる構造が入ったことになる。

さらに

ϕ(

m∑
j=1

ajxj) =

m∑
j=1

aj

(
n∑
i=1

pijyi

)

=

n∑
i=1

 m∑
j=1

pijaj

 yi
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となるので、準同型写像 ϕを Zm → Zn への写像と見なし、縦ベクトルを

a⃗ :=


a1

a2
...
am

 , b⃗ :=


b1

a2
...
an


で定義すれば

b⃗ = P a⃗

が成り立つ。

定義 49. 有限巡回群
pを 2以上の自然数としたとき、表示 ⟨⟨x|px⟩⟩を持つアーベル群を

Z
pZ

とすれば、これは位数 pの有限巡回群である。

この位数も行列 P から求めることができる。例えば次で表されるアーベル群を E とすると

P :=

(
5 4

−2 3

)

E の表示は

E = ⟨⟨x, y|5x− 2y, 4x+ 3y⟩⟩

である。そこで行列の対角化の手順で P の

1行目に 2行目の 2倍をたす
2行目に 1行目の 2倍をたす
2列目から 1列目の 10倍をひくと(

5 4

−2 3

)
→

(
1 10

−2 3

)
→

(
1 10

0 23

)
→

(
1 0

0 23

)
となり、これは位数 23であることを表す。

これによって系列をつくることができる。左右から作用する L,Rを考え、上の行列変換を

P ′ = LPR

L =

(
1 2

2 5

)
, R =

(
1 −10
0 1

)
で表す。群 E は完全系列

Z2 →P→ Z2 → E → {0}

となるが、P ′ を用いて

Z2 →P
′

→ Z2 → E → {0}

にも対応している。P
′
が対角行列であるので

E =
Z2

Img(P ′)
=
⟨⟨
y

′
|23y

′
⟩⟩
≃ Z

23Z

これから重要な次の定理が求まる。

有限の表示を持つアーベル群はいくつかの巡回群の直和と同型になる。

次に自由群は必ずしも可換ではないとする。

53



定義 50. 生成系
群 Gの部分集合X = {xi}任意の元 g ∈ G− {e}が一意的に

g = xi1xi2 · · ·xinn

のようにかければ X は Gの生成系であるという。ただし、nは有限で ik ∈ Zとし、隣り合う各元 xj は等

しくなく、

xj ≠ xj+1

である。

また、x1j = xj と書き、ij = 0は gの表記から除外し、h = a2a−3b−2c0 とはかかない。この時 hを簡約し

h = a−1b−2

と表現する。

群 Gが生成系を持てば Gは自由群であるという。

このようなX の要素は文字と呼ばれ、文字の積は語と呼ばれる。

さらに指数が 0になるような

ω = a0

を簡約すると 0では無くて空なる語として 1で表すことにする。
全て簡約された語は積をつくり、X で生成される自由群として F [X]で表す。

この時、X = {a}とすると、この自由群 F [X]は Zと同型である。
ここで次のような商群が重要になる。

F [X]は自由群とすると、次のような F [X]→ Gへの自然な準同型写像が定義できる。

xi1xi2 · · ·xinn → xi1xi2 · · ·xinn ∈ G

左辺側の表示が一意であるとは限らないので、これは同型ではない。しかし、X は F [X]とGを生成するの

で全射ではある。

この時、次のように ϕ = 0となるものは全て同一視してしまうと Gと同型になる。

F [X]

kerϕ
≃ G

これは生成系X と kerϕが群Gの構造を完全に決めるとしてよい。したがって、今後よく利用する生成元と

その関係を並べた

(x1, x2, · · ·xp; r1, r2 · · · , rq)

という表示を用いる。例えば

Z = (x; ∅)

Zn = (x;xn)

となる。

例として次のようなX = {x, y}で生成される自由群を考える。

Z⊕ Z = {xnym|n,m ∈ Z}

この時

xy = yx

となるので
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xyx−1y−1 = 1

が成り立つ。これから関係

r = xyx−1y−1

とする。表現は

Z⊕ Z =
(
x, y;xyx−1y−1

)
となる。

　

5 ホモトピー類

一般にHr(K)の生成元の数は多面体 |K|を作った時の r + 1次元の種数に等しい

前節までに、距離という概念のない図形の扱いをみてきた。伸びても、縮んでも、区別のつかない世界で

ある。

ここで、この世界にいくつかのルールを設けて、理論構築の基礎をつくろう。

興味あることに、あるルールは様々な図形の変形に対して、値を変えなくなる。これが単純な図形変形で留

まることなく、

現実の物理量と関係していく。こうした量は位相不変量と呼ばれる。

以下で位相空間X 内でで変形可能なループを定義して、その基点を x0とするとループの同値類が存在して

これをホモトピー類という。

図 5.1: x0 を基点としたホモトピー類

次のように位相空間X と基点 x0 のセットで表す。

π1(X,x0)

添え字の 1は 1次元のホモトピー類であることを表す。この時の記号 π を射影と混同しないように注意し

たい。

このようにホモトピーを用いると、複雑な構造をもつものも単純に分類できて、つけて、はったり、とった

りができるようになる。

これを数学的に表す準備から初めてみよう。

5.1 可縮と同一視

はじめにホモロジーの概念として重要な可縮と同一視を考えよう。

境界演算子を ∂ で表す。次のように 2次元図形 σの境界は 1次元図形になる。

∂σ = α

しかし、1次元の曲線には境界がない。
∂α = 0
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図 5.2: ∂σ = αの関係を表す、∂α = 0である。

ポアンカレの補題でみたように、この逆、つまりある 1次元図形 αについて ∂α = 0ならば ∂σ = α となる

ような 2次元図形が存在するかという疑問が出る。
Poincareの補題によれば U ⊂ Rn が 1点に可縮できれば完全であった。
この可縮という概念がホモロジーの世界では 1つ重要な役割をもつ。
境界のない図形 αが 1つ次元の高い図形の境界かどうか？
答は図形 αがどんな図形の中に描かれているかに依存する。下図の球面は 1点可縮なので境界になる図形が
存在するが、

穴がある右の図形上にあるとこの 1次元図形 β を境界にする 2次元図形が描けない。

図 5.3: 左の図は 1点可縮なので ∂α = σとなる図形が存在できる。しかし、右図では穴のせいで存在できない。

このような幾何的な関係がゲージ理論や場の理論に重要な働きをすることになる。

前節で単体的複体から決まる群 Cr(K), Zr(K), Br(K)を考えた。

そこでこれらの位相的な不変量を明らかにしていこう。

例えば三角形から決まる 1次元鎖群は

C1(K1) = {i(p0p1) + j(p1p2) + k(p2p0)} , i, j, k ∈ Z

⋍ Z⊕ Z⊕ Z

であり、同じように正方形で考えると同様にして 4辺あるので

C1(K2) ⋍ Z⊕ Z⊕ Z⊕ Z

よって C1(K1)と C1(K2)は同型にならない。

これから一般に Cr(K)は位相不変量にはならないし輪体群、境界輪体群 Zr(K), Br(K)も同様である。

同型をつくるためには次のような工夫が必要になる。

定義 51. ホモロジー類 (homology_class)
前部で非斉次座標を用いたように次のような商群が定義できる。

Hr(K) ≡ Zr(K)

Br(K)

ただし、r > n, r < 0の場合は

Hr(K) = 0

であるとする。つまり、輪体の境界を同一視して貼り合わせてしまえというわけである。

Hr(K)は r-輪体の同値類からなる集合でこれをホモロジー類 (homology_class)という。
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これは Zr(K)に含まれるBr(K)の元を取り除いている。Br(K)が Zr(K)の部分群なのでHr(K)は矛盾無

く定義できて

Hr(K) ≡ {[z] |z ∈ Zr(K)}

と表すことができる。

さらに、位相不変であることは次のように変形ができる。

定義 52. ホモロガス (homologous)(ホモローグ)
z, z′ が同じ同値類に属することは

z − z′ ∈ Br(K)

が成り立つことと同値である。この時、zは z′ にホモロガス (homologous)といい、

z ∼ z′

と表現する。

前節の可縮はホモロガスの例である。また、この z − z′ がある空間の境界になっている。
これから任意の元 b ∈ Br(K)は

b− 0 ∈ Br(K) (5.1)

となるので bは 0にホモロガスである。
また、任意の三角形分割 (K, f), (L, g)ができれば

Hr(K) ≃ Hr(L)

であり、三角形分割可能な位相空間K について

Hr(X) ≃ Hr(K)

が成り立ち、三角形分割の選び方に関係ない。

これは有用である。

例えばK = {p0, p1}を 2つの 0単体からなる単体的複体とすると B0(K) = 0だから

H0 =
Z0

B0
= Z⊕ Z

となる。この時、H0は 2つの独立した生成元を持つという。しかし、Z1は 1単体がないのでH1(K) = 0で

ある。

また、第 2部の群論から 2つの生成元がある時、階数 2の自由アーベル群 (free Aberian Group)ということ
ができた。

p-単体の生成する自由アーベル群の例が p次元鎖群 Cp(K)になっている。

従って次のようにHr(K)の構造を一般的に表すことができる。

Hr(K) ≃ Z⊕ · · · ⊕ Z︸ ︷︷ ︸
r

⊕Z⊕ · · · ⊕ Z︸ ︷︷ ︸
s

Zr(K), Br(K)は共に自由アーベル群 Cr(K)の部分群になっているので、同じように自由アーベル群と呼ぶ

ことができる。

よって前半の r個の部分は階数 rの自由アーベル群をつくるが、商群であることは単純ではなく、
第 2部の群論でみたように後半の s個の部分がねじれ部分群 (torsion_subgroup)である。
Hp(K)の自由アーベル群の階数はベッチ数 (Betti number)と呼ばれ bp(K)で表す。

このベッチ数は三角形分割と同様に位相不変量になる。

以下で単純なホモロジーの計算例を紹介する。

この計算例で示されるように円周には穴があるが円板には穴がないこの穴の数を種数という。
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定義 53. ホモトピー (homotopy)
　位相空間X,Y に対して、連続写像 f0, f1 : X → Y がホモトピックでれば連続写像

F : [0, 1]×X → Y

において

f0(x) = F (0, x), f1(x) = F (1, x) (5.2)

を満たすものがあることになる。これを

f0 ≃ f1

連続写像 F または ft(x) = F (t, x)で定義される連続写像の族

{ft}t∈[0,1]

を f0 と f1 の間のホモトピー (homotopy)という。

つまり、連続的に形を変換することを前節でみたがそれを数学的に定義したのがホモトピー (homotopy)と
いう考え方になる。

ある開集合 U 上に 2つの連続な曲線 c0, c1 を考え、次の図のように始点と終点は一致しているとする。

ci : [0, 1]→ U

c0(0) = c1(0), c0(1) = c1(1) (5.3)

図 5.4: homotopy両端を同一視して得られる写像 h : I2 → U

次を満たす写像h(s, t) : I2 → Uがあれば c0, c1はホモトピック (homotopic)またはホモトープ (homotope)
であるという。

• h(0, t) = c0(t), h(1, t) = c1(t) ∀t ∈ I

• h(s, 0) = c0(0), h(s, 1) = c1(0) ∀s ∈ I

5.2 ホモトピー同値

定義 54. ホモトピー同値
つまり、X と Y が同じホモトピー型であれば、連続写像

f : X → Y

g : Y → X
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が存在して

f ◦ g ∼ idY

g ◦ f ∼ idX

が成り立つ。これをホモトピー同値といい、次で表す。

X ≃ Y

これも推移律、反射律をみたす。

これを詳しくみるために前節 3.8の準同型写像を復習しておく、

　 2つの位相空間X,Y と連続写像 f : X → Y があるとき、2つのホモロジー群Hq(X),Hq(Y )の間に準同

型写像

fa : Hq(X)→ Hq(Y )

が自然に定義できる。

X の q次元特異単体 σq : ∆q → X に対して、Y の q次元特異単体 σq : ∆q → Y が次の合成写像によって定

義された。

fq (σ
q) = f ◦ σq

この時、

f∗ = {fq|q ∈ Z}

を連続写像 f の誘導するホモロジー群の準同型写像という。

　特異ホモロジー群は空間X の位相タイプできまり、次のホモトピータイプで決まる。

2つの空間X,Y がホモトピー同値であるとは連続写像 f : X → Y と g : Y → X があり合成写像

X ∈ x 7→ g (f(x)) ∈ X

Y ∈ y 7→ g (f(y)) ∈ Y

が連続的に変形し

X ∈ x 7→ x ∈ X

Y ∈ y 7→ y ∈ Y

となることである。この時の写像は

g (f(x)) = x, g (f(y)) = y

のようにはじめから恒等写像になっている。

従ってホモトピー同値は同相であることよりさらに広い概念である。

図 5.5: [69]ホモトピー同値な図形
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ホモロジーの考えは、例えば 1点 P からなる位相空間のホモロジー空間を

Hq(P,Z) =

Z (q = 0)

0 (q ̸= 0)

と書ける。この時 n次元のユークリッド空間 Rnは 1点 P とホモトピー同値であるので、何次元であろうと

もホモロジーから見れば区別がつかない。

Hq(Rn,Z) =

Z (q = 0)

0 (q ̸= 0)

ホモロジー群の間の準同型写像が一致することから次の定理が成り立つ。

定理 14. 誘導準同型写像のホモトピー不変
X,Y を多面体、f : X → Y ,g : X − Y を連続写像とする。この時 f ≃ gならば

f∗ = g∗ : Hi(X)→ Hi(Y )

が成り立つ。

Proof. X = |K|, Y = |L|となるように単体的複体K,Lをとる。また、

F : X × I → Y, F (x, 0) = f(x), F (x, 1) = g(x)

を f から gへのホモトピーとする。X × I を単体分割して下図のようなK の柱体K × I を作る。
F は |K × I|から |L|への連続写像とみなせる。そこで、K × I を細分化していって式 2.11の F の単体近似

から

Φ : D(d)(K × I)→ L

を考える。ただし、Φに次の制限写像を f, gの単体近似になるように準備する。

Φ0 : D(d)(K)× {0}

Φ1 : D(d)(K)× {1}

証明は準同型写像を用いて

Φ0∗ = Φ1∗ : Hi(K)→ Hi(L)

を示せばよい。

そこで Φ0∗,Φ1∗ をつなぐ鎖ホモトピーを次のように定義する。

Ξn : Cn

(
D(d)(K)

)
→ Cn+1(L)

を Cn
(
D(d)(K)

)
の向き付き n次元単体 σn に Φ♯

(
D(d) (σn × I)

)
を対応させるものとして定義する。

∂∗, ∂
′

∗をD(d)(K), Lの境界準同型写像とすると
∑
Aを σnの境界に含まれる。向き付き n− 1次元単体の総

和として

(Ξn−1 ◦ ∂n) (σn) = Ξn

(∑
A
)

=
∑

rn−1∈∂σn

Φ♯

(
D(d)

(
τn−1 × I

))
となる。
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一方で、Φ♯ の鎖準同型をつかうと(
∂

′

n+1 ◦ Ξn
)
(σn) = ∂

′

n+1

(
Φ♯

(
D(d) (σn × I)

))
= Φ♯

(
∂n+1

(
D(d) (σn × I)

))
となる。

ここで D(d) (σn × I)の境界はどうなるか考えると下図から底面は向きを考えて σn × {0}と −σn × {1}と
なる。

側面は −∂σn × I となる。
よって、

Φ♯

(
∂n+1

(
D(d)

(
rn−1 × I

)))
= −

∑
rn−1∈∂σn

Φ♯

(
D(d)

(
τn−1 × I

))
+Φ♯

(
D(d) (σn × {0})

)
− Φ♯

(
D(d) (σn × {1})

)
従って、側面の部分が打ち消し合い(

Ξn−1 ◦ ∂n + ∂
′

n+1 ◦ Ξn
)
(σn) = Φ♯ (σ

n × {0})− Φ♯ (σ
n × {1})

= (Φ0 − Φ1) (σ
n)

となったので Ξ∗ は Φ0∗ と Φ1∗ をつなぐ、鎖ホモトピーである。

図 5.6: [108]より：∂
′

3 ◦ Φ# と Φ♯ ◦ ∂2
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5.3 計算準備

ホモトピーの変形を数学的に表す準備をここでする。

5.3.1 インターバル

例えば

　 In(n ≥ 1)を単位 n次元立方体 I × · · · × I とする。すなわち

In = {(s1, s2, · · · , sn)|0 ≤ si ≤ 1(1 ≤ i ≤ n)}

また、その境界を ∂In として幾何的境界とする

∂In = {(s1, · · · , sn)| ∈ In|si = 0, 1}

基本群では式 4.3で定義したように、この基本インターバルの境界が基点 x0 に射影された。

I = [0, 1]; ∂I 7→ x0

つまり、ループ化される。これは次の図のように 2次元においても境界を 1点に同一視してしまうことで、
円板D2 から球面 S2

をつくることに次元を上げることができる。

図 5.7: [12]より：3次元内の円板D2 の境界を同一視し、1点にすると球面 S2 ができる。

図でみるようにD2 の境界は ∂D2 = S1 なので、結局

S1 → {0}

のように円周 S1 が 1点に可縮であることを利用している。さらに高次元の場合でも次のように考える。

定義 55. ホモトピー類
α, β, : In 7→ X を x0 ∈ X における nループとする。αが β にホモトピックであれば

F (s1, · · · , sn, 0) = α(s1, · · · , sn)

F (s1, · · · , sn, 1) = β(s1, · · · , sn)

が成り立つ。さらにホモトピーであれば

(s1, · · · , sn) ∈ ∂In, t ∈ I
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に対して

F (s1, · · · , sn, t) = x0

が成り立つ。この時、

α ∼ β

と書く。αが属する同値類をホモトピー類という。

5.3.2 群演算

2つの nループがあるときの積を次のように定義する

定義 56 (nループ積). 。

α ∗ β (s1, · · · , s2) =

α(2s1, s2, · · · , sn) (0 ≤ s1 ≤ 1
2 )

β(2s1 − 1, s2, · · · sn) ( 12 ≤ s1 ≤ 1)

s1 以外のループを一まとめにして表す。同様に逆元を

α−1(s1, s2 · · · , sn) ≡ α(1− s1, s2, · · · sn)

と定義すれば

α−1 ∗ α(s1, · · · , sn) ∼ α ∗ α−1(s1, · · · , sn) ∼ cx0(s1, · · · , sn)

となる。ただし、cx0
は x0 ∈ X の定数ループ

cx0 → x0

を表す。この様子は次の図ように s1 以外のループを一まとめにして表す。

図 5.8: [12]より：α ∗ β

図のように α, β の第一ループにおいて

α1 + β1 = 0

とすると

2s1 + 2s1 − 1 = 0
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s1 =
1

4

2つのループを今、かけているので、
x0 →

1

2

で 2つのループが張られる。よって積 α ∗ β は上図 (a)のようになっている。
これは高次に拡張することができる。

ホモトピー類の x0 ∈ X における任意のループ α, β は常に可換になる。

[α] ∗ [β] = [β] ∗ [α]

これは次の図のように位相空間の中でホモトピックに入れ替えができることから明らかである。

図 5.9: [108]より：ホモトピックで入れ替えることができる。

この時の点 x0 は上図の灰色の部分全部に対応する。

これから 2次元ホモトピー群の積は交換可能になることがわかる。
前節の弧状連結で見たよう π1(X,x0), π1 (X,x1)の同型は

πn(X,x0) ≃ πn (X,x1)

に拡張できる。

ただし、後節で考えるように無限次元の場合は注意がいる。

さらに

α ∗ β ∗ γ ∗ · · ·

と積を増やしていくことができる。

これは次の図のようにインターバル区間がどんどん細分化される。積が有限であれば、直線的に伸びてい

くが、

もし、積を無限につくると、図右のようなループとみなすことができる。
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図 5.10: 大局的なループ

X,Y が弧状連結であれば定理 13次のようにループの積は直和になる。

πn(X × Y ) ≃ πn(X)⊕ πn(Y )

が成り立つ。

5.3.3 例 1　正方形

次の図のように、1辺が 1の正方形の周で、縦の動きをパラメタ t、横の動きをパラメタ sで表す。

図 5.11: [12]より幾何的な連続変形と、代数的な変形

次のような写像を考える。

α, β : I → X

が x0 におけるループとする。

例えばこの正方形の上の辺を t = 0として α、下を t = 1として β とすると

F (s, 0) = α(s), F (s, 1) = β(s)∀s ∈ I

と表すことができ、次のように同一視する点 x0 をとる。
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F (0, t) = F (1, t) = x0 ∀t ∈ I

ここ、長さや向きを定義していないので、パラメタ tを変化させれば、上図の右のように図が変化する。

また、パラメタ sを小さくすれば 1点に縮む。これは

F : I × I → X

を満たせば、F が αと β 間のホモトピーになることを表す。これを

α ∼ β

で表す。また、これから次の推移律が成り立つ。

α ∼ β, β ∼ γとする。F (s, t)が α, β間のホモトピーとし、G(s, t)は β, γ間のモホとピーとすると α, γ間の

ホモトピーH(s, t)は

H(s, t) =

α(s, 2t) 0 ≤ t ≤ 1
2

β(s, 2t− 1) 1
2 ≤ t ≤ 1

で表すｌことができる。

以下で具体的に見てみる。

5.3.4 例 2　円周

　例えば円周 S1 = {z ∈ C|zz̄ = 1}から複素平面 Cへの写像を結ぶ関数を探すと、

ft(z) = F (t, z) = (1− t)z + tz2

を考えると、F は f0(z) = zと f1(z) = z2 で始まる写像

f0, f1 : S1 → C

の間のホモトピーになる。しかし、f0, f1 の値域を C \ {0}を考えると、

F (1/2,−1) = 0

となるので F は C \ {0}への写像ではない。従って F は

f0, f1 : S1 → C \ {0}

の間のホモトピーではない。次の図で見るように f1/2 は原点を通過する。

図 5.12: F (t_, θ_):=(1− t) exp(iθ) + t exp(2iθ)のグラフを t = 1/3から 1までを描画
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いくつかの例でイメージをつかんでおこう。

• 任意の空ではない位相空間 X を考える。n次元ユークリッド空間 Rn への連続写像のホモトピー集合

[X,Rn]は 1点集合になる。

これは任意の連続写像 f : X → Rn は

F (t, x) = tf(x)

とすれば原点 0への定値写像 c0 : X → Rn とホモトピックである。

• 離散位相を持つ空でない集合をK とする。X が弧状連結であることは [K,X]が 1点だけからなる集合
であることと同値である。

5.3.5 微分形式

例えば c0, c1 がホモトープであれば次が成り立つ。∫
c0

ω =

∫
c1

ω (5.4)

一般に Rnにおいて始点と終点が一致する曲線はホモトピックである。つまり途中に穴がなければ通常の平面

上の曲線はホモトピーである。

これは次のように示すこともできる。1次微分形式

ω = df (5.5)

において式 2.18より

∫
ci

ω =

∫
ci

df

=

∫ 1

0

c∗i df

=

∫ 1

0

d

dt
(f ◦ ci)dt

= f ◦ ci
∣∣1
0 = f(q)− f(p)

これは Rn 上に単連結な開集合 U があれば U 上の 1次閉形式は全て完全形式である。
この時 ωは閉形式であり

ci : [0, 1]→ U = Rn, i = 0, 1

とおいて

h(s, t) = (1− s)co(t) + sc1(t) (5.6)

とおけば c0, c1 はホモトピーであり式 5.4が成り立つ。
この式について、c0, c1 に具体的な関数 cos, sinを用意して見る。

h(s, t) = (1− s) cos[πt] + s sin[πt] (5.7)

としよう。この hを高さ軸にして、横軸に s, tを選べば次のような 3次元グラフが描ける。
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図 5.13: h(s, t) = (1− s) cos[πt] + s sin[πt]のグラフ

このグラフでは t=1,s=1での断面と共に t=0,s=0からの連続的な変化が得られる。端点は共に曲面上にあ
るので共通していることがわかる。さらに次のように一方のパラメタを iとして固定し、もう一つのパラメタ

を変化させ、関数の変化を足しあげる関数を定義しよう。

Hs(i) =

∫ 1

0

h(s, i)ds =
1

2
(cos iπ + sin iπ)

Ht(i) =

∫ 1

0

h(i, t)dt =
2i

π
(5.8)

これは次のようなグラフになる。

図 5.14: Hs(曲線)、Ht（直線)のグラフ、必ず交点が [0,1]の中にある

さらにHs,Htについて iについて積分すると

∫ 1

0

Hs(i)di =
1

π∫ 1

0

Ht(i)di =
1

π

であり、式 5.8は積分を通してみれば同じものであることがわかる。
　基本群によって位相空間 X がループのホモトピー類をつくることを見たが、X には球面も、トーラスも

様々な多様体がとれる。

高次の球面 Sn, (x ≥ 2)のホモトピー類からなる集合は基本群と同様に群をつくる。

X は位相空間とする。次元を単純に拡大できるものとして次の例がある。

• n次元立方体

　 n次元立方体は In = [0, 1]n で定義される。[{p}, X]と [In, X]の間に自然な全単射な写像である。

• n次元球面
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非負整数 nに対し、Sn =
{
x ∈ Rn+1| ||x|| = 1

}
を n次元球面で表す。

n次元球面から位相空間X への写像は定値写像とホモトピックである。

これは n次元球面 Sn が n+ 1次元円板Dn+1 =
{
x ∈ Rn+1| ||x|| ≤ 1

}
の境界と考えると

Sn = ∂Dn+1

が成り立つ。

5.4 変形計算

5.4.1 垂直.水平合成 [36]

　写像 F とホモトープな c1, c2 の関係を次のような図式で表す。式 5.3を満たす

F (s, t) = c(t)

を図式

c1−→
⇓ F
−→c2

とする。この表現は次のように拡張できる。

垂直合成

例えば Gが c2 から c3 へのホモトピーで

G(s, t) = F (1− s, t)

があり、さらに c1 から c2 へのホモトピーH(s, t)が

H(s, t)

F (2s, t)
(
0 ≤ s ≤ 1

2

)
G(2s− 1, t)

(
1
2 ≤ s ≤ 1

)
存在する。この場合の表現が

⇓ H

c1−→
⇓ F
−→c2
⇓ G
−→c3

となる。これは

c1 ∼ c2 ∼ c3

というホモトピーの関係を垂直に合成している。

このように図に表すとホモトピーの合成の様子がわかりやすい。これを図式表現という。

これらは前節 4.2の道の積を表現していることにもなる。
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5.4.2 演算

定義 57. ホモトピーの積
従ってホモトピー類の積を道の積 4.5の α ∗ β を利用して次のように定義する。

[α] · [β] := [α · β]

と定義すれば次のように水平合成として図式表現できる。

図 5.15: [36]より：水平合成

ホモトピー類の逆 前節で道の逆を、逆行列としてではなく式 4.4のように定義した。ホモトピー類の逆も次
のように定義できる。

定義 58. ホモトピー類の逆
[α]−1 := [α−1]

例えば α(0) = x0, α(1) = x1 と決れば

α · α−1 ∼ ex0

α−1 · α ∼ ex1

が成り立つ。

そこで道 αを行って戻ってくるというループを考えて、上の式を図にしてみると次のようになる。

s, t共にインターバル区間を持ち、上辺に経路 α · α−1 が描かれ、下辺が定点ループの ex0
になっている。

図 5.16: [36]より：単位元に戻るホモトピー

この図を式にすると、α · α−1 から ex0
へのホモトピーを表す写像は

F (s, t)


α(2t)

(
0 ≤ t ≤ 1

2 (1− s)
)

α(1− s)
(
1
2 (1− s) ≤ t ≤

1
2 (1 + s)

)
α(2− 2t)

(
1
2 (1 + s) ≤ t ≤ 1

)
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となる。

さらに次の変形を考えてみよう。

ex0
· α ∼ α

α · ex0
∼ α

この時の図は下のようになる。

図 5.17: [36]より：単位元のかかるホモトピー

この図から次の関係式が作られる。

F (s, t)

α(0)
(
0 ≤ t ≤ 1

2 (1− s)
)

α
(

2
1+s

(
t− 1

2 (1− s)
)) (

1
2 (1 + s) ≤ t ≤ 1

)
道の積の場合に式 4.6で見たように、結合律が成り立たないことをみたが、
ホモトピーの場合は等しくなる必要はないのでホモトピックになる。

これを見るために次のような 3つの積を考える。

(α · β) · γ ∼ α · (β · γ)

この関係は次の図のようになる。道のところで見たように時間配分が上の辺と下の辺で異なっていることが

わかる。

図 5.18: [36]より：3つの積のホモトピー
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これを式で表すのには、まず、道の場合の式 4.7,4.8を参考にして

((α · β) · γ) (t) =


α(4t)

(
0 ≤ t ≤ 1

4

)
β(4t− 1)

(
1
4 ≤ t ≤

1
2

)
γ(2t− 1)

(
1
2 ≤ t ≤ 1

)

(α · (β · γ)) (t) =


α( 4t

1+s )
(
0 ≤ t ≤ 1

2

)
β(4t− 2)

(
1
2 ≤ t ≤

3
4

)
γ(4t− 3)

(
3
4 ≤ t ≤ 1

)
と表すことができるので (α · β) · γ から α · (β · γ)へのホモトピーが

F (s, t) =


α( 4t

1+s )
(
0 ≤ t ≤ 1

4 (1 + s)
)

β(4t− 1− s)
(
1
4 (1 + s) ≤ t ≤ 1

4 (2 + s)
)

γ( 4t−2−s
2−s )

(
1
4 (2 + s) ≤ t ≤ 1

)
と表すことができる。つまり、道とはことなり、結合律はホモトピーで成立する。

5.5 図式表現　

5.5.1 可換図式

　アーベル群と同様に鎖複体の間にも準同型の列がある。この列を表すのに便利なのが図式表現である。

定義 59. 鎖準同型写像
2つの鎖複体

G∗ := {Gn, ∂i}ni=0, G
′

∗ := {G
′

n, ∂
′

i}ni=0

があり、準同型写像の列

ϕi : Gi → G
′

i (i = 0, 1, 2, · · · , n)

を考える。全ての i ≤ i ≤ nについて、次の関係が成り立つ時、

ϕi−1 ◦ ∂i = ∂
′

i ◦ ϕi : Gi → G
′

i−1

ϕ∗ := {ϕi}ni=0 を G∗ から G
′

∗ への鎖準同型写像といい、次のような図式が成り立つ。

図 5.19: [108]より：鎖準同型写像の図式表現

図の中の和の矢印はその周りの長方形に現れる 2通りの準同型写像の合成が一致することを表す。
このように 2通りの合成が一致することを示した式を可換図式という。
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6 ホモロジー群

　前節のホモトピー類により、距離の定義のない、連続的な変形によって、図形や群を分類していく方法を

見た。

これらはをある規則で演算すると位相的に不変になるものがあることをが見つかる。これが極めて物理にお

いて重要な視野を拡大することにつながっていることが発見されてきた。こお不変になるものを簡単な整数 Z
を用いて分類するのが、ホモロジー群である。

6.1 定義 [36]

既に前章で位相不変をつくるためにホモロジーを定義したがここでまとめておく。

　第 1章で輪体 Zp(K)と境界輪体 Bp(K)との関係として

Zp(K) ⊃ Bp(K)

の関係が成りたち、輪体と、境界輪体は境界演算子の核と像になるものとして次のように定義した。

Zp(K) = ker ∂p

Bp(K) = Im∂p+1 (6.1)

そこで q次元サイクルを輪体としてここでは次のように表す。

Zq(C∗) = {z ∈ Cq|∂q(z) = 0}

簡単には変形して閉じた輪となるものである。

同様に q+1次元鎖体 c ∈ Cq+1 の境界として得られる

b = ∂q+1(c)

を q次元境界サイクルといいその全体を

Bq(C∗) = {c ∈ Cq+1|∂q1(c) ∈ Cq}

で表す。b ∈ Bq(C∗), b = ∂q+1(c)ならば

∂q(b) = ∂q(∂q+1(c)) = 0

だから bは Zq(C∗)に属する。よって

Cp ⊃ Zq(C∗) ⊃ Bq(C∗)

であり、Zq(C∗) は Cp の部分加群であり、Bq(C∗)は Zq(C∗)の部分加群になっている。

従って q次元ホモロジー群Hq(C∗)は商群として

Hq(C∗) ≡
Zq(C∗)

Bq(C∗)
=

ker ∂q
Im∂q+1

(6.2)

とかける。慣れないと理解しにくい表現かもしれなが輪に変形できる多次元の面の境界面を同一視したもの

ということになる。

また、2つの q次元サイクル z1, z2があるとき、この差 z1 − z2がある q + 1次元鎖体の境界になっていると

き z1 と z2 はホモロガスといい

[z1] = [z2]
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といった。つまり、

[z1] = [z2]⇔ z1 − z2 = ∂p(c ∈ Cq+1)

第 2章の単体のところでみたように複体 C∗ は位相多様体X の単体分割の方法で多様なものがつくれる。

同時に Zq(C∗)や Bq(C∗)も変化する。

しかし重要なのはいかなる分割方法をとってみても、いかに Zq(C∗)やBq(C∗)が変化しようとも、次の商群

は不変である。

Hq(C∗) =
Zq(C∗)

Bq(C∗)

これがホモロジー群を用いる利点である。そこで Hq(C∗)が単体分割によって定まる C∗ に依存しないので

Zを整数として
Hq(X,Z)

と書いても問題がない。

6.2 意味

ホモロジーが単に商群として定義されるのではなく、その意味について考えてみる。

はじめに、ホモロジー群を次の鎖加群の準同型写像の系列から考えてみよう。

· · · → Cn+1(K) ∂n+1−−−−→
Cn(K) ∂n−−→ Cn−1(K)→

これは

∂n ◦ ∂n+1(c) = 0, (c ∈ Cn+1(K)) (6.3)

を満たすので、自動的に

Im∂n+1 ⊂ ker ∂n

をみたす。よって Zn(K) ⊃ Bn(K)であるわけだ。

このとき、

Zp(K)=Bp(K)

なのか、どうかという判定を商加群

Hn(K) =
Zn(K)

Bn(K)

が {0}か否かにかかる。式の商のイメージよりも実際には差であることに留意がいる。
つまり次の図でみるように Im∂n+1であるBn(K)より ker ∂nである Zn(K)がどれだけ大きいかという差が

ホモロジー群であるとみなせる。

図 6.1: [36]より：鎖複体の図式によるホモロジーの関係
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境界作用素 ∂n+1が次の境界作用素 ∂nの核の中に入っていて、この核 ker ∂nから像 Im∂n+1を引いた部分が

Hn(K)であり、

これから差である。Hn(K)が {0}となれば完全系列になるのがわかる。
これは次の図のように輪体で考えると式 6.3は

z′ − z = ∂n+1c, (c ∈ Cn+1(K)) (6.4)

となることで図の 2つの境界は同じ向きのループであり、

∂n+1c = z′ + (−z)

となる鎖が間にあることを示している。このとき zと z′ はホモローグで

z ∼ z
′

とできる。

図 6.2: [36]より：∂n+1c = z′ + (−z)

この時 zの向きが反対の時は z′ を反対にだどることと同じなので {0}になる。
前節で次の円板 σと円周 αの違いを見た。

図 6.3: ∂σ = αの関係を表す、∂α = 0である。

境界演算子を ∂ で表す。次のように 2次元図形 σの境界は 1次元図形になる。

∂σ = α

しかし、1次元の曲線には境界がない。
∂α = 0

つまり、境界の境界が逆向きを z−1 で表した時、

z ∼ z−1

に対応することになる。
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6.3 基礎計算

はじめに以下で基礎的な計算例を見ておく。

鎖複体 F∗ := {Fi, ∂i}2i=0 を次のように表す。

F2 := ⟨⟨x|−⟩⟩ , F1 := ⟨⟨y1, y2|−⟩⟩ , F0 := ⟨⟨z|−⟩⟩

また、関係 ∂1 と ∂2 は

∂1 : Q = (4, 2)

∂2 : P =

(
4

−8

)
で定まる写像とすると、完全系列は

{0} →0→ Z→P→ Z⊕ Z→Q→ Z→0→ {0}

となる。これは ∂2(x) = 4y1 − 8y2 であり、∂1(y1) = 4z

∂1(y2) = 2z

も満たすことになる。よって QP = 0は

∂1 (∂2(x)) = ∂1 (4y1 − 8y2) = 4× (4z)− 8× (2z) = 0 (6.5)

となる。このホモロジーは次のように求める。

・H0 の場合

Z0(F∗) = ker (∂0) = F0 ≃ Z

また式 6.5があるので

B0(F∗) = Im(∂1) = {∂1 (a1y1 + a2y2) |a1, a2 ∈ Z}

= {(4a1 + 2a2)z = 0|a1, a2 ∈ Z}

= {2az|a ∈ Z} ≃ 2Z ⊂ Z

となるので

H0 (F∗) ≃
Z
2Z

である。

・H1 の場合

この時、まず輪体群は

Z1 (F∗) = ker (∂1)

= {a1y1 + a2y2|∂1 (a1y1 + ay2) = 0}

= {a1y1 + a2y2|(4a1 + 2a2)z = 0}

= {a1y1 + a2y2|(2a1 + a2) = 0}

= {a1(y1 − 2y2)|a1 ∈ Z}
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また、境界輪体群は ∂2(x) = 4y1 − 8y2 だったから

B1 (F∗) = Im (∂2)

= {∂2(bx)|b ∈ Z}

= {b(4y1 − 8y2)|b ∈ Z}

= {4b(y1 − 2y2)|b ∈ Z}

となる。よって商群をとると (y1 − 2y2)が共通しているので消えて、

H1 (F∗) ≃
a1
4b
≃ Z

4Z

となる。最後に

H2 の場合

この場合は ∂2(x) = 4y1 − 8y2 だったから

Z2 (F∗) = ker (∂2)

= {cx|∂2(cx) = 0}

= {cx| (4cy1 − 8cy2) = 0}

= {cx|4c = 0 ∩ −8c = 0}

= {0}

また、明らかに ∂3 は 0写像だから
B2(F∗) = Im(∂3) = {0}

となるので

H2 (F∗) ≃ {0}

となる。

6.4 基本群とホモロジー

ここで多面体の基本群を計算するために単体的複体の折線群を位相空間に対応させることを見る。

6.4.1 折線群 [12]　

f : |K| → X を位相空間 X の三角形分割とする。X 内に基本ループがあれば |K|にも同じループがとれる
はずである。

そこで 1単体の基本集合を考察する。

定義 60. 折線道
単体的複体K の折線道とは |K|の頂点の列 v0v1 · · · vk において
隣り合う対 vivi+1 が 0単体か、1単体になるものをいう。特に

v0 = vk = v

のときの折線道を vにおける閉折線と呼ぶ。

2つの折線 α, βが同値であるとは次の操作の有限回の合成で一方の閉折線から他方の閉折線が得られること

とする。
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1. 頂点 u, v, wがK内にある 2単体を張る時、下図のように折線道 uvwを uwで置き換える。またはこの逆。

2. u = wの時、折線道 uvwはまず uwに沿っていき、そこで逆に vから w = uに戻る。

この時は折線道 uvuを 0単体 uで置き換える。

図 6.4: [12]より：折線道 uvwを変形し、uwに置き換える。

この時、vにおける閉折線の同値類で vv1 · · · vk−1vが属するものを

{vv1 · · · vk−1v}

で表す。同値類全体の集合の積演算を次で定義する。

{vu1 · · ·uk−1v} ∗ {vv1 · · · vi−1v} ≡ {vu1 · · ·uk−1vv1 · · · vi−1v}

これは群になり、vにおけるK の折線群といい、次のように表現する。

E(K; v)

ここで重要なのは次の定理である。

E(K; v) ≃ π1 (|K|, v)

つまり、折線群は 1次元ホモトピー類とみなせる。
さらに LをK の部分複体として、次の条件を満たすとする。

• LはK の全ての頂点 (0− Simplec)を含む

• 多面体 |L|弧状連結かつ単連結である。

定義 61. 木 (tree)
弧状連結な単体的複体 K が与えられると、この条件を満たすような部分複体 L が必ず存在し、これを木

(tree)という。
木 TM が他のどんな木の部分集合にもなっていなければ、これを極大木という。

このような部分複体 |L|は単連結なので |L|の閉折線が E(K; v)に寄与しないので Lの単体は必要に応じて無

視することが多い。

さらに、この頂点に対応関係をつける。v0, v1, · · · , vn をK の頂点とする。

⟨vivj⟩がK の 1単体とすると順序つけられた頂点 vi, vj の各対に対してある構造 gij を対応させる。

この gij の全てから生成される群を G(K;L)で表し、次の条件を満たすとする。

• Lの単体は無視してよいので ⟨vivj⟩ ∈ Lの時 gij = 1とする。

• ⟨vivjvk⟩がK の 2単体ならば vivjvk を囲むループが全て自明になるから gijgjkgki = 1とする。
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これにより、生成元 {gij}との関係の集合が群 G(K;L)を完全に決定する。よって次の定理が成り立つ。

定理 15. 折線群
G(K;L)は E(K;L) ≃ π1(|K|, v)に同型である。つまり折線群は 1次元ホモトピー類とみなせる。

実際に計算する時には次の規則が有用である。

1. 最初に三角形分割 f : |K| → X を求める。

2. 弧状連結かつ単連結でK のすべての頂点を含むような部分複体 Lを求める。

3. 各 1単体 ⟨vivj⟩ ∈ K − Lで i < j であるようなものに生成元 gij を対応させる。

4. i < j < kであるような 2単体 ⟨vivjvk⟩があれば関係 gijgjk = gik を含める。これらの頂点の内 2つが 1
単体になっていれば対応する生成元を 1とする。

5. 上で定められた関係をもつ {gij}によって生成される群 G(K;L)は求める πi(X)に同型である。

例えば E(K; v)も G(K;L)も K の 0, 1, 2単体のみから決まる。この K の 0, 1, 2単体のみから決まる集合は

K(2) と表す。

これをK の 2-切片という。

定理 16. この時、次の 2切片定理が成り立つ。

π1 (|K|) ≃ π1
(
|K(2)|

)
が成り立つ。これは次のように有用である。

3単体を球体D3 の多面体 |K|とする。この境界は球面 S2 の多面体である。

D3 は可縮だから

π1 (|K|) = {e}

となることがわかれば、先の 2切片定理より

π1
(
S2
)
≃ π1 (|K|) = {e}

とできる。これを一般化すると n ≥ 2に対して (n+1)単体 σn+1 とその境界は同じ 2切片をもつ。
σn+1 は可縮で、その境界は球面になる

∂(σn+1) = S2

よって

π1 (S
n) ≃ {e}, (n ≥ 2)

という公式が示された。

6.4.2 多角形

これを次のように使う。次のような S1 の単体的複体を考える。一般的な S1 のホモロジーは後に計算する。
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図 6.5: 赤線部分が極大木になる。

ここでは {gij}によって生成される群 G(K;L)が πi(X)に同型になることを用いれば、まず

K ≡ {v1, v2, v3, ⟨v1v2⟩, ⟨v1v3⟩,⟨v2v3⟩}

として、v1 を基点に極大木を探すと、上図の赤線のように線分を 1つはずした。

L = {v1, v2, v3, ⟨v1v2⟩, ⟨v1v3⟩}

を選べばよい。この時の生成元は

g23 = g21g13

となるので結局 g23 の 1つしかない。一方でK には 2単位しかないので次が成り立つ。

π1
(
S1
)
≃ G(K;L) = (g23; ∅) ≃ Z

となる。

次にこの多角形の中身をつめた 2次元板にし、これをD2とする。この三角形分割を |K|とするとこのK 自

身が Lになるので

K − L ≃ {∅}

となる。これからすぐに

π1 (|K|) = {e}

となる。

6.4.3 ブーケ

次に図のような n個の円周を 1点で接着した図形を nブーケという。下図は 3-ブーケの三角形分割を表す。

80



図 6.6: [12]より：3-ブーケ；太線が極大木になる。

vを基点にすると極大木は図の太線部分なので

{vv1, vv2, vv3, vv4, vv5, vv6}

なので生成元を求めると

{g12, g34, g56}

しかないことが図からわかる。よってこれらの関係が {∅}だから

π1(3bouquet) = G(K;L) = (x, y, z; ∅}

である。これは自由群でも可換ではない。これは vを基点としたループを上図のように α, β とすると

α ∗ β ∗ α−1 ≁ β

となるので

[α] · [β] ̸= [β] · [α]

となることから図形的にも確認できる。

一般に nブーケには n個の生成群

{g12, · · · , g2n−12n}

を持ち、基本群は関係が空の n個の生成群をもつ自由群と同型になる。

6.4.4 トーラス

この方法でトーラス T 2 も計算してみよう。T 2 の三角形分割が次の図のようになる。
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図 6.7: [12]より：トーラスの三角形分割

この場合の極大木は斜線部分の部分複体でこれを Lとする。

生成元を書き出すために x = g02, y = g04 とする。立体的につなげると次の関係がある。

1) g02g27 = g07 → xg27 = x

2) g03g37 = g07 → g37 = y

3) g37g78 = g38 → g38 = y

4) g34g48 = g38 → g48 = y

5) g24g48 = g28 → g24x = g28

6) g02g24 = g04 → xg24 = y

7) g04g46 = g06 → g06 = y

8) g01g16 = g06 → g01y = y

9) g16g68 = g18 → yg68 = y

10) g12g28 = g18 → g12y = y

となる。6)から

g24 = x−1y

となるので 5)に代入すると

x−1yx = g28 = y

となるので結局

xy = yx

または

xyx−1y−1 = 1

という関係があることがわかる。これは G(K;L)は 2つの可換な生成元からなることを示す。よって

G(K;L) = (x, y;xyx−1y−1) ≃ Z⊕ Z
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これは前節のトーラス基本群 4.12に一致する。
さらに穴の数を gとして R2のある部分集合の境界を貼り付けてつくる Σg の多様体には基本群として 2g個

のループがあった。

例えば T 2 の場合は g = 1なので次の図のように基点を vとした 2つの α, β のループがある。

図 6.8: [12]より：トーラス上の独立した 2つのループ α, β

先の場合ではループ αをとれば

g12 = g01 = 1

とつぶせて、x = g02 と同一視できる。同様にループ β をとれば

g03 = g34 = 1

とつぶせて、y = g04 と同一視できる。

一般には次のように定数ループ cv と同じになる。

g∏
i=1

(
αi · βi · α−1

i · β
−1
i

)
∼ cv

よってこれはホモロジーの関係にして次の 1つがあるだけになる。

g∏
i=1

(
xiyix

−1
i y−1

i

)
= 1

6.4.5 ホモロジーと基本群

ここまでの例をみても、1次ホモロジー群H1(K)と基本群 π1(|K|)には類似性がある。
少なくとも、円、円板、n次元球面、トーラスをみてきた限り、基本群と 1次元ホモロジー群は一致する。
しかし、例えば 2-ブーケのH1 ≃ Z⊕ Zとなるが、π1 = (x, y, ∅)となる。H1は自由加群だが、π1は自由群

である。

一般にH1(K)と π (|K|)との間には次の関係がある。
K を連結な単体的複体とする。この時、

H1(K) ≃ π1(|K|)/F

となる。ただし F は π (|K|)の交換子部分群である。
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交換子部分群 F とは群 G(xi; rm)があるとき、次の元から生成される群である。

xixjx
−1x−1

j

従って G/F は {xi}から生成される群で、関係の集合が {rm}と
{
xixjx

−1x−1
j

}
の 2つを持つ。

この時、次の定理が成り立つ。

π1(|K|) ≃ (xi; rm)→ H1(K) ≃
(
xi; rm, xixjx

−1x−1
j

)
例えば

π1(2bouquet)/F ≃
(
x, y;xyx−1

)
≃ Z⊕ Z

が得られ、これはH1(2bouquet)と同型である。

6.5 計算準備

ホモロジー類の計算方法はまさに多種多様である。その計算方法は今も尚、新しく生まれつつある。

ここでその有用な方法と基礎知識をまとめておこう。

6.5.1 マイヤービートリス完全系列

これまでに見たように、さらに複雑になるとホモロジー群の実計算は遠慮したくなる。

しかし、特異ホモロジー群にはと呼ばれるもがあり、この時の計算簡単になる。

定義 62. 完全系列
Vi(i ∈ Z) を加群とし、その準同型写像からなる次の系列がある時、前節の式 2.12の境界作用素のように

· · ·Vi+1 fi+1−−−→
Vi fi−→

Vi−1 · · · (6.6)

次が成り立てば完全系列であるという。

{fi+1(x)|x ∈ Vi+1} = {y ∈ Vi|fi(y) = 0}

　 Imfi+1 = ker fi (6.7)

が成り立てばよい。

この左辺が fi+1 の像で右辺は fi の核である。ホモロジーが式 6.1から

Hq(X,Z) =
Zq(X)

Bq(X)
=

ker ∂q
Im∂q+1

であるので完全系列であればホモロジーが計算できる。

その１つがマイヤービートリス完全系列である。

単体的複体K が

K = K1 ∪K2

で表されているとする。つまり、K1 ∩K2 がK1 およびK2 の部分複体で、K1,K2 はともにK = K1 ∪K2

の部分複体である。

これを可換図式で表すと次のようになる。
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図 6.9: [108]より：マイヤービートリス完全系列

マイヤー・ビートリス完全系列

ホモロジー群Hn(K1 ∪K2),Hn(K1),Hn(K2),Hn(K1 ∩K2)の間に次の完全系列が存在する。

· · ·−−−→Hn+1 (K1 ∪K2)

δn+1−−−→
H (K1 ∩K2) (i1∗, i2∗)−−−−−−−−−→

Hn (K1)⊕Hn (K1) j1∗ − j2∗−−−−−−−−→
Hn (K1 ∪K2)

δn−−→Hn−1 (K1 ∩K2) (i1∗, i2∗)−−−−−−−→
Hn−1 (K1)⊕Hn−1 (K1) j1∗ − j2∗−−−−−−−→

Hn−1 (K1 ∪K2)

· · ·

ただし、包含写像を次のようにおいた。

i1 : K1 ∩K2 ↪→ K1

i2 : K1 ∩K2 ↪→ K2

j1 : K1 ↪→ K1 ∪K2

j2 : K2 ↪→ K1 ∪K2

証明は文献 [108]にある。
例えば位相空間X が和集合

X = U ∪ V

で与えているとすると、この系列は次のようになる。和と共有部分の置き換えに注意する。

· · · → Hq+1(U ∩ V )→ Hq+1(U)⊕Hq+1(V )→ Hq+1 (U ∪ V )

→ Hq(U ∩ V )→ Hq(U)⊕Hq(V )→ Hq (U ∪ V )→ · · ·

→ H1(U ∩ V )→ H1(U)⊕H0(V )→ H1 (U ∪ V )

→ H0(U ∩ V )→ H0(U)⊕H0(V )→ H0 (U ∪ V )

→ 0

何か暗号のようにも見えるが第 2部であつかった立体写像をつかって球面を表現することを例に考えてみる。
n次元球面

Sn =
{
(x1, x2, · · · , xn+1) ∈ Rn+1|x21 + x22 + · · ·+ x2n+1 = 1

}
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のホモロジー群を考えよう。先に n = 1について求めたので帰納法を使えば n ≥ 2の場合について示せば

よい。

球面を次の 2つの領域、北半球、南半球に分割する。

U = {(x1, x2, · · · , xn+1) ∈ Sn|xn+1 ≥ 0}

V = {(x1, x2, · · · , xn+1) ∈ Sn|xn+1 ≤ 0}

この時、例えば円周と球面のように次の関係あることに注意する。

Sn = U ∪ V, Sn−1 = U ∩ V

さらに U, V は一点に可縮だから 1点とホモトピーであり

Hq(U) = Hq(V ) =

Z (q = 0)

0 (q ̸= 0)

Hq(U ∩ V ) = Hq(S
n−1) =

Z (q = 0, q = n− 1)

0 (q ̸= 0, q ̸= n− 1)

となるのでマイヤー・ヴィートリス完全系列から

Hq(U)⊕Hq(V )→ Hq (U ∪ V )→ Hq−1 (U ∩ V )→ Hq−1(U)⊕Hq(V )

の部分に注目すると q ≥ 2の時に

0→ Hq (S
n)→ Hq−1

(
Sn−1

)
→ 0

となるので、これから

Hq (S
n) = Hq−1

(
Sn−1

)
である。よって

Hq(S
n) =

Z (q = 0)

0 (q ̸= 0)

になる。つまり、n次元球は nに関係なく、同じホモロジー群である。

6.5.2 短完全系列 [36]

完全系列の中で最も短いものが短完全系列である。

　一般に商加群M/N が定義され、次の写像

p :M →M/N, a→ [a]

は全射であり、準同型写像になる。よって

ker p = N, Imp =M/N

が成り立つ。よって、包含写像を ιとすると

N ι−→M p
−→
M/N
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という写像の系列をつくる。

p ◦ ι(x) = 0 (x ∈ N)

が成り立ち、

Imι ⊂ ker p

となるが

Imι = ker p

となるので、一般に

定義 63. 短完全系列

M1
ϕ1→ M2

ϕ2→ M3

の時に ϕ1 が単射、ϕ2 が全射で

Imϕ1 = kerϕ2

であればこれを、短完全系列 (short exact_sequence)という。
この時は次の図のように単射 i : N ↪→M によってN はM の中にすっぽりおさまり、

全射 p :M →M/N によってN は完全に 0につぶれることを表す。また、N ⊂M に対して

N =M ⇔M/N = {0}

が必要十分条件であることを示している。

図 6.10: [108]より：縦横の射から商空間が 0につぶれる様子

6.5.3 普遍被覆空間

　ある空間のホモトピー群が構造がわかっている別のホモトピー群から求めることができれば便利になる。

特に位相空間とその普遍被覆空間の高次ホモトピーの関係をここでみておく。

定義 64 (被覆空間). ：X と X̃ を連結な位相空間とする。連続写像 p : X̃ → X が存在して次の性質を満た

せば、

対 (X̃, p)と書いて、X̃ をX の被覆空間という。

1)pは全射である。
2)各点 x ∈ X に対して、xを含む連結な開集合 U ⊂ X が存在し、p−1(U)は X̃ の中で開集合の非交和と

なり、

各開集合は写像 pにより U の上に同相写像される。

特に X̃ が単連結であれば (X̃, p)はX の普遍被覆空間と呼ぶ。
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6.5.4 ポアンカレ予想 [108]

　 1次元ホモトピー群は位相空間を調べる有用な道具になる。有名なポアンカレ予想にも利用された。
n次元球を次で定義する。

Sn :=

{
(x0, · · · , xn) ∈ Rn+1|

n∑
i=0

(xi)
2 = 1

}

この Sn は n+ 1次元ユークリッド空間の部分空間で後に見るように 1次元ホモとトピー群は

π1(S
n;x0) = {[ex0

]}

である。2次元以上の球面では 1次元ループは必ず可縮になる。
そこで、この逆を考える。つまり、コンパクトで弧状連結な境界のない多様体X のホモトピー群が

π1(X;x0) = {[ex0
]}

を満たせば、X は Sn に同相か。という問題である。

つまり、どんなループも連続的に 1点につぶせるのは球面上に限るのかという問題である。
これが言えることは、

予想 1. ポアンカレ予想
n次元 (n ≥ 2),コンパクト、弧状連結、かつ境界のない多様体X の 1次元ホモトピー群が自明であればX

は球面に同相である。

が成り立つことになる。n = 2で正しいことは証明され、n ≥ 5の場合を 1961年にスメールが示し、
n = 4の場合は 1982年にフリードマンが証明した。n = 3の倍は 2003年にペレルマンが示したが、検証は
まだ、途中である。

6.6 ホモロジーの計算

6.6.1 単体・錐

　はじめに錐のホモロジー群を計算してみる。全ての単体的複体は錐になったので、これで単体的複体も計

算できることになる。

定理 17. 錐のホモロジー
結論は、錐 x ∗K のホモロジー群は 0次元単体と等しく

Hi(x ∗K) =

Z (i = 0)

{0} (i > 0)

となる。

Proof. x ∗K の全ての頂点は xと弧状連結であるから (i = 0)の場合はすぐに

H0(x ∗K) = Z

である。

次の (i > 0)の場合の Hi(x ∗K) = {0}を示すために鎖複体 {Ci(x ∗K), ∂i}が Ci (x ∗K)で完全であれば

よい。

そこで、∂i ◦ ∂i+1 = 0であるから式 6.7から

Im (∂i+1) ⊃ ker (∂i) = Zi (x ∗K)
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となることを示せば良い。そこでK の向きづけられた (i− 1)次元単体を次のようにおく。⟨
σi−1

⟩
= ⟨v0, v1, · · · , vi−1⟩

錐の定義から

x ∗
⟨
σi−1

⟩
:= ⟨x, v0, v1, · · · , vi−1⟩ (6.8)

とおく。この境界は次のような差の列になる。

∂i
(
x ∗
⟨
σi−1

⟩)
= ⟨v0, v1, · · · , vi−1⟩

−
i−1∑
k=0

(−1)k ⟨x, v0, v1, · · · , vk−1, vk+1, · · · vi−1⟩

=
⟨
σi−1

⟩
− x ∗ ∂i−1

⟨
σi−1

⟩
(6.9)

ここで Zi(x ∗K)の元を ci とすると τi を i次元単体、σk は (i− 1)次元単体とすれば、輪体は

ci =

l∑
j=1

ai ⟨τi⟩+
m∑
k=1

bkx ∗ ⟨σk⟩ (6.10)

と書くことができた。よって式 6.8から輪体の境界は 0だから

∂ic
i =

l∑
j=1

ai∂i ⟨τi⟩+
m∑
k=1

bk ⟨σk⟩ −
m∑
k=1

bkx ∗ ∂i−1 ⟨σk⟩ = 0

となる。また、右辺の最後の和のみに xが現れているので x(· · · ) + (· · · ) = 0とわければ、任意の xで成り

立つためには

(· · · ) = 0になる。よって
l∑

j=1

ai∂i ⟨τi⟩+
m∑
k=1

bk ⟨σk⟩ = 0

となるが、この錐をとれば
l∑

j=1

aix ∗ ∂i ⟨τi⟩+
m∑
k=1

bkx ∗ ⟨σk⟩ = 0 (6.11)

となる。ここで次は (i+ 1)鎖体をつくるから

l∑
j=1

aix ∗ ∂i ⟨τi⟩ ∈ Ci+1 (x ∗K)

とすれば式 6.9から 6.11を用いると 6.10が得られる。

∂i+1

 l∑
j=1

aix ∗ ∂i ⟨τi⟩

 =

l∑
j=1

ai∂i ⟨τi⟩ −
l∑

j=1

aix ∗ ∂i ⟨τi⟩

=

l∑
j=1

ai∂i ⟨τi⟩+
m∑
k=1

bkx ∗ ⟨σk⟩

= ci

つまり

ci = Im (∂i+1)

がなりたつことになる。これは式 6.4の書き換えでもある。
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これからただちに次がいえる。

定理 18. 単体ホモロジー群

Hi(∆
n) =

Z (i = 0)

{0} (i > 0)

6.6.2 線分

ここから具体的にホモロジーの計算例を示す。

　はじめに線分としてK = {p0, p1, (p0, p1)}を考えよう。
線分には穴がない。この時のチェインとして

C0(K) = {ip0 + jp1|i, j ∈ Z} (6.12)

C1(K) = {k(p0p1)|k ∈ Z} (6.13)

さらに (p0p1)はK のどんな単体の境界になれないから

B1(K) = 0

よって分母に 0がだが、これは 1に読み替えたので、

H1(K) =
Z1(K)

B1(K)
= Z1(K) (6.14)

ところが式 6.13から z = m(p0p1) ∈ Z1(K)とすると B1(K) = 0なので

∂1z = m∂(p0p1) = m(p1 − p0) = 0

となる。p1 ̸= p0 だからm = 0になることがわかる。これから Z1(K) = 0ときまる。

これは分子が 0だから、式 6.14より
H1(K) = 0

である。

次にH0 を求める。Z0(K) = C0(K) = {ip0 + jp1}だったから

B0(K) = Im∂1 = {∂1i(p0p1)|i ∈ Z} = {i(p0 − p1)|i ∈ Z}

だから全射準同型写像 f : Z0(K)→ Zを

f(ip0 + jp1) = i+ j

とすれば

Kerf = f−1(0) = B0(K)

よって第 2部の準同型定理より
Z0/Kerf ≃ Imgf ≃ Z

従って

H0(K) =
Z0(K)

B0(K)
≃ Z

となる。H0 は連結であれば Zとなる。
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6.6.3 円周

次に円周 S1の三角形分割を見てみる。S1は正多角形 A1A2 · · ·Anの周と同相だったからこれを用いて単体
分割する。

正 n角形とすると

An+1 = Ai

だから第 1章でみたように、n本の辺 τi = ⟨AiAi+1⟩が 1次元単体、n個の頂点 ⟨Ai⟩は 0次元単体である。
よって

C1 = Zτ1 ⊕ Zτ2 ⊕ · · · ⊕ Zτn

C0 = Z ⟨A1⟩ ⊕ Z ⟨A2⟩ ⊕ · · · ⊕ Z ⟨An⟩

である。境界作用素は

∂1(τi) = ⟨Ai+1⟩ − ⟨Ai⟩

であり、

∂1 : C1 → C0

を満たす。また、明らかに

C2 = 0

だから B1(C∗) = 0,C−1 = 0だから

Z0(C∗) = C0

になる。

次に輪体 Z1(C∗)の元は n角形の周の定数倍

k(τ1 + · · ·+ τ2) (k ∈ Z)

しかないので

Z1(C∗) = Z(τ1 + · · ·+ τ2) ≃ Z

となる。よって

H1(S
1,Z) = Z1(C∗)/B1(C∗) ≃ Z/{∅} = Z (6.15)

となる。これからH1(S
1,Z)　は多角形の周、あるいは円周の整数倍の集合である。

次にH0 = Z0/B0 は B1(C∗)が ∂1(τi) = ⟨Ai+1⟩ − ⟨Ai⟩という形の元を全て含むので

H0 = Z0(C∗)/B0(C∗) = C0/B0(C∗)

は次のように同一視する

[A1] = [A2] = · · · = [An]

よって結局

H0(S
1,Z) = Z

となり、これは 1点 [Ai]の整数全体の集合になる。よってH1(S
1,Z) = Z,H0(S

1,Z) = Zという結果が得ら
れた。

これは輪が点に変形できることを表している。また、結果は nに無関係であり、分割の仕方に依存しない。

特に n = 1の場合は単体分割というより胞体分割という。

これを 3角形分割の方法でも求めておこう。
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K = {p0, p1, p2, {p0p1}, {p1p2}, {p2p0}}

とすると最大で 1-単体までである。従って ∂2 はない。

B1(K) = 0

であり、

H1(K) =
Z1(K)

B1(K)
= Z1(K)

そこで

z = i(p0p1) + j(p1p2) + k(p2p0) ∈ Z1(K), i, j, k ∈ Z

とおくと

∂1z = i(p1 − p0) + j(p2 − p1) + k(p0 − p2) (6.16)

= p0(k − i) + p1(i− j) + p2(j − k)

= 0

が成り立つ必要がある。これは

i = j = k

である必要があるので

Z1(K) = {i ((p0p1) + (p1p2) + (p2p0))} , i ∈ Z

となるので

H1(K) = Z1(K) ⋍ Z

と計算できる。

次にH0(K)は

Z0(K) = C0(K)

であり、0-単体には境界がないので式 6.16のように

B0(K) = {∂1 (l(p0p1) +m(p1p2) + n(p2p0))} , l,m, n ∈ Z

= {(n− l)p0 + (l −m)p1 + (m− n)p2} , l,m, n ∈ Z

となるから全射準同型写像 f : Z0(K)→ Zを

f(ip0 + jp1 + kp2) = i+ j + k

で定義すると

ker f = f−1(0) = B0(K)

となる。第 2部の準同型定理から
Z0/ ker f ≃ Imf ≃ Z

となるので

H0 = Z0/B0 = Z0/ ker f ≃ Z (6.17)

が得られた。つまり円周 S1 は整数 Zとホモロガスである。
円周には穴があるで 1点に可縮にならない。H1(K) ≃ Zとなっている。
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6.6.4 円板

次に中身をつめた円板D1 の三角形分割を見てみる。

K = {p0, p1, p2, {p0p1}, {p1p2}, {p2p0}, {p0p1p2}}

まず 2単体が存在するから

H2(K) = Z2(K)/B2(K)

(p0p1p2)が境界になる単位はこのK には存在しないので

B2(K) = 0

z = m (p0p1p2) ∈ Z2 とすると

∂2z = m (p0p1 − p0p2 + p1p2) = 0

よってm = 0となるので

H2(K) = Z2(K) = 0

次に

H1(K) = Z1(K)/B1(K)

だからまず、K には (p0p1p2)の境界は存在するので

B1(K) = {l(p0p1) +m(p1p2) + n(p2p0)}

とおけるが境界の境界がない条件から

∂1 (l(p0p1) +m(p1p2) + n(p2p0)) = (n− l)p0 + (l −m)p1 + (m− n)p2 = 0

とおけるので結局式 6.16のように
n = m = l

が成り立つので

B1(K) = {n ((p0p1) + (p1p2) + (p2p0))} , n ∈ Z

とみなせるから

B1(K) ≃ Z

次に Z1(K)につては円周と同じだから

Z1(K) ≃ Z

となるので次のように分母、分子ともに同じ場合は 1ではなくて

H1(K) = Z1(K)/B1(K) ≃ 0 (6.18)

となる。円周では 2次元上に穴が 1つあるが、
円板には穴がないので 1点に可縮でH1(K) ≃ 0となっている。
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6.6.5 トーラス

　次に 2次元トーラス T 2 について考えてみよう。

四角形 ABCDの辺 AB と辺DC、辺 BC と辺 AD、を貼り付けることでできたから

3角分割を用いて三角形 ABC と三角形 CDAに分割する。

厳密には前節で見たように図右のように 3頂点が重ならないようにすべきだが、
ここでは簡単にするため図左をつかう。これで計算はずいぶんら楽になる。

胞体ホモロジーの理論から結果的には変わりがないことが示されている。

図 6.11: トーラスの 3角形分割 [69]より

従って単体として 2次元 σ、1次元 τ、0次元 pとここではおいて

σ1 = ⟨ABC⟩ , σ2 = ⟨CDA⟩

τ1 = ⟨AB⟩ = ⟨DC⟩ , τ2 = ⟨BC⟩ = ⟨AD⟩ , τ3 = ⟨AC⟩

p = ⟨A⟩ = ⟨B⟩ = ⟨C⟩ = ⟨D⟩

とおく。よって

∂2 (σ1) = τ1 + τ2 − τ3, ∂2 (σ2) = −τ1 − τ2 + τ3 (6.19)

∂1(τ1) = ∂1 (τ2) = ∂1 (τ3) = p− p = 0 (6.20)

となる。こらから点と閉曲線には境界はないので

Z2(C∗) = Z(σ1 + σ2)

B2(C∗) = ∂2 (σ1) + ∂2 (σ2) = 0

となり、

Z1(C∗) = Zτ1 ⊕ Zτ2 ⊕ Zτ3

となるが B1(C∗)の計算には留意がいる。式 6.20を足しても 0になるが、

∂(σ) = 0

の構造ルールがあるので線の境界 B1(C∗)はH1(T
2,Z)においては辺について

[τ3] = [τ1] + [τ2]

が成り立っていることがわかる。よって次のように B1(C∗)は計算される。

B1(C∗) = Z(τ1 + τ2 − τ3) = Z{0} = Z
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次に 0単体は明らかに

Z0 (C∗) = Zp,B0(C∗) = 0

となる。よってまとめると

H2(T
2,Z) =

Z(σ1 + σ2)

{0}
= Z[σ1 + σ2] ≃ Z

H1(T
2,Z) =

Zτ1 ⊕ Zτ2 ⊕ Zτ3
Z{0}

= Zτ1 ⊕ Zτ2 ≃ Z2

H0(T
2,Z) =

Zp
{0}
≃ Z

である。

この時、、H2(T
2,Z)の生成元 [σ1 + σ2]はトーラスの表面全体であり、

H1(T
2,Z)の生成元 [τ1], [τ2]はトーラスを 1周する 2つの閉曲線群ある。（下図の a, bに相当する）

従って、トーラスは 2枚の平面を張ってできるのが穴が 1つあるのでH2(T
2,Z) = Zであり、

トーラス表面は直交した 2つのサークルでできるのでH1(T
2,Z) = Z2 この場合、

下図の c = a+ bがあり、これは可縮ではない式 6.15の円周と同相である。

図 6.12: 2次元トーラスの 3角形分割 [69]より

6.6.6 トーラス 2

　前節で三角分割の計算に依存しなくても直感的にホモロジーの計算ができることを見た。これは自由加

群の性質をつかうとわかりやすい。

つまりトーラスにおいてH2(T
2)は 1つの閉曲面自身で生成できる自由加群とみなせば

H2(T
2) ≃ Z

である。さらにH1(T
2)は 2-チェインの境界にはならない。よって a, bの 2つを生成群を持つ自由加群と考

えれば

H1(T
2) ≃ Z⊕ Z ≃ Z2

となり、T 2 が連結であれば

H0(T
2) ≃ Z

となる。これを下図のように種数 gのトーラスに応用する。
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図 6.13: [12]より：複数の連結ドーナッツ

これを Σg とすると Σg の閉曲面は境界を持たないし、3-チェインの境界にもならない。
よって

H2(Σg) ≃ Z

次にH1 はある領域の境界になっていないループを探す。

すると穴の数 gだけの 2つの生成元 ag, bg が図のようにあることがわかる。従って

H1(T
2) ≃

2g︷ ︸︸ ︷
Z⊕ · · · ⊕ Z ≃ Z2g

となる。また Σg は連結であるから

H0(Σg) ≃ Z

となる。

もちろん次の図のように平面につぶして分割しても同じ結果が得られる。

図 6.14: [12]より：種数 2の場合のループ

6.6.7 メビウスの帯

次の図はメビウスの帯の三角形分割である。この時明らかに

B2(K) = 0

一つの輪体を選び z2 ∈ Z2(K)とすると、この三角形分割は 6つの区分からなり、
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図 6.15: [12]より

z = i(p0p1p2) + j(p2p1p4) + k(p2p4p3) + l(p3p4p5) +m(p3p5p1) + n(p1p5p0)

となるので

∂2z = i{(p1p2)− (p0p2) + (p0p1)}

+ j{(p1p4)− (p2p4) + (p2p1)}

+ k{(p4p3)− (p2p3) + (p2p4)}

+ l{(p4p5)− (p3p5) + (p3p4)}

+ m{(p5p1)− (p3p1) + (p3p5)}

+ n{(p5p0)− (p1p0) + (p1p5)} = 0

よってこれを満たす各係数は 0しかない。これから

H2(K) =
Z2(K)

B2(K)
= {0}

となる。次にH1 も同じようにして求まるが、各 1単体には向きがあり、
互い違いの辺で打ち消すとして、足し合わせると外の外周しかのこらない。

従って、円周と同相だから

H1(K) = Z1(K) ⋍ Z

H0 = Z0/B0 ≃ Z

とできる。連結の構造から計算を簡単にできるわけだ。

6.6.8 クラインの壺

　メビウスの帯と同様に向き付けのできない図形がクラインの壺である。
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図 6.16: Klein Bottle

これは次のように、平面四角形の各点を同一視してつくることができる。

図 6.17: [12]より：クラインの壺の作成

これは下図のようにループを決めると

α · β · α−1 · β ∼ ex0

であり、また、次のようにかけることがわかる。

α · β = β−1 · α

図 6.18: [36]より：定点ループとホモトープな積

また、次のように平面展開すると
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図 6.19: [12]より：クラインの壺の展開

となる。この図をK とする。この時も明らかに

B2(K) = 0

となり、H2(K) = Z2(K)となるが z2 を求めるために 1単体を連結すると外側の境界のみになる。よって

∂2z = −2ma

のみが残る。よってm = 0で ∂2z = 0である。これから

H2(K) = {0}

がすぐに得られる。次にH1 を求める。これは先のトーラスと同様に任意の 1単体が

z1 = ia+ jb

のようにかける。トーラスのように自由加群が 2つある。しかし、さらに全体を足してもメビウスのように
円周と同相にはならず、

aの整数倍が残るので

H1(K) ≃ Z2 ⊕ Z

となる。K は連結だから

H0(K) ≃ Z

である。

6.6.9 実射影空間

　第 4部で実射影空間 RP 2 は球面 S2 の直径対点を同一視して得られた。
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図 6.20: [12]より:P点の立体射影

次のように、平面四角形の各点を同一視してつくることができる。

図 6.21: [12]より：実射影空間の作成

これを三角形分割するために平面に潰す。のりしろがつくように注意して平面にすると次の図のようになる。

直径対蹠点となるので、6角形の対辺を捩りながら貼り合わせるから

p5p4, p3p5, p4p3

が対応する。そこで、これを次のように図にして、定点ループと同じなる経路の積をさがすと、

α · β · α · β ∼ ex0

となることがわかる。ところが

γ = α · β

が成り立っているから

γ · γ = ex0

と表すこともできる。これは実射影平面のホモロジー群 π1
(
RP 2, x0

)
は単位元 eと 2乗して単位元になる元

γ のみから成り立ち、

これからも

π1
(
RP 2, x0

)
= {[e], [γ]} = Z2

であることあがわかる。
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図 6.22: [36]より：定点ループとホモトープな積

上の図から γ は 1回巻きでほどけない 2回巻きになっていて、2回巻きではじめて 1点に縮めることがで
きる。

この下図平面図形をK とする。

図 6.23: [12]より：実射影空間：向きをつける

このホモロジーを三角形分割で求める。まず、明らかに境界輪体 B2(K)=0 である。そこで次に
z ∈ Z2(K)として図の 10個の 2単体を足し上げると、図の向きに注意して

z = m1(p0p1p2) +m2(p0p4p1) +m3(p0p5p4) +m4(p0p3p5) +m5(p0p2p3)

+m6(p2p4p3) +m7(p2p5p4) +m8(p2p1p5) +m9(p1p3p5) +m10(p0p4p3)
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とおく、従って境界をとると

∂2z = m1{(p1p2)− (p0p2) + (p0p1)}

+m2{(p4p1)− (p0p1) + (p0p4)}

+m3{(p5p4)− (p0p4) + (p0p5)}

+m4{(p3p5)− (p0p5) + (p0p3)}

+m5{(p2p3)− (p0p3) + (p0p2)}

+m6{(p4p3)− (p2p3) + (p2p4)}

+m7{(p5p4)− (p2p4) + (p2p5)}

+m8{(p1p5)− (p2p5) + (p2p1)}

+m9{(p3p5)− (p1p5) + (p1p3)}

+m10{(p4p3)− (p1p3) + (p1p4)}

= 0

これを満たす係数mは

mi = 0 (1 ≤ i ≤ 10)

である。よって

H2(K) =
Z2(K)

B2(K)
= {0}

である。ただ、この計算は図の 2単体を辺の向きが互い違いなら消えるとして足して行くと、外の境界しか
残らない。

よって

∂2z = 2m(p3p5) + 2m(p5p4) + 2m(p4p3) (6.21)

としても

m = 0

となり、同じ結果が出る。

次に 1単体を考えると、どの 1単体も 1次元輪体をなして、

z1 = (p3p5) + (p5p4) + (p4p3)

の整数倍とホモロガスの関係になっている。

また、式 6.21は zの偶数倍が 2-チェインの境界であることを表している。
この時の z + zは式 5.1から 0とホモロガスになった。よって

H1(K) = {[z]|[z] + [z] ∼ [0]}

と考えられるので

H1(K) ≃ Z2

これは 2-チェインの構造を反映している。

7 コ・ホモロジー [69]

　前部で多様体と微分形式を考えてきたが、この関係から局所座標系によらない関数形を決めるアイディア

が登場した。

多様体上で定積分ではなく、未知な方程式をもつ不定積分を考えてみる。
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積分の結果としては実数を得られるから Rを 1次元微分多様体とすると 1変数関数 f(x)の原始関数 F (x)

を考え

微分方程式

y
′
= f(x)

の解が

y = F (x)

とみなせる。そこで

F
′
(x)dx = f(x)dx

とし、左辺の未知関数 F (x)を 0形式
ω = F (x)

さらに右辺は既知の 1形式
dω0 = f(x)dx

とおくと

dω = F
′
(x)dx

とおけるので微分方程式 y
′
= f(x)は

dω = dω0

という式で表すことができて、これは座標系 xに依存しない。つまり、一般に r形式の dω0がわかっていれ

ば (r − 1)形式の ωを求めればよいことになる。

例えば円周 S1 =
{
(x, y) ∈ R2|x2 + y2 = 1

}
上の不定積分を考えると

(x, y) = (cos θ, sin θ)

と表すことができる。よって θを局所座標として dω0 = dθとすると

dω = dθ

を満たす ωを探せばよいことになる。そこで

ω = F (θ)

とすると

F
′
(θ) = 1

だから

F (θ) = θ + C

となる。しかし、S1 上では周期的な条件

F (θ + 2π) = F (θ)

があるが、この解はこの条件を満たさない。一方で R上であれば

ω = (θ + C)

は解となる。

これは多様体 S1 と多様体 Rが同相ではないことを示している。
微分方程式の背景として多様体の相違を考えることができることを示唆し、方程式の成立する背後にある座

標系との関係に何か普遍性があるのではないかという契機になった。

これが de Rham cohomologyのアイディアになった。後節で定義する。
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7.1 複素平面

ホモロジーでは例えば n次元ユークリッド空間は実数 Rと同じホモロジーであるといった表現をする。
式の上でも等号を用いるわけですが、その意味をここで考える。

　複素射影平面 CP を考え、多項式を P (x, y)とし、複素平面に拡大した、根全体を P とする。
ただし、連続的な変形で移るものは同じであるとして考えると、多項式の場合、グラフの曲り方みたいなも

のは無視でき、P の次数 kで決まると考える。この元を例えば

k
[
CP 1

]
とすると、これは 1次式の根全体の集合とすることができるので直線を表す。
例えば

Pa(x, y) = x2 + axy + 4y2 − 1

のように aをパラメタとして 2次多項式を定義する。これは a = 0で次のような楕円を x− y平面上に描く。

図 7.1: a = 0の場合の楕円

しかし、縦軸に aを取り、aを動かすことで次のように図形が双曲線へと変化していく。

図 7.2: a = −4から a = 10までの連続変化

a = −4の時には
P−4(x, y) = (x− 2y + 1)(x− 2y − 1)

となり、次の図のように直線

L1 : x− 2y + 1 = 0

L2 : x− 2y − 1 = 0

の和集合が解となる。
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図 7.3: a = −4の時

ここでこの L1, L2 は連続変化で重なるので同一視してしまうと結局

(2次図形が表す図形)＝ 2×(1次図形が表す図形)
という関係が得られ、一般化すると

(k次図形が表す図形)＝ k×(1次図形が表す図形)
ということになり、これが複素射影平面の 2次ホモロジー群は整数全体 Zであると表すことにする。
つまり、ホモロジーの見ているのは特に群の個数であって、関数式の形とかは見えないことになる。

空間X の d次ホモロジー群をHd(X)と書く。この場合は複素空間の 2次元への射影なので

Hd

(
CP 2

)
=

Z d = 0, 2, 4

0 other

となることがわかっている。先に d = 2の場合を見た。また d = 0の場合とは点に相当するので Zはそのま
ま点の数となる。

では d = 4の場合とは複素射影平面においては 4次元の図形で境界のないものとは複素射影平面そのものと
いうことになる。

従ってこの時もホモロジーで見ると複素射影平面の数が Zに等しいだけある。
d = 0, 2, 4の場合のHd(CP 2) ≃ Zの中で 1 ∈ Zとなる元を ud とする。このとき、dについて

u0 · · ·Points

u2 · · ·Line

u4 · · ·CP 2

とすると交点数で先の定理を表すことができる。つまり、n本の線と m本の線の交点は nm個の点となる

ので

n [u2] ·m [u2] = nm [u0] (7.1)

と表される。これから次の交点数の関係が得られる。

n [u0] ·m [u0] = 0

n [u2] ·m [u0] = 0

n [u4] ·m [u0] = nm [u0]
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n [u4] ·m [u2] = nm [u2]

n [u4] ·m [u4] = nm [u4] (7.2)

つまり、2点の共通部分は 2点が一致しないかぎりは空集合であり、線と点との共通部分はいが、空間と空
間の共通部分はあるということになる。

ここでホモロジーの双対空間がコホモロジーであったのでこれを ∗を用いて

[ud]
∗ → x(4−d)

で表す。x4−d はホモロジー ud に対応したコホモロジーの元となる。

一般にコホモロジー群をHd(X)で表し、次の関係をポアンカレ同型という。複素射影平面は n = 4として

Hd(X) ≃ Hn−d(X)

そこでポアンカレ同型をとる作用を ∗で表す。つまり ·積を ∗で写すと ∪積になるとして先の式 7.2の交点
数の関係をポアンカレ同型で写すと次のようになる。

x(d) ∪ x(d
′
) =

x(d+d
′
) (d+ d

′ ≤ 4)

0 (d+ d
′ ≥ 5)

(7.3)

とまとめることができる。

例えば式 7.1を ∗で写すと d = d
′
= 2として

x(2) ∪ x(2) = (u2 · u2)∗ = u∗0 = x(4)

と表すとカップ積と内積の 2つの表現で表すことができるのが双対性の特徴である。
ここでは複素射影空間を考えるので d = 1, 3は双対にならない。これを表すのに式 7.3はホモロジーの言葉
で、複素平面のコホモロジーにカップ積を考えると環

Z/(x3)

になることを表している。環とイデアルについて環Rとは群の部分集合 I が加法について閉じていて

x ∈ R, y ∈ I → xy, yx ∈ I (7.4)

である時、I を両側イデアルという。イデアル I が与えられると環Rに次の関係で

x− y ∈ I (7.5)

同値関係を定義できる。これにより同値類がつくられ剰余環

R/I (7.6)

を定義したことを思い出すと

ここでの ()は x3 で生成される多項式 Z[x]のイデアルとなる。つまり、Z/(x3)とは整係数 1変数多項式全
体の Z[x]に

x3 = 0

という関係式を付け加えたものである。これをホモロジーを用いて

H(CP 2) ≃ Z/(x3)
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と表現する。

さらに高次元の複素 n次元射影平面でも

H(CPn) ≃ Z/(xn+1)

となる。商の部分は核となるので、興味あることに次節で扱う量子コホモロジー環では

H(CPn) ≃ Z/(xn+1 − q)

となり、量子化の過程を表すことができる。

7.2 de Rham cohomology

　M を n次元可微分多様体であるとする。M 上で微分方程式を考えると前節の例でみたように

dω = dω0 (7.7)

は r 形式の方程式になるが、これは解を持つとは限らない。そこで Cr(M)をM 上の r 形式の全体集合と

し、Br(M)をその中で微分方程式が解を持つような dω0全体の部分集合であるとする。このとき、ωは Cr−1

形式になるから

Br(M) =
{
dω|ω ∈ Cr−1(M)

}
B0(M) = {0}

また、微分形式が満たされているので Cr(M), Br(M)は加法群になっていて、実ベクトル空間の条件を満

たす。

さらに ω ∈ Cr(M)としたとき dω = 0を見たすベクトル空間を

Zr(M) = {ω ∈ Cr(M)|dω = 0}

で定義し、これは dωの核に対応する空間で dω ∈ Br(M)をとると、常に

d(dω) = 0

となるから dω ∈ Zr(M)

Br ⊂ Zr ⊂ Cr

という関係がある。この関係は前節での輪体 Zp と境界輪体 Bp との関係と同じである。

定義 65. ド・ラームコホモロジー群 (de Rham cohomology
ここでは次で r次ド・ラームコホモロジー群 (de Rham cohomology)Hr(M,R)を定義する。

Hr(M,R) =
Zr(M)

Br(M)
(7.8)

極端には直線の境界 Br は両端の点になるが、これを同一視するとHr とは円になってしまう。

これは量子力学の観測問題で後に粗視化をとりあつかうが、興味ある関係になっている。

例えばM = RとM = S1 の場合を考えよう。

M は 1次元多様体だから任意の 1形式は外微分で 0になる。これから

Z1(M) = C1(M)
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である。はじめにM = Rの時、任意の関数には原始関数が存在できるから、任意の 1形式を ωとし、0形
式 f によって

ω = df

と表すことができる。これは

B1(M) = C1(M)

である。よって式 7.8は

H1(R,R) = H1 (M,R) =
Zr(M)

Br(M)
=
C1(M)

C1(M)
= 0

分数計算が普通の商計算 1ではないので注意する。Z = B であればH1 = 0である。

次にM = S1の時、微分方程式 7.8は解を持たない。これは局所的な dθでは S1全体で定義された関数 f を

表すことができない。よって B1(S1) ̸= C1(S1)であるのでHr(S1,R) ̸= 0となる。さらに例えば一般に

f(θ) = a0 +

∞∑
n=1

(an cosnθ + b sinnθ)

とフーリエ級数で表すことができる。さらに三角関数の和の部分は

d (sinnθ) = n cosnθdθ

d (sinnθ) = −n sinnθdθ

と表せるので、S1 上で不定積分が存在でしないのは定数関数 a0 の部分であることがわかる。これから

Z1(S1,R) = R, B1(S1,R) = 0

とできるので

Hr(S1,R) = R

となる。

前章では図形の位相として整数 Zとなる場合をみたが、ホモロジーが 2つの引数を持つことと、
外微分の演算により、座標依存せずに計算でき、微分形式と関係をつけたことが大きな発見となった。

7.2.1 一般化

　前章で整数の場合を考えたが、ホモロジーの関係はさらに実数 R,複素数 Cに拡張することができる。
ホモロジー計算には K を R,Cの体であるとき、次の結果を知っておくと便利である。テンソル積を ⊗と
して

Z⊗
Z
K = K

Zm ⊗
Z
K = Km

(Z/mZ)⊗
Z
K = 0

(A1 ⊕ · · · ⊕Am)⊗
Z
K =

(
A1 ⊗

Z
K

)
⊕
(
A2 ⊗

Z
K

)
⊕ · · · ⊕

(
Am ⊗

Z
K

)
となる。ホモロジーの計算は拡張して考えた場合の方が単純になる場合がある。例えばHr (M,Z) = Zm ⊕

(Z/2Z)となる場合、
Hr (M,R) = Rm

となる。

ホモロジーと双対な関係がコホモロジーである。

第 2部の微分幾何ではホッジ作用素について学んだがこれと同じように双対な関係をつくることができる。
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定義 66. 完全
p次微分形式 ωが dω = 0を満たせば閉じているという。さらに多様体M 上に p− 1次微分形式 θが存在し、

ω = dθ (7.9)

と書けるなら完全であった。。常に d(dθ) = 0なので完全微分形式は閉微分形式である。

さらに輪体に対しての双対を考える。

定義 67. 双対境界輪体群 (coboundary_cycle_group）
閉じた p次微分形式の全体を Zp(M),完全な p次微分形式の全体を Bp(M)とすると

これを p-双対境界輪体群 (coboundary_cycle_group)という。

Zp(M) = {ω ∈ Ap(M); dω = 0}

= Ker{d : Ap(M)→ Ap+1(M)}

Bp(M) = {dθ; θ ∈ Ap−1(M); dω = 0}

= Im{d : Ap−1(M)→ Ap(M)}

と表すことができる。Zp(M)についてサイクルのイメージ、Bp(M)は微分形式のイメージに対応する。

この時

Bp(M) ⊂ Zp(M)

である。

定義 68. p次元 de Rham コホモロジー群 (de Rham cohomology group)
さらに次のように p次元 de Rham コホモロジー群 (de Rham cohomology group)Hp を定義する。

同じものの表現でHp
DR として de_Rhamのコホモロジーであることを区別する場合もある。ここではDR

は省略する。

Hp(M) = Zp(M)/Bp(M) (7.10)

これを Im, kerで表現すると

Hp(M) = ker
(
d : Ωp(M)→ Ωp+1(M)

)
/ ker

(
d : Ωp−1(M)→ Ωp(M)

)
(7.11)

となる。

また一般に p次微分形式 Ap はベクトル空間であるが次のような直和を定義すると

A(M) = ⊕np=0A
p(M) (7.12)

は外積から多元環になる。さらに

Z(M) = ⊕np=0Z
p(M) (7.13)

は d(ω ∧ η) = dω ∧ η ± ω ∧ dηだから部分環となることがわかる。

B(M) = ⊕np=0B
p(M) (7.14)
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とすると

さらに環 Z(M)と群の部分環 B(M)が加法について閉じていて

x ∈ Z, y ∈ B → xy, yx ∈ B (7.15)

を満たすので部分環 B(M)が Z(M)の左右の作用に対し閉じているイデアルになっている。

従ってこれを同値関係として剰余類が定義できて

H(M) = ⊕np=0H
p(M) (7.16)

とすると式 7.10からH(M)も多元環になる。

よって

定義 69. de Rham コホモロジー環 (de Rham cohomology ring)

ω ∈ Zp(M), η ∈ Zq(M) (7.17)

から式 7.10によってつくられる剰余類H の元をそれぞれ

[ω] ∈ Hp(M), [η] ∈ Hq(M) (7.18)

とすると積が次のように定義できる。

[ω] · [η] = [ω ∧ η] (7.19)

とかける。つまり積について閉じているのでこの H(M)が de Rham コホモロジー環 (de Rham coho-
mology ring)である。

7.2.2 例 1 実数

Poincareの補題によれば U ⊂ Rn が 1点に可縮できる領域であれば完全である。つまり

Hp(U) = 0 p > 0 (7.20)

ならば df = 0となる関数は定数なので Z0(M) = Rとすることができる。また完全性から B0(M) = 0だか

ら常に

H0(M) = R (7.21)

が成り立つ。つまり身近な実数は 0次元のコホモロジー群ということがきる。

7.2.3 例 2 円周

　円周は先に確認をしたが再び別視点で考察する。

式 6.17から
S1 = R/Z

と書けた。R上の Z周期の関数を f(x)として任意の閉じた微分 1形式である Ω1(S1)の要素が

f(x)dx

とかける。Ω1(S1)が完全形式であるためにはこれが全微分で表される必要があったから

f(x) =
dF (x)

dx

110



となる R上の Z周期の関数を F (x)が存在しないといけない。よって 1次元の場合は [0, 1]の台上で

F (x+ 1)− F (x) =
∫ 1

0

f(x+ t)dt

だから全ての xについて ∫ 1

0

f(x+ t)dt = 0

でなくてはならない。f(x)の周期性から xに無関係で∫ 1

0

f(t)dt = 0

である必要がある。よって

H1(S1,R) ≃ R

である。

7.3 Cech cohomology

また、Čechのコホモロジーと呼ばれるものもあり、局所有限なM の開被覆を U = {Uα}とすると
Uα1
∩ Uα2

∩ · · · ∩ Uαp
̸= ∅の時、これを次のように表現する。

Uα1α2,···αp
= Uα1

∩ Uα2
∩ · · · ∩ Uαp

(7.22)

これを Čechの p次元単体 (psimplepsi)という。
従って、p次元双対鎖 (pcochain)cは各 p次元単体に実数 cα1α2,···αp ∈ Rを対応させるものとして定義でき
る。単体から実数を対応させるという意味で双対である。cα1α2,···αp は pに関して交代積であるとすれば p次
元双対鎖全体はベクトル空間を張る。これを

Cp(U ;R) (7.23)

とする。前にならって双対境界作用素 (coboundary operator)δを次で定義する。

δ : Cp(U ;R)→ Cp+1(U ;R)

(δc)α1α2,···αp+1
=

p+1∑
j=0

(−1)jcα1α2,··· ,α̌j ···αp+1
(7.24)

すると前回と同様にして境界の境界はないという関係式

δ ◦ δ = 0 (7.25)

が成り立つ。よって Čechのコホモロジー群を次のように定義する。

Hp(U ;R) = {c ∈ Cp(U,R); δc = 0}/δ(Cp−1(U ;R)) (7.26)

ただし、U は 1点に可縮な被覆である必要がある。
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7.4 微分形式上のコホモロジー

次に Čechのコホモロジーは双対鎖として実数 c ∈ Rを考えたがここでは U 上での微分形式との対応を考

える。

q次微分形式 ω ∈ Aq での p次双対鎖の全体を

Cp(U ;Aq) (7.27)

と置く。ただし、ω = ωα0α1,···α̌j ···αp は Uα0α1α2,···αp 上に制限する。

先と同様に双対境界作用素を次で定義する。

δ : Cp(U ;Aq)→ Cp+1(U ;Aq) (7.28)

同様にコホモロジー群は次で定義される。

Hp(U ;Aq) = {ω ∈ Cp(U,Aq); δω = 0}/δ(Cp−1(U ;Aq)) (7.29)

ここで 1の分解を用いて

C(U ;Aq) = ⊕pCp(U,Aq) (7.30)

に対するホモトピー作用素 Lを

L : Cp(U ;Aq)→ Cp−1(U ;Aq) (7.31)

を定義する。ただし Uαα0α1,···αp−1
上の微分形式を ραωαα0α1,···αp−1

として、この外では常に 0とする。
として 1の分割 ρα の定義から作用素 Lは次のように作用する。

(Lω)α0α1,···αp−1
=
∑
α

ραωαα0α1,···αp−1

ω = ωα0α1,···αp
∈ Cp(U,Aq) (7.32)

となるので境界演算子を作用させると

(δLω)α0α1,···αp
=
∑
j

(−1)j (Lω)α0α1,··· ,α̌j ···αp

=
∑
j,α

(−1)j ραωαα0α1,··· ,α̌j ···αp (7.33)

また δは境界演算子だから定義から

(Lδω)α0α1,···αp
=
∑
α

ρα (δω)αα0α1,···αp

=
∑
α

ρα

∑
j

(−1)j+1
ωαα0α1,··· ,α̌j ···αp


=
∑
α

ραωα0α1,···αp
+
∑
j,α

(−1)j+1
ραωαα0α1,··· ,α̌j ···αp

3行目では α = αj の時とわけている。さらに
∑
a ρα = 1なので上の式を足し合わせると。
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δLω + Lδω = ω (7.34)

となることがわかる。ただし、

ω = ωα0α1,···αp
∈ Cp(U ;Aq), p ≧ 1 (7.35)

である。よって δω = 0であれば式 7.34から

ω = δLω (7.36)

コホモロジー群は次のようになる。

Hp(U ;Aq) = {δ (Lω) ∈ Cp(U,Aq); δω = 0}/δ(Cp−1(U ;Aq)) = 0, p ≧ 1 (7.37)

である。では p = 0 の場合は

H0(U ;Aq) = {ω ∈ C0(U,Aq); δω = 0} (7.38)

だから式 7.33から
ω = ωα1 + (1− ρ1)ωα2 (7.39)

だから δωα1α2 = 0は端点が等しいことを示し、近傍 Uα1 ∩ Uα2 において

ωα1
= ωα2

(7.40)

が成り立ち、多様体M 上全てで次々に ωα1
= ωα2

が成立し、ω = (ωα) が全領域で成りたち、q-次微分形式
が成り立つ。つまり

H0(U ;Aq) = Aq(M) (7.41)

であり、コホモロジー群により微分形式が多様体上にできる興味ある結果が得られた。

この結果ははじめの出発点である式 7.27を p次双対鎖をとったによる。
式 7.28のように Cp(U,R)上に双対境界作用素を定義しようとすると

L : Cp(U ;R)→ Cp−1(U ;R) (7.42)

定数 c ∈ Cp(U ;R)について ραcが決まらないので Lは定義できない。

ここで f を実数を定値関数とみなす写像であるとする。次の写像

Hp(U,R)→ Hp(M) (7.43)

をつくるために次の定数 cを出発点に選ぶ。

c = cα0α1,···αp
∈ Cp(U,R)

δc = 0

次に下図ダイヤグラムを参考にして p次双対鎖上の 0次微分形式を

ω(p,0) = f(c) ∈ Cp(U,A0) (7.44)

と表すと

δω(p,0) = δf(c) = f(δc) = 0 (7.45)
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となるが

Hp(U,A0) = 0 (7.46)

なので

ω(p,0) = δθ(p−1,0) (7.47)

を満たす。

θ(p−1,0) = (θ
(p−1,0)
α0α1,···αp−1) ∈ Cp−1(U,A0) (7.48)

が存在する。次に微分 1形式を

ω(p−1,1) = dθ(p−1,0) =
(
dθ

(p−1,0)
α0α1,···αp−1

)
∈ Cp−1(U,A1) (7.49)

とおくと境界作用素を作用させれば

δω(p−1,1) = δdθ(p−1,0) = dδθ(p−1,0) = dω(p,0) = df(c) = 0 (7.50)

となるが

Hp−1(U,A1) = 0 (7.51)

なので

ω(p−1,1) = δθ(p−2,1) (7.52)

となる。

θ(p−2,1) = (θ
(p−2,1)
α0α1,···αp−2) ∈ Cp−2(U,A1) (7.53)

が存在する。さらに次に

ω(p−2,2) = dθ(p−2,1) =
(
dθ

(p−2,1)
α0α1,···αp−2

)
∈ Cp−2(U,A2) (7.54)

とおくことを連続して繰り返すと最後には

ω(0,p) = dθ(0,p−1) =
(
dθ(0,p−1)
α0

)
∈ C0(U,Ap) (7.55)

のように微分 p形式に達する。つまりまとめると次のように境界作用素で 0次微分形式の定数がつくられ

f(c) = ω(p,0) = δθ(p−1,0) (7.56)

次のように微分作用素を作用させ、p次元を微分形式に割り振り

dθ(p−1,0) = ω(p−1,1) (7.57)

これを繰り返すと次のようにM 上に p次微分形式が作成される。

dθ(0,p−1) = ω(0,p) (7.58)

そして双対鎖ができれば
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δω(0,p) = δdθ(0,p−1) = dδθ(0,p−1) = dω(1,p−1) = ddθ(1,p−2) = 0 (7.59)

であるから ω(0,p) はM 上で定義された p次微分形式であり

dω(0,p) = ddθ(0,p−1) = 0 (7.60)

だから閉微分形式であるので

ω(0,p) ∈ Ap(M), ω(0,p) ∈ Zp(M) (7.61)

と書き、その代表するHp(U ;R)の元を [c]と書く。[ω(0,p)] ∈ Hp(M)をこの元 [c]に対応させる時、写像

Hp(U,R)→ Hp(M) (7.62)

が [c]の選びかたや θ(0,p−1), θ(p−1,0) の選び方には依存しない。逆に

Hp(M)→ Hp(U,R) (7.63)

を見るには閉じた p次微分形式

ω ∈ Zp(M) ⊂ Ap(M) (7.64)

から出発し、

ω(0,p) = ω|Uα0
, ω(0,p)

α =∈ Cp(U,A0) (7.65)

とおくと

δω(0,p) = 0 (7.66)

また、dω(0,p)
α0 = 0であるから ω

(0,p)
α = dθ

(0,p−1)
α0 となる θ

(0,p−1)
α0 ∈ Ap−1(Uα0)が存在する。次に

θ(0,p−1) =
[
θ(0,p−1)
α0

]
∈ C0(U,Ap−1) (7.67)

とおく。

ω(1,p−1) = δθ(0,p−1) ∈ C1(U,Ap−1) (7.68)

と定義する。

dω(1,p−1)
α0

= dδθ(0,p−1) = δdθ(0,p−1) = δω(0,p) = 0 (7.69)

であるから

ω(1,p−1) =
[
ω(1,p−1)
α0α

]
(7.70)

に Poincareの補題を適応すれば

ω(1,p−1) = dθ(1,p−2) (7.71)

が成り立つ

θ(1,p−2) ∈ C1(U ;Ap−2) (7.72)

が存在するのでHp(M)→ Hp(U,R)は同型写像である。
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微分作用素と境界作用素を組み合わせることで図式表現を用いると下のようなダイヤグラムが作成できる。

Cp+1(U ;R) f
−→

Cp+1(U ;A0) d−→ Cp+1(U ;A1) · · · Cp+1(U ;Ap)

↑ δ ↑ δ ↑ δ ↑ δ
Cp(U ;R) f

−→
Cp(U ;A0) d−→ Cp(U ;A1) · · · Cp(U ;Ap)

↑ δ ↑ δ ↑ δ ↑ δ
Cp−1(U ;R) f

−→
Cp−1(U ;A0) d−→ Cp−1(U ;A1) · · · Cp−1(U ;Ap)

↿ δ
... ↿ δ

... ↿ δ
... ↿ δ

C0(U ;R) f
−→

C0(U ;A0) d−→ · · · d−→ C0(U ;Ap)

(7.73)

つまり境界作用素は双対鎖の次元を増やし、微分作用素は微分形式の次元を増やす。この過程をまとめると

ic = ω(p,0) = δθ(p−1,1)

dθ(p−1,0) = ω(p−1,1) = δθ(p−2,1)

dθ(p−2,1) = ω(p−2,2) = δθ(p−3,2)

· · · · · · · · ·

dθ(1,p−2) = ω(1,p−1) = δθ(0,p−1)

dθ(0,p−1) = ω(0,p)

となる。

δω(0,p) = dδθ(0,p−1) = δdθ(0,p−1) = dω(1,p−1) = ddθ(1,p−2) = 0 (7.74)

よって ω(0,p) はM 上で定義された p次微分形式であり

ω(0,p) ∈ Ap(M) (7.75)

また、dω(0,p) = ddθ(0,p−1) = 0だから閉形式であり

ω(0,p) ∈ Zp(M) (7.76)

となるわけである。

これから次のような de Rhamの定理がいえる。

定理 19. de Rhamの定理
U = {Uα}を局所有限で可縮なM の被覆とする。このとき Čechのコホモロジー群 Hp(U ;R)と deRham

のコホモロジー群Hp(M)との間に自然な同型対応が存在する。

7.4.1 holonomy

微分可能の多様体上M で次のはような閉曲線 ξにより点 pに戻るような曲線を考える。
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1

2

図 7.4: 点 pを基点にした 2つのループ

ファイバ上のベクトル空間のあるベクトル vについて曲線を 1周する間に接続に対応し、

v → Ω(ξ)v (7.77)

とかけたとき Ω(ξ)はホロノミであるという。図右に見るようにホロノミは groupをつくる。pを基点として

ξ3 = ξ1 + ξ2 (7.78)

とすると

Ω(ξ3) = Ω(ξ1)Ω(ξ2) (7.79)

を満足する。

多様体をMとして底にもち次のような座標とベクトル空間のセットからなる集合 Ui, Uj として

Ui(xi, vi) (7.80)

Uj(xj , vj) (7.81)

とおくと Ui, Uj の共通集合の領域では iから j への変換関数を gij(x)とおいて、次の図のような場合

i

j k

ij

図 7.5: 変換関数 gij

vk = gki(x)vi (7.82)

vk = gkj(x)vj = gkj(x)gji(x)vi (7.83)
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が成り立つので

gki(x) = gkj(x)gji(x) (7.84)

が成り立つ。これを cocycle条件という。

7.4.2 CS theory　Heegoard分解

トーラスの中に独立したサイクル α、β をつくる。αは可縮とする。

これの補集合から双対なトーラスをつくるち β が可縮になる。

中身のつまったトーラスは S1 × S2 になる。しかし反転しかけると S3 になる。

(Tαβ · Tαβ) = S1 × S2

(Tαβ · Tβα) = S3

これは 3次元空間に無限遠の一点を付け加えればいい。

7.5 写像度

定義 70. 写像次数
n次元の向きづけられた閉じた多様体をM,N とする。M からN の中へのなめらかな写像

ψ :M → N (7.85)

があるとN 上の n形式 ωをM 上の n形式 ψ∗ωに引き戻す写像を次のように定義する。

ψ∗ : Hn(N)→ Hm(M) (7.86)

この時、
∫
N
ωと

∫
M
ψ∗ωの積分を考える。ψは微分同相（1対 1で逆も C∞級）とは限らないから次のよう

におく。 ∫
M

ψ∗ω = deg(ψ)

∫
N

ω (7.87)

この時の実数 deg(ψ)を写像次数 (degree of mapping)という。
写像次数 deg(ψ)はM からN への写像 ψによってN が何回覆われるかの実効回数を表す。

これから巻き数 (winding number)ともよばれる。

M 内の点 Pでの接空間を TP (M)とし、N 内の点 Q = ψ(P )での接空間を TQ(N)とする。

線形写像 dψ(P ) : TP (M)→ TQ(N) が 1対 1の写像であれば写像 ψは正則 (regular)であるという。
この時N 内の正則値 Qに対して ψ−1(Q)は次のように有限個の点からなる。

ψ−1(Q) = {P1, P2, · · ·Pr} (7.88)

そしてこの有限な P1, P2, · · ·Pr の点の非連結な近傍 U1, U2, · · ·Ur に対応するQの近傍 V が次の図のように

存在する。
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U 
V 

M N

図 7.6: N上の正則値 Q ∈ V と非連結な逆像 Pi ∈ U

正則値 Qとその逆像 P の座標を

Q = {y1, y2 · · · yn}, P = {x1, x2 · · ·xn} (7.89)

とする。

写像 ψと異なり線形写像 dψ(P )は TP (M)を TQ(N)に同相に写像するのでヤコビアンは

J(P ) =

∣∣∣∣ ∂yi∂xj

∣∣∣∣ (1 ≦ i, j ≦ n) (7.90)

は 0成分を持たない。さらに ψは P の近傍 U を Qの近傍 V に微分同相に写像する。

ヤコビアンが正なら向きも同じになり、負であれば向きが逆になる。

像 ψ−1(P )は有限個の点からなるので ψ :M → N の正則値 Qにおける写像次数は次のように表される。

deg(ψ) =
∑

P∈ψ−1(Q)

sgn(J(P )) (7.91)

これは例えば次のような関数がある時、ヤコビアンはこの関数の傾きであるので写像次数は 1となる。

図 7.7: ψ : S1 → S1 の写像度の例、臨界点をのぞけばどこも+1になる。点 a,bは臨界点である。

これはM = S1 を 1周 (2π)する間にN = S1 が 1回覆われたことに対応している。
従って写像次数は全ての正則値で同じ値をとる。しかも整数値しかとらない。

これは場の理論と関係が深く、次のような場の量 ψa を考える。

ψa(x) = ϕa(x)/

√√√√ n∑
a=0

|ϕa(x)|2 (7.92)

ただし、
n∑
a=0

|ϕa(x)|2 = 1 (7.93)

であり、ϕは次のようななめらかな写像であるとする。
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ϕ :M → Sn (7.94)

ωを体積形式として V ol(Sn)で体積を表し、∫
N

ω = V ol(Sn) (7.95)

引き戻しによる積分は ϵを完全反対称テンソルとして∫
M

ϕ∗ω =
1

n!

∫
M

ϵa0a1···anϕ
a0dϕa1 ∧ · · · ∧ dϕan (7.96)

よって式 7.87より
deg(ϕ) =

1

V ol(Sn)

∫
M

ϵa0a1···anϕ
a0dϕa1 ∧ · · · ∧ dϕan (7.97)

ここで n次元球の体積は

V ol(Sn) = 2π
n+1
2

(
Γ(
n+ 1

2
)

)−1

(7.98)

で与えられ V ol(S1) = 2π、V ol(S2) = 4πを得る。巻き数 deg(ϕ)は整数値をとる。

これは物理における場の量には運動の法則とは別な位相的性質に起因した保存量があることを示し、

これをトポロジカル量子数 (topological quantum number)という。

7.6 量子コホモロジー環

　 n = 2の複素射影平面を量子論に拡張する。そのために量子カップ積 ∪q を次のように用いる。

x3 = q

とおき、

x1 ∪q x2 = q

x2 ∪q x2 = qx

となる。q = 0とすれば式 7.3と同じになる。
さて、ここで双対関係 [ud]

∗ → x(4−d) を用いて内積表現 ·q に変えことを考える。
まず単純に

[u3]
∗ ·q [u2]∗ = qu4

[u2]
∗ ·q [u2]∗ = qu3

のようにはならない。次のようになる。

u2 ·q u0 = qu4

u0 ·q u0 = qu2 (7.99)

これを理解するため、第 1章で取り上げた d次有理関数をまず考える。
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A ∩d B を Aと B が交わる d次元有理関数の和集合とする。これを用いて、
古典的な ·が幾何的には単なる交点数で CP 2 に含まれる図形をおおざっぱに A,B として

A ∩B =
∑

A ∩d B (7.100)

を数え上げればよかった。しかし、·q は qのべき級数という意味になり、

A ·q B =
∑

qd (A ∩d B) (7.101)

となる。例えば d = 0の時、f, g, hはともに定数になる。

A ∩0 B = A ∩B

であり、q = 0とすると式 7.101から交点の数ということがわかる。
d = 1の時、f, g, hは 1次関数である。例えば

h(z) = a(z − b)

のようにおける。定義域 C ∪ {∞}の変数変換をして bが無限大∞になるようにする。例えば

z =
b(w + 1)

w

とすると

h =
ab

w

となる。ϕ ∈ C ∪ {∞}として有理関数の成分は

ϕ(z) =

(
f(z)

h(z)
,
g(z)

h(z)

)
=
w

ab

(
a

′
(
b(w + 1)

w
+ b

′
)
, c

′
(
b(w + 1)

w
+ d

′
))

とおけるので、改めて

ϕ(z) = (az + b, cz + d)

のように 1次関数の成分を持つようになる。これは 1次有理曲線の像が 1次関数で直線あることを表す。
以上から式 7.99を考えると u0 は点であったから Aと B がそれぞれ CP 2 の 1点 A,B の時、

d = 1の場合はこの点 A,B を通る直線の和集合になることを表し、当然 2点で直線が 1つ決まるので

u0 ∩1 u1 = 1Line

となる。直線が表す 2次ホモロジー類が u2 だから u0 ·q u0 は

u0 ·q u0 = qu2 + q2 + q3 + · · ·

となるが複素射影平面上では qは 2次以上にならないことが知られているので式 7.99の下の式

u0 ·q u0 = qu2

が出る。次に上の式についてはこれは u0 と u2 つまり、点と直線の交点になる。そこで Aは直線、B は点

とすると

u0 ∩1 u2 =
∪
a∈A

ĀB

の直線群になり、これは平面全体を覆うことができるので、無限遠に拡張すると CP 2 全体になる。

u0 ·1 u2 = u4
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7.6.1 線型独立性

{x0, · · · , xp} ⫅ Rn として線分 x1 − x0, · · ·xp − x0 が線形独立で∑
sixi =

∑
tixi and

∑
si =

∑
ti

であれば

si = ti (7.102)

が各 i = 0, · · · p が成り立つ。これは
∑
six0 =

∑
tix0 だから

0 =

p∑
i=0

(si − ti)xi =
p∑
i=0

(si − ti)xi −

[
p∑
i=0

(si − ti)

]
x0

=

p∑
i=1

(si − ti)(xi − x0)

のようにかける。これが任意の xi − x0 に、成り立つためには式 7.102が成り立つ。

7.6.2 一般化

ここまでの計算においていずれも 0次元ホモロジー群は

H0(K) ≃ Z

となった。実はこれは単体的複体には共通した性質であることを示そう。

K が連結であるとすると任意の 0-単体の対 pi と pj について

∂1 ((pipk) +m(pkpl) + n(pmpj)) = pj − pi

を満たすような 1-単体の例 (pipk), (pkpl), · · · (pm, pj)が存在する。この時 pi は pj にホモロガスであるから

7.6.3 Link同相

次のような微分同相写像 hを定義する

h : R3 × I → R3 ht(., t) t ∈ [0, 1] (7.103)

また 2つの関数 f, gは次の関係があれば Link同相である。

h0 = I

g = h1 ◦ f

次に k_componentは次のような関係である。
S1 は R3 空間への埋め込みで

∏
k

S1intoR3

また R3 から R2 への射影を次で表す

π(x, y, z) = (x, y)
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link Lを次の写像の表現とする。

f :
∏
k

S1intoR3

従って

π ◦ f (7.104)

となる。

8 Hopf 代数 [35]

ここまで幾何的にホモロジー、コホモロジーを見てきたので、ここで代数的な側面からも双対の関係をみて

おく。

8.1 coalgebra

kを体として k ⊂ C、Aを単位元 I を持つ環であるとする。また、k上にベクトル空間ができて、

A×A→ A, (a, b) 7→ ab

が双線型写像であれば Aを k代数 (k-algebra)という。
この時、双線形写像だから、次のような対応する線形写像が存在する。

m : A⊗A→ A, a⊗ b 7→ ab

また、単位元 I は線形写像

u : k → A, α 7→ α · I

どちらも行先が同じ Aである。わかりやすく可換図で次を表すことにしょう。

• 結合律 (a, b)c = a(b, c)

A⊗A⊗A m⊗ id−−−−−−→ A⊗A
↓ id⊗m ↓ m⊗ id
A⊗A m−−→ A

• 単位律 Ia = a = aI

k ⊗A u⊗ id−−−−−→ A⊗A id⊗ u←−−−−− A⊗ k
↘∼ ↓ m ∼↙

α⊗ a A a⊗ α
↘ ↙

αa aα

この組み合わせ、(A,m, u)が k-algebraである。そこで上図の矢印を反対にすると余代数 (coalgebra)が定義
できる。これはあるベクトルから双対な空間をつくることに対応する。

C はベクトル空間として、この 2つの双線型写像を次のように定義する。

∆ : C → C ⊗ C

ϵ : C → k
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• 余結合律
C ∆−−→ C ⊗ C
↓ ∆ ↓ id⊗∆

C ⊗ C ∆⊗ id−−−−−→ C ⊗ C ⊗ C

• 余単位律 Iϵ = ϵ = ϵI

c c

↙ ↘
α⊗ a C a⊗ α

∼ ↙ ↓∆ ↘∼

k ⊗ C ϵ⊗ id←−−−−− C ⊗ C id⊗ ϵ−−−−−→ C ⊗ k

この組み合わせは (C,∆, ϵ)が k-coalgebraといい。∆は comultiplication(余積)、ϵは余単位積 (counit)と呼ば
れる。いくつかの具体例を見てみよう。

• 差分

例えば S を集合として S の元全体を基底にとるベクトル空間を

kS =
⊕
s∈S

ks

とする。対応して comaultiplicationを
∆ : kS → kS

counitを
ϵ : kS → k

を s ∈ S に対し、
∆(s) = s⊗ s, ϵ(s) = 1

となるように決めると kS は k-coalgebraとなる。これは可換であることから

(∆⊗ id)(∆(s)) = ∆(s)⊗ s = s⊗ s⊗ s = s⊗∆(s) = (id⊗∆)(∆(s))

(ϵ⊗ id)(∆(s)) = ϵ(s)⊗ s = I ⊗ s = s = I ⊗ s = s⊗ ϵ(s) = (ϵ⊗ id)(∆(s))

となり、k-coalgebraとなる。

• 作用素

さらに {I, ∂}を基底とするベクトル空間 C = k ⊕ k∂ を考えると∆ : C → C ⊗ C, ϵ : C → kを

∆(∂) = ∂ ⊗ I + I ⊗ ∂, ϵ(∂) = 0

∆(I) = I ⊗ I, ϵ(I) = I

とすれば

(∆⊗ id)(∆(∂)) = ∆(∂)⊗ I +∆(I)⊗ ∂

= ∂ ⊗ I ⊗ I + I ⊗ ∂ ⊗ I + I ⊗ I ⊗ ∂

= ∂ ⊗∆(I) + I ⊗∆(∂) = (id⊗∆)(∆(∂))

(ϵ⊗ id)(∆(s)) = ϵ(s)⊗ s = I ⊗ s = s = I ⊗ s = s⊗ ϵ(s) = (ϵ⊗ id)(∆(s))

となり k-coalgebraとなる。
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• 微分作用素

さらに {d0, · · · dn, · · · }を規定とするベクトル空間を次で定義する。

B(k) =

∞⊕
n=0

kdn

この時、

∆(dn) =
∑
i+j=n

di ⊗ dj , ϵ(dn) =

1 (n = 0)

0 (n > 0)

となるように決めれば k-coalgebraとなる。
これらはライプニッツ則などの微分関係を満たしていることに注意する。例えば

s : k[x]→ k[x], f(x) 7→ f(x+ 1), ∂ =
d

dx

とすると、関数に対する作用

s(fg) = s(f)s(g)

∂(fg) = ∂(f)g + f∂(g)

であり、a ∈ kの時、次のように定数に対する作用である。

s(a) = a = ϵ(s)a

∂(a) = 0 = ϵ(∂)a

また、上記の微分作用素の場合特に sequence of divided powersという。これは

dn =
1

n!

dn

dxn

に対応する。この時、

dn(fg) =
∑
i+j=n

di(f)dj(g)

が成り立つ。k-coalgebraの要素 Aが次の図式を満たせば Aは可換 (commutative)という。この図の tw

ひねり写像 twist mapで
tw : a⊗ b 7→ b⊗ a

を満たす。
m ↙ A⊗A

A ↑tw
m ↖ A⊗A

さらに、この矢印を逆にして余可換性 (cocommutative)を
次の図式で定義する。

∆ ↗ C ⊗ C
C ↓tw

∆ ↘ C ⊗ C
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8.2 記法

C を k-coalgebraとすると c ∈ C について余積∆は

∆(c) =

n∑
i=1

ai ⊗ bi (ai, bi ∈ C)

については今後、次の簡略記号を用いる。

∆(c) =
∑

c1 ⊗ c2

例えば余結合律は次のようになる。

∑
∆(c1)⊗ c2 =

∑
c1 ⊗∆(c2) (∀c ∈ C)

しかし、明らかに∆はどこに入れても結果が同じなるので、この式は∑
∆(c1)⊗ c2 =

∑
c1 ⊗∆(c2) =

∑
c1 ⊗ c2 ⊗ c3

とかくことにすると、これで cに 2回∆を作用させたことになる。

以下同様に 3回作用させれば ∑
c1 ⊗ c2 ⊗ c3 ⊗ c4

となる。この時の
∑
は標準的な和とは異なり、簡略された意味になるので注意する。

この便利な記法で同じように余単位律を表現すると∑
ϵ(c1)c2 = c =

∑
c1ϵ(c2) (∀c ∈ C)

となる。よって余可換表現は

∑
c1 ⊗ c2 =

∑
c2 ⊗ c1 (∀c ∈ C)

別に

∆(c) =
∑
(c)

c(1) ⊗ c(2)

と添え字を書く場合もある。これらから次のような代数関係が成り立つ。

∑
c1 ⊗ · · · ⊗ ϵ(ci)⊗ · · · ⊗ cn+1 =

∑
c1 ⊗ · · · ⊗ ϵ(ci)ci+1 ⊗ · · · ⊗ cn+1

=
∑

c1 ⊗ · · · ⊗ ci−1ϵ(ci)⊗ · · · ⊗ cn+1

=
∑

c1 ⊗ · · · ⊗ cn

∑
f(c2)⊗∆(c1) =

∑
f(c3)⊗ c1 ⊗ c2

∑
∆(c2)⊗ f(c1) =

∑
c2 ⊗ c3 ⊗ f(c1)

∑
f(c1)⊗ ϵ(c3)⊗ c2 =

∑
f(c1)⊗ c2

∑
ϵ(c1)⊗ f(c3)⊗ ϵ(c2) =

∑
f(c2)⊗ c1
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∑
ϵ(c1)⊗ ϵ(c3)⊗ f(c2) = f(c)

つまり、ci に∆がかかると ci ⊗ ci+1 にかわり、ci+1, ci+2 は ci+2, ci+3 に 1つ増える。
逆に ϵ(ci)があると ci+1, ci+2 は ci, ci+1 に 1つ減ると考えればよい。

8.3 双対代数

C を k-coalgebra、Aを k-algebraとし、Homk(C,A)を C から Aへの k-linear mapの集合とすると
Homk(C,A)の積 ∗ を次で定義する。

(f ∗ g)(c) =
∑

f(c1)g(c2), (f, g ∈ Homk(C,A), c ∈ C) (8.1)

図式で表現すると

f ∗ g : C ∆−→C ⊗ C f ⊗ g
−−−−→

A⊗A m−−→A

である。この時 ∗の単位元が u ◦ ϵでありHomk(C,A)は k-algebraになる。
特にCの双対空間C∗ = Homk(C, k)は ∗積により、k-algebraとなる。これをCの双対代数 (dual_algebra)
という。

例えば n2 の基底を持つベクトル空間を

C =

n⊗
i,j=1

kXij

として余積と余単位積を次で定義する。

∆(Xij) =

n∑
s=1

Xis ⊗Xsj , ϵ(Xij) = δij

すると、この双対代数 C∗ は次の行列代数と同型である。

C∗ ≃Mn(k)

ϕ 7→ (ϕ(Xij))i,j

8.4 coalgebra map

algebraの環準同型かつ線型写像である場合、algebra-mapという。この algebramapから図式の矢印を反対
にすることで coalgebra-mapが定義できる。
まず、f : A→ Bが線形写像でA,B共に k-algebraであり、次の図式が可換であれば f は k-algebra-mapで
ある。

A f
−→

B

↑m ↑m
A⊗A f ⊗ f

−−−−→
B ⊗B

A f
−→

B

↖u ↗u

k

次に C,Dを k-coalgebra,f : C → Dが線型写像での図式が可換であれば f は k-coalgebra-mapという。
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C f
−→

D

↓∆ ↓∆
C ⊗ C f ⊗ f

−−−−→
D ⊗D

C f
−→

D

↘ϵ ↙ϵ

k

これを前節の
∑
記法で表記すると,f : C → Dが k-coalgebra-mapであるためには ∀c ∈ C に対して∆(f(c)) =

∑
f(c1)⊗ f(c2)

ϵ(f(c)) = ϵ(c)

が成り立つことである。ここで f : C → Dが coalgebra-mapで、その双対 f∗ : D∗ → C∗は algebra mapに
なることをみると ϕ, ψ ∈ D∗, c ∈ C∗ として式 8.1から

f∗(ϕ ∗ ψ)(c) = (ϕ ∗ ψ)(f(c)) =
∑

ϕ(f(c1))ψ(f(c2)) = f∗(ϕ) ∗ f∗(ψ)

coalgebra mapの双対をとると algebra mapになる。また、C∗, D∗の単位元は C,Dの余単位元 ϵD, ϵC であ

るから

f∗(ϵD) = ϵD ◦ f = ϵC

となり、f∗ は単位元を保存する。

8.5 subcoalgebra

V,W をベクトル空間とし、その部分空間を V ′ ⊂ V,W ′ ⊂W とする。canonicalな全射を

V ⊗W → (V/V ′)⊗ (W/W ′)

とすると、この kernelは
V ′ ⊗W + V ⊗W ′

となり、次が完全列 (epsiact sequence)になる。

0→ V ′ ⊗W + V ⊗W ′ → V ⊗W → (V/V ′)⊗ (W/W ′)

C を coalgebra,C ⊃ D, I を subspaceとする。
∆(D) ⊂ D ×Dの時、Dを C の subalgebraという。
この時、(D,∆|D, ϵ|D)が k-coalgebraになる。
さらに I が∆(I) ⊂ I ⊗ C + C ⊗ I, ϵ(I) = 0の時の I を C の coidealという。

9 モース理論 [30][39]

第 3部でモース関数が 0でないヘシアンを持つ非退化な曲線になることをみた。
空間の位相をその関数を通して調べる理論がモース理論である。

無限次元の多様体をループ空間を考えて、有限とみなし位相と測地線の関係を考えていくものである。

前部での微分幾何と関わりが深く、結び目理論と関係して、今後 1つの背景を構成できるものになるだろう。
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9.1 準備

9.1.1 Euler数

　前部で平面図形において頂点の数 V、辺の数 E ,面の数を S として

χ = V − E + S

をつくるとこれは位相不変でオイラー数と呼ばれ、で普通の閉じた閉曲面は 1となった。
これを立体曲面に応用する。ただし、球面のように S2 の境界はない場合を考える。

図のように z方向からこれに直交する平面との接点をみていく。極大、極小の場合は n0 = +1, n2 = +1、鞍

点の場合は n1 = −1という約束をすると穴のない平曲面は新たにオイラー数を

χ = n0 − n1 + n2 = 2

となる。

図 9.1: [39]より

さらに次の図のように穴の数（種数）を gとすると

χ = 2− 2g

は位相不変量であることがわかる。

図 9.2: [39]より g=1の場合
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ここで関数

f :M ∋ (x, y, z)→ z ∈ R

とその勾配ベクトルを z 方向の単位ベクトル e = (0, 0, 1)を接平面 TpM に直交射影して定義する。直交性

から p ∈M から
∇fp = 0

であることがその必要十分な条件になる。このような点を∇f の零点といった。
紛らわしいが、これは f の臨界点 (critical_point)である。
∇f の零点 pに対して整数 νp を

νp =

+1 (extermal point)

−1 (saddle point)

これによってオイラー数が

χ =
∑

νp = 2− 2g

となる。

9.1.2 Horpの定理

　　　次に具体的に境界のある場合を考えよう。

ここでは円板D2 を考える。この境界は S1 である。

D2 = {(x, y) ∈ R2;x2 + y2 ≤ 1}

S1 = {(x, y) ∈ R2;x2 + y2 = 1}

の場合を考える。

　式 9.2から、ここでは f の臨界点 pにおいて Hessian

Hfp =

(
∂2f
∂x2 (p)

∂2f
∂x∂y (p)

∂2f
∂y∂x (p)

∂2f
∂y2 (p)

)

が正則であるとし、f の臨界点は S1 上にはなく、S1 上では f は定値でしかも最大値をとる。

すると、f の臨界点について

νp =

+1 (detHfp > 0)

−1 (detHfp < 0)

とおくと、全ての臨界点ついて ∑
p

νp = 1 (9.1)

が成り立つ。ここで次元を 1つ増やして z方向に f の値をとる。

R3 内で f のグラフをM とすると

M =
{
(x, y, z); (x, y) ∈ D2, z = f(x, y)

}
とおけるから、関数

M ∋ (x, y, z)→ z = f(x, y) ∈ R

としてこれを f̂ で表すことにする。すると、f̂ の零点 p̂は f の零点 pによって

p̂ = (p, f(p)) = (p, 0)
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のように持ち上げて考える。すると次が成り立つ。∑
p

νp =
∑
p̂

νp̂

∑
p̂

νp̂ = n0 − n1 + n2 = 1

これらはさらに一般的な図形に足しても成立し、Horpの定理として知られている。Xがコンパクトな曲面
M 上のベクトル場で、零点が全て孤立していればX の各零点 pに対して∑

p

IndpX = χ(M)

である。

9.1.3 不動点定理

　ある集合 S から集合 S への写像 hに対して、h(p) = pとなる元の p ∈ S を不動点 (fix_point)という。
Brouwer によって写像

h : D2 → D2

については必ず不動点があることが次のように示された。

背理法をもちいて、hが不動点をもたないと仮定する。

点 p ∈ D2は h(p)と異なる点だから h(p)と pを結ぶ線分が定まり、線分と境界 S1との交点 r(p)が決まる。

図 9.3: [39]より不動点定理

写像 r : D2 → S1 は連続であることから rは次の性質を持つ

p ∈ S1

に対して

r(p) = p

一方で、D2 は連続変形で S1 にはならない。これから連続関数 r : D2 → S1 は存在しない。

よって不動点をもたないとした仮定が間違いだということになる。
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9.1.4 Hesse行列

　多様体の幾何学的な構造を解析するのにMorse関数は有用である。
特に次の節で紹介する Hesse行列の負の固有値の数であるモース指数は重要になる。
2変数の実数値関数 z = f(x, y)を考える。xy平面上の一点 p0 = (x0, y0)についてｚがｆの臨界点であると

は次を満たす時である。

時間の連続性
∂f

∂x
(p0) = 0

∂f

∂y
(p0) = 0

また 2次導関数が 0

f ′′(p0) = 0

である時を退化している臨界点といい。それ以外が非退化な臨界点になる。

退化しているとき、その関数は 1次導関数が 0になるだけの場合にくらべさらにつぶれた図形になる。
これを 2変数以上でしかも座標系に依存しないようにしたのが次のヘシアン行列である。

Hf (p0) =

(
∂2f
∂x2 (p0)

∂2f
∂x∂y (p0)

∂2f
∂y∂x (p0)

∂2f
∂y2 (p0)

)
(9.2)

このヘシアンの行列式が 0でなければ一般に非退化な臨界点になる。

9.2 Morse関数

9.2.1 定義

　いよいよ、今後重要になる、モース関数をここで説明する。

簡単にはある、立体をつるして、水面に近づけていき、その接点を見ていこうというものである。

曲面Ｍ上の関数 f

f :M → R (9.3)

の臨界点がすべて非退化であればｆをMorse関数という。
M が閉曲面であれば f の臨界点は有限個である。

　はじめに有限次元の多様体M を考え、このM 上の関数 f を局所的にみる。

この時、f の pでの微分が 0でなければ p点回りのM の座標系をうまく選べば、

f(x1, · · ·xn) = xn

となるようにすることができる。

df = 0となる点のことを臨界点 (criticul point)とする。
臨界点周りの f の様子は次のような Heesianを考えるとわかりやすかった。

Hf (p0) =


∂2f

∂x1∂x1
(p0) · · · ∂2f

∂xn∂x1
(p0)

· · · · · · · · · · · ·
∂2f

∂x1∂xn
(p0) · · · ∂2f

∂xn∂xn
(p0)


pが臨界点である時、この Hessianは共役の数たけ異なる、これは別の座標系 (y1, · · · yn)
で計算したヘッセ行列が (

∂2f

∂yi∂yj

)
=t
(
∂yi
∂xj

)(
∂2f

∂xi∂xj

)(
∂yi
∂xj

)
であるから非退化であることはヘッセ行列が可逆でないといけない。
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9.2.2 モース指数

　非退化な臨界点 pにおいて座標系を適当にとると

f(x1, · · · , xn) = −
k∑
i=1

x2i +

n∑
i=k+1

x2i

とすることができ kをモース指数 (Morse_Index)という。この kはヘッセ行列の負の固有値に等しい。

例えば図左のモース指数は

p1 = 2, p2 = 2, q = 1, r = 0

である。

これは、この図形の下に水面ががあって、図形を水面に近づけ、接触した点が rで指数 0、さらに下げていっ

て鞍点に達した,　
点が qで指数は 1、さらに水没し、水面と接するピーク pがあれば指数が 2である。

これらの指数によって図形が分類できるようになる。

図 9.4: [30]より：多様体M に対して、関数 f は高さ（z座標）を対応させる

9.2.3 モース不等式

　次の定理をモースの不等式という。

閉多様体M 上にモース関数 f があり、f の指数 kの臨界点の数が dk とすると、任意の体 Fに対して

rankHk(M ;F) ≤ dk (9.4)

が成り立つ。ただし、Hk は後に扱うコホモロジーである。

例えば上図左では指数が k = 0, 1, 2であったが、これに対応してコホモロジーが 1, 0, 1となる。

右辺の臨界点の数は 1, 1, 2となり、成立している。

これが第 5部で扱ったリーマン計量を使って証明ができる。
リーマン計量は Tp(M)⊗ Tp(M)→ Rで点 pに滑らかに依存する正定値 gM,p で得られた。

モース関数 f の勾配ベクトル場がこれに対応して、任意の接ベクトルX に対して、

gM,x(gradxf,X) = X(f)(x)

が成り立つとする。また、勾配 −grad f は 1パラメタ変換群をつくるので、これを ϕt とする。

すると、開始点での微分係数が勾配になるとして、任意の x, t0 について

ϕ0(x) = x
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Dϕt(x)

dt
|t=t0 = −gradϕt0(x)f

が成り立ち、次で臨界点 pにおける ep を次で定義する。

ep ≡
{
x ∈M | lim

t→−∞
ϕt(x) = p

}
この時、次の定理が成り立つ。

• pのモース指数を kとすると ep はRk に同相になる。

• ēp を ep の閉包とすると、ēp で ēp − ep を 1点につぶしたものは k次元球面 Sk に同相になる。

図 9.5: [30]より：ep で分解した様子；ベクトル場の向きに依存する

これは上図のように各臨界点からのベクトル場を見て、切断する q点は輪になるが点 rは除外し、r点、1点
にわける。

これは後の k次元 CW複体への分解をあらわしている。
実数 c0 < c1 · · · < ck < · · · cn として、臨界点 pが指数 kの臨界点であれば f(p) < ck となるように選び

Mk = {x ∈M |f(x) < ck}

とおく。コホモロジ-を用いて、次が言えれば定理が説明される。

H∗ (Mk,Mk−1;Z) =

0 k ̸= ∗

Zdk k = ∗

切除同型定理から指数 k − 1の内側と境界を覗いたものと同型になる。

H∗ (Mk,Mk−1;Z) ≃ H∗ (Mk − IntMk−1, ∂Mk−1;Z)
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つまり、次の図のようにMk − IntMk−1 で ∂Mk−1 を 1点につぶすと dk 個の n次元球面 Sn を 1点ではっ
たものになる。

図 9.6: [30]より：コホモロジー同相

これも最初のように立体図形に水に沈めるイメージで考えると指数 0の点 rより多く入れると、円板と同相

になる。

次の指数 1の q点をすぎると持ち手のあるかごと同相になる。最上点 p1を過ぎてしまえば球と同相である。

9.2.4 ポアンカレ予想

ポアンカレが出した次の課題がある。

　単連結な n次元閉多様体M が球面と同じホモロジーを持つなら、球面とM は同相になるか。

スメイルがこの問題に次元が nが 5以上の場合に解決を与えた。この解決にモース関数が使われたのである。
これは先の図 2.1の左のような図形が、右のように変形できれば臨界点が 2つにへり、球面と同相になる。
この変形は次の図のように p1 と q がくっついてキャンセルできる。これのキャンセルが成立するためには

次の条件があいる。

• pのモース指数=qでのモース指数+1

• pと qを結ぶ −grad f の積分曲線は 1本存在する。

例えば次の図のように先の図 2.1の pと qがこの関係を満たすので pと qを結ぶ−grad f の曲線に沿って f を

変形していける。

これはでこぼこをなおしていく操作で、局所的な曲率の変化を最小にしていく。
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図 9.7: [30]より：pと qを結ぶ積分曲線でつぶしていく

9.2.5 交叉解消定理

　前節でみたようにでこぼこを修正するための操作には 2つの条件があった。ところがこれだけでは必要十
分になれない。

そこで、この操作を次の図のような絡み目の解消として考えてみる。

まず、臨界点 pについて、安定多様体を Sp、不安定多様体を Upとする。−grad f が引き起こす 1パラメタ
変換群を ϕt とすると

Sp =
{
x ∈M | lim

t→∞
ϕt(x) = p

}

Up =

{
x ∈M | lim

t→−∞
ϕt(x) = p

}

図 9.8: [30]より:横断的な交叉；符号をつける。
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と定義すると、Up は前節の ep と同じものになる。多様体の次元を n、臨界点のモース指数を k とすると、

Sp は n− k次元、Up は k次元になる。そこで、f(p) > c > f(q)となる cを 1つとり、

N = f−1(c)

とおく、必要なら cを取り換えて、N が部分多様体になるようにする。

今度この部分多様体N をある意味都合良く登場させる。

Up、Sq は図のように、N と横断的に交わる。

上図のように交叉する時の向きで符号をつけると。交叉符号の和が 0になるように交叉が解消できる。

Sq(c) = N ∩ Sq,Up(c) = N ∩ Up とおく。

dimUp(c) = k − 1

dimSq(c) = n− k

Sq(c),Up(c)の定めるホモロジー類のN で交点数を次のように定義する。

[Up(c)] · [Sq(c)] ∈ H0(N)

結局これは交叉を解消し、

±1

をとる。交点数については後章で詳しく述べる。

9.3 無限次元

9.3.1 6次元以上の多様体

以上から次のようなホイットニーによる交叉解消定理を示すことができる。

極めて想像が難しい、5次元以上の多様体をここでは考える。
N は単連結な 5次元以上の多様体とする。これの向き付け可能な部分多様体をX1,X2 とする。

この時の次元は

dimN = dimX1 + dimX2

とし、交点数を次のようにおく。

s = [X1] · [X2]

この時、X1, X2 をアイソトピー (isotopy)で動かして、交点数が |s|となるようにできる。
これをモース理論の用いる。多様体M について π1(M) = 1とし、

[Up(c)] · [Sq(c)] = ±1

と仮定する。この時、Up(c), Sq(c)を isotopyで適当に動かすと 2つの部分がただ 1点で交わるようにできる。
これから、isotopyに沿ってこのモース関数 f を変形し、安定多様体と不安定多様体がN 上で一点で交わる

ようにできる。

これはモース関数に対して pと qを結ぶ積分曲線がただ 1本存在することになる。
　これが前節のモース関数を変形して pと qをキャンセルすることができる。

つまり、p,qが f の臨界点の組で

• pのモース指数=qでのモース指数+1

• pと qを結ぶ −grad f の積分曲線は 1本存在する。

が成り立てば、多様体M が 6次元以上で、M は単連結なら f を変形して p, qをキャンセルできる。
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9.3.2 スメイルの条件

M を境界N+ ∪N− を持つ、コンパクト多様体とし、

f :M → [0, 1]

をM 上のモース関数で

f−1(0) = N−, f
−1(1) = N+

を満たすとすると、6次元以上の多様体で次の条件を満たせば f を変形して臨界点がないようにできる。

1. M,N± は単連結

2. 埋め込みが誘導する写像H∗(N−;Z)→ H∗(M ;Z)が同型になる。

　これをスメイルの条件という。

これからスメイルが 6次元以上の閉多様体について、ポアンカレ予想が成り立つことを次のように説明した。
まず、M 上のモース関数 f でただ 1つの点 pで極小値をとり、また、だだ 1つで点 q で極体値をとるよう

な図形をつくる。

次に ϵ > 0を十分小さく選んで

M
′
= f−1 ([f(p) + ϵ, f(q)− ϵ])

必要であれば

f(p) + ϵ = 0

f(q)− ϵ = 1

としてもかまわない。この時M
′
の境界を考えると

∂M
′
= f−1(0) ∪ f−1(1) = Sn−1 ∪ Sn−1

とできて、M
′
が上の条件 1,2を満たすから

M
′
≃ Sn−1 × [0, 1]

と可微分同相である。よってこの条件より弱いM は Sn と同相である。

非常に簡単にポアンカレ予想が示されたわけである。

　

9.3.3 測地線

　　 Ω(M)をループ空間 S1 →M への写像全体とする。Ω(M)の元 ℓに対して、その長さを L(ℓ)とする。

この時、L(ℓ)の微分が消える Ω(M)のある元 ℓを測地線とみなせる。

そこで絶対値 1の複素数全体を S1 と書く。

今、有限次元のコンパクト多様体M について S1からM への写像全体を Ω(M)として次のような関数で長

さ Lを定義する。

L(ℓ) =

∫
t∈S1

∣∣∣∣Dℓdt (t)
∣∣∣∣ dt (9.5)

パラメタ tが S1 上で定義されていることに注意する。さらにある局所部分を考えて、

s ∈ (−ϵ, ϵ)のパラメタを持つ Ω(M)の族を ℓs とする。

これは ℓ0 = ℓとなる任意の族 ℓs に対して、微分

dL(ℓs)

dt
|s=0 (9.6)

138



を作ることができる。この微分が 0になれば、この ℓを測地線という。つまり

ℓ(t) = p0 (9.7)

のようにおけば、これは定値測地線になる。

しかし、これ以外に測地線が存在するだろうか。局所的な部分を考えているので、おそらく他にも存在しそ

うである。

そこでこれを示すにため、各 p0 ∈M について式 9.6が 0であれば

dL(ℓs)

dt
|s=0 = 0

となるので ℓ(t) = p0 となる曲線は Lの極小値を与えている。

もし、これら以外に Lに極値がなければ −gradLは次の図のように Ω(M)からM への第 1章であつかっ
た変位レトラクトを与える。

図 9.9: [30]より:変位レトラクト：ベクトル場に沿ってM上に変形ができる。

従って、もし、測地線が式 9.7のみであればM と Ω(M)はホモロジー同型ということになるが、

この場合は S1と S2のよう同型にならない。従って、これから定値曲線以外の測地線が必ず存在することに

なる。

しかし、そのためには Ω(M)がコンパクトでないといけない。そうしないと、極小値以外に極値がなくても

X から極小値を与える、

臨界点全体集合へのリトラクトが存在できない。

例えば次の図では極小値を与える臨界点が 1つであるが、X のホモトピー型は S1 と同じである。

一方で、極値を与える臨界点は S1 型ではなく、可縮である。

従って、X と極小値を与える臨界点全体の集合とはホモトピー同値にならない。

図 9.10: [30]より：極小点を与える臨界点が 1つある。これは S1 とホモロジー同相にならない。
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また、ループ空間 Ω(M)は空間が無限次元なので局所コンパクトにならない。従って、実数 Rに対して

{x ∈ Ω(M)|L(x) ≤ R}

がコンパクトという意味になるためには工夫がいる。無限次元ならではの特性が必要になる。

例えば上図のようなことが起こらないように、前節のスメイルの条件を課すことである。ここでは簡単な例

を見る。

まず、有限次元コンパクトリーマン多様体M とその上の 2点 p, qをとり

Ω(p, q) = ℓ : [0, 1]→M

ℓ(0) = p

ℓ(1) = q

とおく。つまり、ℓは単位インターバルとM 上の点を結ぶ関数である。

さらにループ空間 Ω(p, q)上に長さ Lをつくることを考える。

そして、M 上の p, qを結ぶループ空間上の長さ最小曲線 Lmin が存在することを示したい。

つまり次の定理を示したい。

有限次元コンパクト多様体M 上には 2点を結ぶ最小曲線が存在する。
まず、Ω(p, q) 上での L下限を dとして、Ω(p, q)の元の列を

ℓi(i = 1, 2, 3, · · · )

とするとコンパクトであるから

lim
i→∞

L(ℓi) = d (9.8)

となるようにとれる。{x ∈ Ω(M)|L(x) ≤ R}が任意の実数 Rについてコンパクトで Lが連続ならば、

ℓi の最短線が得られそうだが、これは正しくない。

ここでのループ空間に 2つの位相、C1 位相と一様収束位相があるからである。

これは次のループ曲線のポアンカレ写像の図のように多様体 Σとループ空間の関係を見るとわかる。

図 9.11: 安定・不安定多様体からみる相空間の輸送 より

そこで ℓi の収束部分をみるために ℓi の速度が一定になるようにパラメタを選ぶ。

式 9.5から大局的なパラメタ tを導入して、列 ℓの変化率の大きさから長さ Lを定義したので∣∣∣∣dℓidt
∣∣∣∣ ≡ L(ℓi) (9.9)

のように選ぶことができる。

ℓiの連続性 (Ascoli-Arzela)の定理から、一様収束する部分列が存在し、これを ℓiとおき、極限は ℓminとす

ると
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Lが一様収束位相について連続であるなら L(ℓmin)は最短線になる。

しかし、C1 位相は連続であるが、明らかに一様収束位相は連続ではでない。

ところが、連続ではなくても次成り立つ。

L(ℓmin) ≤ lim
i→∞

L(ℓi) (9.10)

が次のように示せる。ϵを任意の正の数とする。閉区間 [0, 1]の分割を

0 = t1 < t2 < · · · < tN = 1

として、距離関数 d(·, ·)とおくと隣接 ti の足し合わせとの差∣∣∣∣∣L(ℓmin)−
N−1∑
i=1

d (ℓ(ti), ℓ(ti+1))

∣∣∣∣∣ < ϵ

となるものを選ぶと、j →∞とすることで式 9.9から

N−1∑
i=1

d (ℓ(ti), ℓ(ti+1)) = lim
j→∞

N−1∑
i=1

d (ℓj(ti), ℓj(ti+1))

≤ lim
j→∞

L(ℓj)

がとれる。

ところが式 9.8と決めたので L(ℓ) ≤ dである。dが Ω(p, q)上の Lの下限であったのだから

L(ℓmin) = d

となり、この ℓmin が最短線になることになり式 9.10が示された。
つまり、無限遠での列の速さは ∣∣∣∣dℓmindt

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣dℓ∞dt
∣∣∣∣

ここではループ空間上に一様収束位相を仮定した。しかし、考慮が必要なのはこのループ空間には C1 の位

相もあることである。

これから閉多様体M 上のほとんど全ての計量についてM には無限本の測地線がある。という予想がたちそ

うである。

しかし、無限次元の場合でもモース不等式 9.4が成り立つので、各生成元に対して、少なくとも 1つの臨界
点が対応し、

測地線がとれる。下図のように n重被覆写像

f : eit → enit

があり、

ℓ : S1 →M

を閉測地線とすると、これを合成した f ◦ ℓも測地線になる。このような測地線を除いても無限個あるわけ
である。
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図 9.12: [12]より：

9.3.4 調和写像

　次に無限次元モース理論、独特な例を見よう。有限と無限を区別するようなヤン・ミルズ場において重要

になる。

はじめに 2次元多様体 S2 からの写像を

X = {f : S2 →M}

として、f∗ を f の微分で決まる接空間の間の写像とする。

この時、次のような内積 gM を持つ計量行列 gを定義する。

g =

 gM
(
f∗
(
∂
∂x

)
, f∗
(
∂
∂x

))
gM

(
f∗
(
∂
∂x

)
, f∗

(
∂
∂y

))
gM

(
f∗

(
∂
∂y

)
, f∗
(
∂
∂x

))
gM

(
f∗

(
∂
∂y

)
, f∗

(
∂
∂y

)) 
また、2次元多様体としての球面 S2 は次と同相だから

S2 = C ∪ {∞}

x+ iy ∈ C

として、f に依存した、次のような面積関数が定義できる

A(f) =

∫
C

√
det (g)dxdy

このときザックス-ウーレンベックの定理は
Mを単連結閉リーマン多様体とすると、極小曲面で表されるホモトピー類の全体は π2(M)を生成する。

これから 2次のホモトピー群 π2(M)の元とX =
{
f : S2 →M

}
の連結成分が 1対 1に対応する。

ここで π2 はX の接ベクトル場の連結成分の集合に可換群の構造を入れたものとする。
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このもとで極小平面で表される元は π2(M)を生成する。しかし、π2(M)の任意の元が極小平面になるわけ

ではない。

ここに有限次元のモース理論と異なることがおきている。

2次元の平面を考える場合、面積が座標に依存しないので、S2から自身への任意の可微分写像を ϕとすると

A (f ◦ ϕ) = A(f)

が成立する。

ここでDiff(S2)を S2 からそれ自身への可微分写像のつくる群とすると Diff(S2)はX に作用し、

この作用で関数 Aが不変になる。物理的にはラグラジアンからのゲージ変換のようなイメージだろうか。

無次元リー群のような大きな群が大局的に作用していれば都合がいいが、局所ゲージ変換のように、

この場合は Aの臨界点を考えると、この点を Diff(S2)で動かしても、全て臨界点になる。

これは臨界点の各連結成分の次元が∞であることを示す。
いいかえればヘッセ行列の核 (kernel)は無限次元になる。
これは式 9.3を満たすモース関数とみることができなくなってしまう。
これを解決する方法として、文献 [30]で深谷氏は 2つの解決案を示している。
1つはX をDiff(S2) で割って商空間として無限次元多様体を考え、Aはこの上の関数として定義すること

である。

もう一つは Aを少し変形して、g の対角成分のみを引き出し、汎関数とし、物理的なエネルギーにしてし

まう。

E(f) =

∫
C

(
gM

(
f∗

(
∂

∂x

)
, f∗

(
∂

∂x

))
+ gM

(
f∗

(
∂

∂y

)
, f∗

(
∂

∂y

)))
dxdy

とおく。こうおいても面積関数 Aと同じ次元である。

これは第 5部の曲面 Σの第 1基本形式を I として

I : ds2 = Edu2 + 2Fdudv +Gdv2

第 2基本形式を IIとして

II :

2∑
i,j=1

hijdu
iduj = Ldu2 + 2Mdudv +Ndv2 (9.11)

hij :=

2∑
i,j=1

⟨xij , en⟩ =
|xijx1x2|
||x1 × x2||

= −⟨xi, ej⟩ (i, j = 1, 2)

　を定義したのを思い出そう。ここでは、Cのリーマン計量 hi,j をつかうと i = j のみ値をとり、

E(f) =

∫
Σ

∑
i,j

hi,jgM

(
f∗

(
∂

∂xi

)
, f∗

(
∂

∂xj

))
Ω

とできる。ただし、Ωは一般的な体積要素で、m次微分形式であれば

gij = g

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)

ΩM =
√
det (gij)dx

i ∧ · · · ∧ dxm

hi,j = h−1
i,j = 1 (i = j)
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である。

この時、面積関数とエネルギーの間に次の関係がなりたつ。

A(f) ≥ E(f)

等号が成立するのが、

gM

(
f∗

(
∂

∂x

)
, f∗

(
∂

∂x

))
= gM

(
f∗

(
∂

∂x

)
, f∗

(
∂

∂y

))
= gM

(
f∗

(
∂

∂y

)
, f∗

(
∂

∂y

))
= 0

となるときのみで、この時、接空間での引き戻し f∗ を用いて、次のようにかける。

f∗gM = c · h

これは第 8部で触れる共形変換になっている。第 8部のWeyl変換のところでは c = e2σ とおいた。今後よ

く利用されるが

S2 の標準的な計量を C = S2 − {∞}に制限したものと Cの 2次元ユークリッド空間の間にはこうした変換
がある。

ここで重要なのは定義域が 2次元なので次の定理成り立つ。
S2 上の任意の計量 hに対してDiff(S2)の元 ϕが存在して、ϕ∗hは S2 の標準計量のスカラー倍である。

これは、例えば高速で運動する系内と比較した運動方程式を考えればよい。

さらに次のような単純な構造があることを示す。

1. 2次元多様体の場合、計量の共形類と複素構造には 1対 1の対応がある。

2. S2 上の複素構造は一意である。

これら共形的な構造については第 8部で詳しく扱う。ここではモース理論を考えると
この定理から、面積関数の極小値 A(f)は各 f ◦ ϕが共形的であるようにDiff(S2)の元 ϕが選べるので

A(f) = A(fϕ) = E(fϕ) ≤ E(f)

が成り立つことになる。これから次の定理がいえる。

f : S2 →M に対して f が E の極小値であることと f が Aの極小、共形的であることは同値である。

これから Aの極小を与える任意 f に対してDiff(S2)の元を合成して共形的にできる。

このようにエネルギー E の極小値を与える f を調和写像 (Harmonic map)という。
重要な役割をしているが抽象的であったDiff(S2)の役割を S2からそれ自身への共形写像の群が果たすこと

になる。

これは第 8部の 2次元共形変換でも扱うが、第 1部で扱ったメビウス変換の複素版になり

PSL(2;C) = SL(2;C)/{±1}

と同型で、z ∈ C ∪ {∞}として [
a b

c d

]
· z = az + b

cz + d

よってエネルギー Eを使うことで有限次元の群 PSL(2;C)を扱えばよいことになり、取り扱いが楽になる。
2次元空間からの写像空間を相空間とし、エネルギー、面積をラグラジアンとする場の理論はシグマモデル

(σ-model)と呼ばれる。Diff(S2)はこのモデルのゲージ変換群に相当する。

そこでザックス-ウーレンベックの定理を考える。
これはリーマン多様体での小曲面で表されるホモトピー類の全体は π2(M)を生成するというものであった。

これは f0 とホモトピックな調和写像があるかという問題になる。そこで

C = inf {E(f)|f ∼ f0}
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とおく。この問題は f0 とホモトピックな写像列 fi が

lim
i→∞

E(fi) = E(f)

となるものを選んだ時、fi が収束部分列を持つかが問題になる。

この時の収束の仕方が、一様なのか、C1 収束なのかは問題だが、より弱い一様収束でよしとする。

そこで fiϕi が一様収束するような ϕi ∈ PSL(2;C)が存在するかが問題になる。
これが存在しないことを以下で示す。

S2 × S1 に直積リーマン計量を入れたものを 2つ用意し、次の図のように、これを細いチューブ

S2 × [0, 1]

でつないだものをM とおく。

図 9.13: [30]より：

これは球面が Zのホモロジー類であったから

π2(M) ≃ Z⊕ Z

で 2つの S2 が生成元になっている。(1, 1)型のホモトピー類を考える。

このホモトピー類に含まれる S2の面積は標準的な計量を入れた S2の面積の 2倍以上になると考えられる。
従って、iが大きいと fi の像は、下図のよに、それぞれの S2 × S1 の中の S2 から小さい円板を除き、

それらの S2 × [0, 1]に含まれる S1 × [0, 1]でつないだものになっていると考えられる。

すると、fi の像の極限は 2つの S2 とそれを結ぶ曲がった線分の和集合になる。

これは確かに、従って、fi を PSL(2;C)と合成しても収束部分列は存在しない。
よって前節の定理：有限次元コンパクト多様体M 上には 2点を結ぶ最小曲線が存在する。
を示した時のように簡単にいかない。

図 9.14: [30]より：

それでもザックス・ウーレンベックは次の内容を証明した。

次を満たす fi に対して、

lim
i→∞

E(fi) = E(f)

有限個の S2 の点 x1, · · · , xn が存在し、fi は

S2 − {x1, · · · , xn}
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でコンパクト一様に収束する部分列を持つ。

先と同じよに上図で fi を PSL(2;C)の元で動かす。これは共形変換を満たした。
まず、次のようにノルムを 1で固定し、点 pを出発する。fi∗ は fi のヤコビ行列とする。

この移動を

fi(0) = p, ||fi∗(0)|| = 1

となるようにすると、fi は一点を除いて、コンパクトに一様収束する。

その極限が 2つの S2とそれを結ぶ曲線の和集合の中で、左側の S2から曲線の付け根部分が除かれるたもの

になる。

次に fi を共形変換で動かして、

f
′

i (0) = q, ||f
′

i∗(0)|| = 1

となるような f
′

i をとる。

すると同様に f
′

i も一点を除いてコンパクトに収束し、S
2 とそれを結ぶ曲線の和集合の中で、右側の S2 か

ら曲線の付け根部分が除かれるたものになる。

これは p点を基点とした列 fi の立場から見れば f
′

i の極限に当たる S2 が無限遠方で飛び出すと見ることが

できる。

このような現象をバブル (bubble)という。この時、

E
(
lim
i→∞

f
′

i

)
+ E

(
lim
i→∞

fi

)
= lim
i→∞

E(fi) = lim
i→∞

E(f
′

i )

が成り立つ。これがバブルとなるのは、基点をずらして、共形変換で写していくと、極限が異なったものが

得られ、

fi はそれらの破片にちぎれている。しかし、破片のエネルギーの総和は fi のエネルギーの極限になる。

つまり、ちぎれた破片が fi の極限全体をつくる。

これから次の定理が成り立つ。

f をD2 − {0} = {z ∈ C|0 < |z| < 1}からコンパクト多様体への調和写像として、そのエネルギーは有限と
する。

この時、f はD2 からの調和写像に拡張される。

この定理はリーマンの拡張定理

D2 − {0}上の有界な正則関数はD2 上の正則関数に拡張する。

を一般化したものである。この定理を使い部分列の極限が S2 からの調和写像に拡張されている。

このように fiの極限が有限個にちぎれる。いうならばエネルギーに極小値を与え、空間に、無と有を区分し

ていくことになる。

fi のホモトピー類を考えるなら調和写像のホモトピー類の和を考えればよいことになる。

これは後章でモジュライ空間のコンパクト化として考察をする。

このように有限次元には見られないことが無限次元のモース理論にはおきる。

物理で重要なヤン-ミルズ場、概複素曲線、アインシュタイン計量、自己双対計量、定平均曲率などの変分問
題に共通して見られる現象である。

10 ド・ラームの定理

ホモロジーやコホモロジーの多様性は距離の概念がなく、大雑把に変形できるところにあった。

しかし、物理では距離や時間の概念を入れて実物体を考察していく必要がある。

そこで、ホモロジーに計量を持たせて、積分できるような体系を持たせたい。
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10.1 微分形式上の積分

　 n次元可微分多様体上で積分を考えよう。r単体 σ上では r形式 ωの積分
∫
σ
ωが定義された。

鎖体を

δ = a1σ1 + · · ·+ amσm

を考えると、この鎖体上の積分として∫
δ

ω = a1

∫
σ1

ω + · · ·+ am

∫
σm

ω

が定義できる。

ここで δ ∈ Br(M,R)とすると、ある γ ∈ Cr+1(M,R)から

δ = ∂γ

と表すことができるからストークスの定理から∫
δ

ω =

∫
∂γ

ω =

∫
γ

dω

となる。特に ω ∈ Zr(M,R)であれば、dω = 0だから∫
δ

ω = 0

となる。従って δ1, δ2 ∈ Zr(M,R)で δ1 − δ2 ∈ Br(M,R), ω ∈ Zr(M,R)であれば∫
δ1

ω =

∫
δ2

ω

となる。ここで δのホモロジー類を [δ]と書くことにする。

ホモロジー群の元として [δ1] = [δ2] ∈ Hr(M,R)に対して∫
[δ1]

ω =

∫
δ2

ω

が定義できる。これは ω ∈ Zr(M,R), δ ∈ Hr(M,R)であれば積分∫
δ

ω

が定義できることを示している。

そこで微分形式の考えからド・ラームコホモロジーの元をホモロジー上で積分することは興味深い。

前節で ω = dθであれば完全形式であるとした。そこで ωは 1形式、1階の微分方程式

ω = P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0 (10.1)

で表す。微分で書き換えると
dy

dx
= −P (x, y)

Q(x, y)

これを解くために次のような関数 ϕ(x)を考える。

定理 20. 積分可能条件
第 2部でもふれたが一般に ωがであればある関数 ϕ(x)が存在し、ω = dϕとかけることである。すなわち、

dϕ(x, y) = P (x, y)dx+Q(x, y)dy

である。これは積分可能 (integrable)ともいう。
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この時、ϕ(x, y) = Constが式 10.1の解となるので積分可能条件

∂P (x, y)

∂y
=
∂Q(x, y)

∂x

が成り立つ。

積分には前章でのドラーム複体を用いて

定理 21. ド・ラームの第一定理
p-輪体 cp 上の p-閉形式の ωp の積分を周期 (period)という。ここでは per(cp)で表し、

per(cp) =

∫
cp

ωp

と表すことができる。ここで閉形式 ωpが完全であるための必要十分条件は全ての周期が 0になることである。
これをド・ラームの第一定理という。

さらに

定理 22. ド・ラームの第二定理
各 p-輪体 cについて実数となる per(c)が存在し、次の条件を満たすとする。∑

i

aici = bounary →
∑
i

aiper(ci) = 0

この時、M 上の閉形式 ωが存在し、はじめに指定された per(c)を周期に持つ。

per(c) =

∫
c

ω

これをド・ラームの第二定理という。

具体的に第一定理を見てみる。

周期の例として次のような力学的な保存力 Fを考える。

V (x) = −
∫ x

x0

∑
i

Fidx
i

この積分は端点のみに依存し x0 ∼ xの経路に依存しない。従ってこれが周期として∫ x

x0

ω =

∫ x

x0

∑
i

Fidx
i (10.2)

とかける。この時、全ての閉曲線 cについて ∫
c

ω = 0 (10.3)

が成り立つことでもある。この条件は ωの完全形式

ω = −dV (10.4)

と表される。次に ωが保存力の場になるための制限を考えると

1- 形式 ωの 1-輪体 c上の積分を

(ω, c) =

∫
c

ω (10.5)
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とおき、前節のストークスの定理を用いると同値類 [ω], [c]に拡張できる。つまり

[c] ∈ H1(M)

であるから対応して [ω]を元とする群を 1次コホモロジー群とし、式 7.10からH1(M)で表す

[ω] ∈ H1(M)

式 10.5の右辺が実数であるからこれは次のような写像である、

(ω, c) = H1(M)×H1(M)→ R

この時、完全性の条件式 10.3が成り立つことは空間M が 1点に連続変形可能であることであるから

H1(M) = 0

である。よって ω = −dV が成り立つことがこの明快な結論を得たわけであるが、こうした例が物理には多
くある。

例えば電磁気学のアンペールの法則は式 10.2に変えて∫
c

ω =

∫
c

∑
i

Hidx
i = I

のように電流に対応する。この場合は 0ではないので 1点に連続変形ができない。

H1(M) = R

これらはさらに高次に拡張され、p階テンソルのように

(ωp, cp) =

∫
cp

ωp = Hp(M)×Hp(M)→ R

と対応する。

10.2 調和積分論 [30]

第 2部で取り上げた多様体上の k次微分形式 ωは局所座標 (x1 · · · , xm)

定義 71. 多様体上の k次微分形式

ω =
∑

i1···ik,j1···jk

fi1···ik det


∂xi1

∂yj1 · · · ∂xik

∂yj1

...
. . .

...
∂xi1

∂yjk
· · · ∂xik

∂yjk

 dyj1 ∧ · · · dyjk
さらに

定義 72. 外微分作用素
外微分作用素 d : Ωk(M)→ Ωk+1(M)とは

d
(
f dxi1 ∧ · · · ∧ dxik

)
=
∑ ∂f

∂xj
dxj ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik

で定義された。
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また重要な性質として

dd = 0

となるので次のチェイン図

0→ Ω0 d−→ Ω1 d−→ · · · d−→ Ωm−1 d−→ Ωm → 0

が成り立つ。

これからドラームの定理をホモロジーで示すと次のようになる。

定理 23. ドラームの定理
これに式 7.10から次のような関係が成り立つ。

Hk
dr(M ;R) =

ker : Ωk → Ωk+1

Imd : Ωk−1 → Ωk
(10.6)

このコホモロジーが多様体のコホモロジーと一致するのがドラームの定理である。つまり

Hk
dr ≃ Hk (10.7)

となる環同型が存在する。

ここでHk
dr の環構造は微分形式のかけ算に依存する。そこで次の調和積分論が重要になる。

つまり、元々長さのないホモロジーの考えに計量を与えることをする。

これは多様体上のラプラス方程式の解を考えていくことになる。

多様体上にリーマン計量を入れることを考える。この計量が入るとホッジ作用素 ∗が次のように決まる。
k次微分形式の空間を Λk(M)として、gはその内積とする。つまり、

g
(
dxi1 ∧ · · · dxik , dxj1 ∧ · · · dxjk

)
= det


gi1j1 · · · gi1jk

...
. . .

...
gikj1 · · · gikjk


ただし、

gij = g

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
である。

次に微分幾何でも定義した体積要素を次で定義する。m次微分形式を用いて、向きを保つ座標系として

ΩM =
√

det (gij)dx
1 ∧ · · · ∧ dxm

また、正規直交系を使うとm次微分形式は

ΩM = e1 ∧ · · · ∧ em

と表すことができた。

ここで 2次形式
Ωk(T ∗

p (M))⊗ Ωm−k(T ∗
p (M))→ Ωm(T ∗

p (M)) = R

が非退化であるから u ∈ Ωk(M)に対して余次元は ∗u ∈ Ωm−k(M)として、

内積の定義から

v ∧ ∗u = g(v, u)ω (10.8)

が任意の v ∈ Ωk(M)に対して満たされる、ただ 1つの微分形式として定めることができる。
また、

α ∧ β = (−1)degα deg ββ ∧ α
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から

u ∧ ∗u = (−1)deg u(m−deg u) ∗ u ∧ u

となるので、2回ホッジ作用素をつかうと

∗ ∗ u = (−1)deg u(m−deg u)u

となることがわかる。

Λk(M)上に L2 内積が次のように定義できた。

⟨u, v⟩L2 =

∫
M

g(u, v)ΩM

この L2 内積について外微分作用素 d、共役作用素 δとすると次が成り立つように δを決める。

⟨du, v⟩L2 = ⟨u, δv⟩L2 (10.9)

これは内積を作るベクトルは共変、反変のように、対称ではないことによる。

さらに、ここではある隣接した次数の微分形式が重要になる。

第 4部で共役微分演算子を次のように定義した。

定義 73. 共役微分演算子 (co-differential oprator)δを定義する。
k形式の ωにホッジ作用素 ∗を作用させると n− k形式になるので

∗ ∗ω = (−1)(n−k)kω (10.10)

となる。δωは dωが k + 1形式だから k − 1形式になるべきである。そこで

∗ωが n− k 形式、d ∗ ω が n− k + 1形式、∗d ∗ ωが k − 1形式になるので

δω = (−1)nk+n+1 ∗ d ∗ ω (10.11)

と書ける。

式 10.9は次のような u, vでなければ変分作用素と共に内積を作ることはできない。

定理 24. 共役微分の定理 1

u ∈ Ωk(M), v ∈ Ωk+1(M)

従って、次が成り立つ。

d(u ∧ ∗v) = 0

この時、ホッジ作用素の性質から次も成り立つ。

δ = −(−1)deg u·m ∗ d∗

Proof. 実際に確かめてみると、
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式 10.8から ∫
M

g(du, v)ΩM =

∫
M

du ∧ ∗v

=

∫
M

d(u ∧ ∗v)− (−1)deg u
∫
M

u ∧ d ∗ v

= −(−1)deg u·m
∫
M

u ∧ ∗ ∗ d ∗ v

= (−1)deg u·m
∫
M

g(u,− ∗ d ∗ v)ΩM

=

∫
M

g(u, δv)ΩM

とかくことができるので定理が示された。

この演算子を用いるとラプラス演算子が簡単に次のように定義できる。

定義 74. ラプラス演算子

△ := dδ + δd (10.12)

ラプラス演算子は第 1部、第 4部でみたように、物理にとっては重要な演算子で、それが共役微分演算子の
交換積で表現されていることはとても興味深い。

第 4部でみたように、この対称性からラプラス演算子は k形式を k形式に写す。例えば関数 f(C0)に作用さ

せると

△f = − 1
√
g

∂

∂xi

(
gij
√
g
∂f

∂xj

)
また電磁場は次の 2つの関係式にまとめることができた。

∂µFνρ − ∂νFµρ = 0

∂µFµν = 4πjν

そこで次のように 1形式と 2形式で改めて場の量を定義すると

F =
1

2
Fµνdx

µ ∧ dxν

J = Jµdx
µ

さらに外微分を作用させると

dF =
1

2
∂µFµρdx

µ ∧ dxν ∧ dxρ = 0

となる。つまり、これまでのホモロジー的にみれば境界の境界をとったわけだ。

一方でこの dF に共役微分演算子を作用させると 1形式が次のように得られる。

δdF = ∂µFµνdx
µ = 4πjνdx

ν = 4πJ

これは 0でない。境界面に直交した流れを表している。
また、

152



定義 75. 調和形式
調和 k形式 (harmonic k form)の作る空間を

Hk(M ;R) = {u ∈ Λk(M)|∆u = 0}

とする。

この時、式 10.6から次の定理が成り立つ。

定理 25. ド・ラーム同型 2
調和 k形式とド・ラーム k形式は同型になる。

Hk(M ;R) = Hk
dr(M ;R)

これを示すためにまず次の補題を示す。

補題 1. 調和形式

Hk(M ;R) = {u ∈ Λk(M)|δu = du = 0}

Proof. ラプラシアンの定義式 10.12から明らかに

du = δu = 0⇒ ∆u = 0

である。

次に、逆を示せばよい。そこで、∆u = 0とすると

⟨u,∆u⟩ ≡ 0

また、演算子を左から作用させて、⟨δu, δu⟩ , ⟨du, du⟩は 0以上でないといけないが、

⟨u,∆u⟩ = ⟨u, dδu+ δdu⟩

= ⟨δu, δu⟩+ ⟨du, du⟩

= 0

となるので

du = δu = 0

である。

補題がいえたので、次に Ωk(M)の L2 ノルムについて完備化を L2
(
Λk(M)

)
と書く。

後で説明するように d, δは L2
(
Λk(M)

)
の間の非有界作用素に拡張され、次のような L2 内積について分解

ができる。

定理 26. ホッジ-小平の分解定理

L2
(
Λk(M)

)
= Imd⊕ Imδ ⊕ ker∆

Proof. まず、3つの空間が直交していることをいう必要がある。

⟨du, δv⟩ = ⟨ddu, v⟩ = 0

u ∈ ker∆⇒ u ∈ ker δ ⇒ ⟨u, dv⟩ = ⟨δu, v⟩ = 0
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から

Imd ⊥ Imδ, ker∆ ⊥ Imδ, Imd ⊥ ker∆

である。よって空間 L2
(
Λk(M)

)
をこの 3つの空間で張られていることがいえればよい。

u ∈ L2
(
Λk(M)

)
が 3つの空間いずれにも直交するとする。すると、任意の

v ∈ L2
(
Λk−1(M)

)
に対して

⟨u, dv⟩ = 0

だから式 10.9より、⟨δu, v⟩ = 0が任意の v ∈ L2
(
Λk−1(M)

)
に対して成り立つ。よって

δu = 0

となる。同様に任意の v ∈ L2
(
Λk+1(M)

)
に対して

⟨u, δv⟩ = 0

となるので

du = 0

となるから

∆u = 0

でないといけなくなる。しかし、uはHk(M ;R)に直交すると仮定したので u = 0となる。

これにより、

次によってド・ラーム同型 2の定理Hk(M ;R) = Hk
Dr(M ;R)の証明ができる。

Proof. ド・ラーム同型 2

ker d = Imd⊕ ker∆

を言えばいいが

ker d ⊇ Imd⊕ ker∆

は明らかなので

u ∈ Imδ ∩ ker d

とすると

δδ = 0

と調和形式の補題から

u ∈ ker δ ∩ ker d = ker∆

よって、先のホッジ-小平の分解定理から u = 0であり、

ker d ⊆ Imd⊕ ker∆

となる。よって

ker d = Imd⊕ ker∆
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深谷氏はこの議論の不十分なところが 3つの関数空間が閉部分空間かどうかがわからない点として指摘して
いる。

つまり、ここで示されたのは

Imd⊕ Imδ ⊕ ker∆ = L2
(
Λk(M)

)
である。

11 結び目理論 [38]

　ここでは結び目の基本理論について学ぶ。ひもが結ばれるかいなかは実際のひもで古くから問題になって

いた。また、ロープの結び方も多様にある。日本にも組紐と呼ばれる伝統工芸がある。1984 年に Jones 多項
式が発表されると、この結び目は量子場にも応用されるようになる。

もちろん、名のごとく超弦理論に応用されていく、結び目というのは 3次元空間がないとできないが、これ
を 2次元に写して考える。しかし、単に平面にしてしまえば、上、下の区別がなくなるが、これを与えて、近
2次元のように考えていくことが特徴である。こうした考えは位相的に自由度を与えて、前部のファイバーと
ホモロジーの考えを融合させていく。今後の理論物理にとっても重要な内容がひもに絡まっているのである。

11.1 ビオ・サバールの法則

第 5部の電磁気でアンペールの法則∫
S

dS · ∇ ×B =

∮
C

dr ·B = µ0

∫
S

dS · J = µ0I

さらに、ビオ・サバールの法則を次のように導いた。

dB =
µ0

4π

Ids× r

r3

これは下図のように、電流と磁場のループ C1, C2 が絡まっていないと値を持たない。

図 11.1: 絡まるループ

ビオ・サバールの法則を次のように書き直す。C2のような電流がつくる磁場を C1のループで積分し、次元

を単純化して

L =
1

4π

∫
C1

∫
C2

(y − x) · (dx× dy)
|y − x|3

となる。これは dx, dyの張る面積ベクトルと x,yの差ベクトルとの内積だが、これを C1と C2の絡み数と

定義できる。

他にも、絡み数を定義できて、これらが不変量として扱うことができることがわかってくると、物理との関

連が見えてきそうである。
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11.2 導入

観測の理論においても普通はより高次な空間に観測者をおいて、物体を見る。第 5部でファーバーみたが、
これも多様体の埋め込みにより、その射影された像を観測者と共有できる空間として重要であった。近年になっ

た、これらを結び目として数学的に扱う方法がある。

つまり、ひもが絡まっているかいないかは、平面の射影からの情報ではえられず、これを空間に持ち上げて

みるとわかる。

　ロープや糸を結ぶ方法については紀元前の古くからしられている。

図 11.2: [38]より

しかし、結び目の理論は比較的新しく、長さという考え方を無視した、トポロジーの例として、最近では素

粒子や有機化学などの分野で応用されている。

結び目の理論は伸縮は自由で極めて平面的にみることができるが次の図のように、射影空間ではなく。曲線

が上か下を通るかを区別する。

図 11.3: [38]より

図において shadowは射影平面である。ところが上段の図が結び目理論の舞台であり、上、下の 2つの自由度
があることに注意する。こうした事情は次の図のように虚数単位を持つ複素空間のリーマン葉に類似している。
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図 11.4: 右が 2つのリーマン葉、負の虚軸に切れ込みがある。

つまり、リーマン葉では図のように半直線にわたって切れ込みを入れるが、結び目理論では交差点に極小の

切れ込みを入れる。

11.3 分割と結合

　結び目となる交差点を除去、あるいは結合する方法として、次の A,B の基本的な方法がある。

図 11.5: 分割、結合則

結び目によって、2層にわかれていることを考慮すると図のように Aと Bは区別される。
単純な射影平面であれば図右の上下の図は回転すれば同型であるが結び目の上下により区別されるため 2つ
の方法を考慮しないと結び目を逆につくることができない。

つまり図の左にみる基本形において上下の違いは複素平面においてA→ Bへの回転に対応した関係になる。

ここで、Aを演算子とみなすと B もまた演算子でありこれらの間の関係として次のように定義する。

A = B−1

また、次の図のように分割されたもの A,B のパターンで結び目に変えることができる。
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図 11.6:

11.4 こよりの理論

　ここでKn でひもにねじりを加えて得られるトーラスリンク (tourus_link_of_type(2,n))として例えば

図 11.7: [38]より

とおくと次の図からKn は A,B型の分離で単純に分けられることができて、B = A−1 として

図 11.8: [38]より

となるので一般に

⟨Kn⟩ = A ⟨Kn−1⟩+A−1(−A3)n−1

が成り立つ。これら一般に次のような数列を満たす。

⟨Kn⟩ = A ⟨Kn−1⟩+ (−1)−1A−3n+2

これから、こより型について次のように具体的に求めることができる。

⟨K1⟩ = −A3

⟨K2⟩ = −A4 −A−4

⟨K3⟩ = −A5 −A3 +A−7

⟨K4⟩ = −A6 −A−2 +A6 −A−10

これから鏡像

L(A) = L(A−1)

になるのは ⟨K2⟩であることがわかる。
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図 11.9: K2 の鏡像

11.5 塗り分け理論

　結び目のある曲線の射影は図のように 2色で塗り分けができる。

図 11.10: [38]より

この塗り分けの問題は結び目を交差点とみなして道路を必ず曲がルールで一筆書きができるかという問題に

なる。

図 11.11: [38]より
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ここで次のように前節の A分割と B 分割を考えると、A分割では領域が結ばれ、B 分割では分けられる。

この影表示を S で表す。

図 11.12: [38]より

これを塗り分けに利用すると、一筆画きされていれば次のように 2つの分割ができ、結局 2色で塗り分けが
可能である。

図 11.13: [38]より

これから次のような規則が導ける。

例えば次の図形を考えよう。

図 11.14: [38]より

この図形を Kとし、これを次のルールで分けた図形を Sとする。

図 11.15: [38]より

ℓ(S)をループの数、V (K)を交差点の数として、高次の場合は

AV (K)(−A2 −A−2)ℓ(S)−1 = (−1)ℓ(S)AV (K)+2ℓ(S)−2

の操作で分けることができる。最高次の係数が (−1)ℓ(S) となる。
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11.6 交点数

向きのあるひも Lを用意する。

単純な結び目には矢印方向に右巻+1と左巻き-1しかない。これを交点数という。

図 11.16: [38]より:交点数

これを全て足し上げたものを絡み数といい次で定義する。

LK(L) =
∑
i

1

2
(N+ −N−)

例えば、次の図のように計算する。

図 11.17: [38]より:絡み数

例えば下図の場合を左上から左周りに計算すると

Lk =
1

2
(−1 +−1 + 1 + 1) = 0

となるので赤と青のひもは絡まず抜けることになる。

図 11.18: 絡み数=0
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11.7 ジョーンズ多項式 [104]

　結び目と絡み目をみてきたがこれらを数学的に表現していく。

円周 S1 を 3次元ユークリッド空間 R3 に滑らかに埋め込んだ像を結び目 (knot)という。
ℓ個の S1を R3に滑らかに埋め込んだ像を ℓ成分の絡み目 (link)という。従って 1成分のみの絡み目が結び
目である。

図 11.19: [104]より：結び目の例 1

また、無限個まで拡張できる結び目として次のトーラス結び目 T とプレッツエル結び目 P がある。

図 11.20: [104]より：結び目の例 2

2つの結び目、もしくは絡み目K,K ′ について、h0 が R3 の恒等写像になるような微分同相写像の族 ht

ht : R3 → R3 (t ∈ [0, 1])

があって、

h1(K) = K ′

となればK とK ′は isotopicといい、変形過程であるである htを isotopyという。簡単には自己交差しない
ように連続変形できればよい。

例えば上図３つ葉と T (2, 3)はイソトピックである。ある写像 I が

I(K) = I(K ′)

を満たすならば、これをイソトピー不変量 (isotopoy_inbariant)という。
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11.7.1 ライデマイスター移動

このイソトトピックで図式のひもを移動する方法としてライデマイスター移動 (Reidemeister_move)があ
り、基本移動は次の 3種類しかない。

図 11.21: [104]より：Reidemeister_move

簡単にはRIは引っ張って伸びるもの、RIIは閉じた円が１つあるものを円の部分を伸ばして、分けられるも
の、RIIIは閉じた円を結び目の反対につくるような移動である。

11.7.2 カウフマン括弧 (Kauffman bracket)

図式Dに対してカウフマン括弧を ⟨D⟩ ∈ Z[A,A−1]として次で定義する。

図 11.22: [104]より：カウフマン括弧

またループと空白については次のように決める。

図 11.23: [104]より：カウフマン括弧

任意の図式Dの交点が k個あると 2k の図式の線形和ができる。

また輪が ℓ個あると図式が
(
−A2 −A−2

)ℓ
に置き換えられる。

これから図式をカウフマン括弧によって次のよう Aの多項式に置き換えることができる。
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図 11.24: [104]より：

第一項はまず図式に Aを 3回かけて結び目を外す。次は Aを 2回かけてはずし、1つは A−1 で横にはずす

括弧になる。

したがって全体で Aが 1回かかる。これは 3パターンある。
次に Aは 1回で A−1 を 2回かけてはずす括弧も同様に全体で A−1 がかかり 3パターンある。
最後に A−3ではずしてある。第 2項からは全て円の基本形に括弧の中がなったので−A2 −A−2を 1つの円
に対応させればよい。

結果この 3葉図形を ⟨K3+⟩で表すと

⟨K3+⟩ =
(
−A2 −A−2

) (
−A5 −A−3 +A−7

)
(11.1)

また、この図形の鏡像も同様に計算すると

⟨K3−⟩ =
(
−A2 −A−2

) (
−A−5 −A3 +A7

)
(11.2)

となり、等しくない。しかし、どれも
(
−A2 −A−2

)
の因数を持つ。

この結果は外し型に依存しない。注意すべきは A,A−1 の外し方について足し合わせることである。

手書きになるが基本形をみておく。全て ⟨This.⟩として計算することにする。

図 11.25: 1
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この場合は円が 2つある場合があるので

⟨This1⟩ = A−2
(
−A2 −A−2

)2
+
(
−A2 −A−2

)
+A2

(
−A2 −A−2

)
+
(
−A2 −A−2

)2
=
(
−A2 −A−2

)2 (
A−2 + 1

)
+
(
−A2 −A−2

) (
A2 + 1

)
=
(
−A2 −A−2

) {(
−A2 −A−2

) (
A−2 + 1

)
+A2 + 1

}
=
(
A2 +A−2

) (
A−4 +A−2

)
上の図形を鏡像したものを考えると、次のように異なった結果になる。

図 11.26: 2

⟨This2⟩ = A2
(
−A2 −A−2

)2
+
(
−A2 −A−2

)
+A−2

(
−A2 −A−2

)2
+
(
−A2 −A−2

)
=
(
−A2 −A−2

)2 (
A2 +A−2

)
− 2

(
A2 +A−2

)
=
{(
−A2 −A−2

)2 − 2
}(
A2 +A−2

)
=
(
A2 +A−2

) (
A4 +A−4

)
次に R2移動に相当するものを見てみると

図 11.27: 3

⟨This3⟩ = A2 +
(
−A2 −A−2

)
+A−2 + 1

= 1

となって、R2移動前後で不変である。
では R1の場合を見てみると、次の鏡像 2つの場合、異なる値が得られる。

165



図 11.28: 4

つまり、R1では、何か重みをかけないと、移動の前後で同じにならない。

11.7.3 ジョーンズ多項式

R移動での結び目の不変量になるための方法を考えよう。はじめに重みをつけて不変量をつくる。
前節で見たように RI移動では 1点交点があるので

図 11.29: [104]より：RIのカウフマン括弧

となり

A
(
−A2 −A−2

)
+A−1 = −A3

であり、不変量ではない。

次に RII移動の例を見ると

図 11.30: [104]より:RIIのカウフマン括弧:(fig:R1)

となるので、

A(A+A−1) +A−1(−A3) = 1

これは不変量になる。

次に RIII移動の例を見ると

図 11.31: [104]より:RIIIのカウフマン括弧
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2番目の等式では RII移動で変わらない性質を利用した。
この場合、右の図では

A
{
A(A+A−1) +A−1(A+A−1)

}
+A−1 = A(A2 +A−2 + 2) +A−1

= A3 + 2(A−1 +A)

紙面垂直な軸で 180度回転対称である。

図 11.32: 5

のようになったので、不変量を得るためにまず、次のようにひもに向きを決めることにより前節でも登場し

た正負の交点数 ϵを決める。

図 11.33: [104]より:交点符号規則；右ねじでからめば-、はずれれば+

次のようにねじれ (writhe)を定義する。

w (K) =
∑
p

ϵ(p)

そこで結び目不変になる次の量が定義できる。ある図式Dに対して

LD =
(
−A3

)−w(D) ⟨D⟩

これによって、先の fig:R1を見ると、この重みのおかげで次のように R1でも不変になる。
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図 11.34: [104]より:

この Lを有効絡み目 Lに対して、イソトピー不変量という。

さらに Lに対して、結べ目の向きに対しても不変になるようにジョーンズの多項式を定義する。

VL(t) =
(
−A2 −A−2

)−1 (−A3
)−w(D) ⟨D⟩ |A2=t−1/2 ∈ Z

[
t1/2, t−1/2

]
これが、結び目の分類に使われる。

例えば

K0= の場合、w(D) = 0だから

VK0
(t) =

(
−A2 −A−2

)−1 ·
(
−A2 −A−2

)1 · (−A3
)0 |A2=t−1/2 = 1

K3+= の場合、w(D) = 3だから式 11.1より

VK3+
(t) =

(
−A2 −A−2

)−1 ·
(
−A3

)−3 ·
(
−A2 −A−2

) (
−A5 −A−3 +A−7

)
|A2=t−1/2

=
(
A−4 +A−12 −A−16

)
|A2=t−1/2

= t+ t3 − t4

K3+= の場合、w(D) = −3だから 11.2より

VK3−(t) =
(
−A2 −A−2

)−1 ·
(
−A3

)3 · (−A2 −A−2
) (
−A−5 −A3 +A7

)
|A2=t−1/2

=
(
A4 +A12 −A16

)
|A2=t−1/2

= t−1 + t−3 − t−4

となる。
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11.7.4 スケイン関係式

　 R3 内において 3次元球体内で図のような重なり方ををして、その外では同じなるような有向絡み目を考
える。

図 11.35: [104]より：

まず、これらのジョーンズ多項式を計算すると

L+ は交点数が +1だから

VL+
=
(
−A2 −A−2

)−1 ·
(
−A3

)−1 · (A+A−1)|A2=t−1/2

=
(
−t−1/2 − t1/2

)−1 (
−t1/2 − t

)
よって

t−1VL+
(t) =

(
−t−1/2 − t1/2

)−1 (
−t−1/2 − 1

)
L− は交点数が −1だから

VL− =
(
−A2 −A−2

)−1 ·
(
−A3

)1 · (A+A−1)|A2=t−1/2

=
(
−t−1/2 − t1/2

)−1 (
−t−1 − t−1/2

)
よって

tVL− =
(
−t−1/2 − t1/2

)−1 (
−1− t1/2

)
L0 は交点数が 0だから

VL0 =
(
−A2 −A−2

)−1 |A2=t−1/2

=
(
−t−1/2 − t1/2

)−1

よって (
t1/2 − t−1/2

)
VL0

=
(
−t−1/2 − t1/2

)−1 (
t1/2 − t−1/2

)
となる。よってこれらには

t−1VL+
(t)− tVL− =

(
−t−1/2 − t1/2

)−1 (
−t−1/2 + t1/2

)
=
(
t1/2 − t−1/2

)
VL0

(11.3)

となる。これをスケインの関係式 (skein_relation)という。
これを用いてジョーンズ多項式を計算する方法がある。

先のK3+を例にしてみよう。まず、次のように全て単位円にまで分解していく。この図をスケイン木という。
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図 11.36: 結び目の数学；今井淳より：スケイン木

はじめに元の図形を交点数 0とそうでないもの（この場合は元が+1なので-）にわける。
この時、スタートの-を+に変えた側は絡みはとれて円と同相なり終える。交点を切り、0としたのは残して、
次の交点に進む。

今度の交点は-なのでこれを 0と+に変える。今度は 0に変えたのは円と同相になるので終える。
中央の+に変えたものは 2つの逆回転の円になる。
これは 0の交点が図の右端のように右図のように+、-の 2つを持つ 8の字を足したものと考える。
この 8の字は円と同相なので、すべて (0,+,-)を使って円にまでいきついたことになる。
このようにして、全ての交点がなくなるまで繰り返す。

上図の色付き円のように交点数をチェックしておき、この+,-,0に応じて、スケイン関係を移項して使う。
こんどはこれを逆に右から左にたどるわけだ。

はじめに左端からみて、円周 2つのジョーンズ多項式を V1(t)とおく。

式 11.3のスケインの関係から円周の交点数は 1だから

t−1 − t1 =
(
t1/2 − t−1/2

)
V1(t)

V1(t) = −t1/2 − t−1/2

が得られた。これが図の中央の絵のホップリング (+)式が求まった。すぐ左下のホップリンク (-)図の式を
V2(t)とする。

これに再び、スケインの関係を使うと

tVL−(t) = −
(
t1/2 − t−1/2

)
VL0 + t−1VL+

だから左下のホップリンク (-)は円周と V1(t)に分かれているから VL0
= 1, VL+

= V1(t) = −t1/2 − t−1/2を

代入して

V2(t) = t−1
{
−
(
t1/2 − t−1/2

)
· 1 + t−1

(
−t1/2 − t−1/2

)}
= t−1/2 − t−5/2

となる。そして最後に求める左端のK3+ が円周と V2(t)に分かれるから、今度も求めるものの交点数は-だ
から

スケインの関係を

tVL−(t) = −
(
t1/2 − t−1/2

)
VL0

+ t−1VL+
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と移項して、VL0
= V2(t), VL、VL+

= 1を代入すると

VK3+
(t) = t−1

{
−
(
t1/2 − t−1/2

)
·
(
−t1/2 − t−1/2

)
+ t−1 · 1

}
= t−1 + t−3 − t−4

が得られる。

少々複雑な絡み目になったら、もはやどんなに気合いを入れても解く気になれないかもしれないが、とりあ

えず関係式が得られたのでプログラムを書いて、機械にやらせることができるようになったわけである。

12 組紐理論

12.1 組みひも群

　結び目、絡み目について学んだが、さらに多くのひもを考え、群として扱えるようにしたい。

そこで、R2 × [0, 1]に n本のひもを、端点が {1, 2, · · · , n} × {0} × {0, 1}になるように高さ関数が単調にな
るようにする。

この n本の像を組みひも (braid)という。
下図のように上下面を固定し、下向きの矢印をつけて、適当に動かし、全て自己交差しないようになればイ

ソトピックという。

図 12.1: 図
∑

;組みひもは基本、下向きの矢印をつける。上下は固定して高さは [0, 1]とする

次に、この組みひもの状態をどう表すかを考えよう。上図左の各交点には、上図右のように記号を振ること

ができる。

これをみていく。結び目でやった A,A−1 のように交差の仕方で下図のように指数の符号を決める。

注意点は上下に交点のみをみる狭い視野をとり、その視野内で左端から番号 i = 1, 2 · · · を振ること。
従って、1本のひもを縦に長く連続してみると、同じひも iは変化してよいし、となりのひもは常に i+ 1番

目になる。

注目した交点を σi とし、交差の仕方で指数の符号を変化させる。

図 12.2: [104]より：

このルールで図の組みひもの状態を表してみる。上から順番に視野を下げていくと 9個の交点について先の
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図の右のように記号が振れて ∑
= σ1σ3σ

−1
2 σ−1

2 σ−1
4 σ−1

4 σ1σ3σ
−1
2

= σ1σ3σ
−2
2 σ−1

2 σ−2
4 σ3σ

−1
2

となる。こうしてできるイソトピー類は群をなし、組みひも群 (braid group)Bn で表す。
この群の生成元は上の例でもわかるようにひもの数が n本あるとき、n− 1となることに留意する。

この群は下図で見るように次の関係式が一般に成り立つ。

σiσj = σjσi (|i− j| ≥ 2)

σiσi+1σi = σi+1σiσi+1 (i = 1, 2, · · ·n− 2)

図 12.3: [104]より:組みひもの関係式

上から見ていく順番には依存しないことを示し、2段目では RIII移動で不変になることを示している。

12.2 閉包

下図のように組みひもの上と下をつなげてできる有効絡み目を組みひもの閉包 (clouser)という。
向きがそろうので便利になることが多い。

図 12.4: [104]より:閉包

任意の有効絡み目は、ある組みひもの閉包で表すことができる。

これを 8の字結びで見てみると、下図のようにある観測点×から、時計周りになっている部分をイソトピー
で移動する。

下図の例では点線部分を大きく広げて手前側に折ればよい。こうして全て反時計回りに揃える。

次に図の切れ目のところで引き延ばして、絡み目の部分をまとめ上げれば、閉包形ができる。
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図 12.5: [104]より:閉包

12.3 マルコフ移動

2つの組みひも b1, b2についての閉包がイソトピックな絡み目となるために必要十分条件がわかっていて、次

のマルコフ移動 (Markov_move)を b1 に施して、b2 が得らればよい。

• MI移動：任意の a, b ∈ Bn について ab←→ ba

• MII移動：任意の b ∈ Bn について bσn ←→ b←→ bσ−1
n

ここで組ひも群 {Bn}のMII移動における bσ±1
n ∈ Bn+1 である。

つまり有効絡み目 {Kn}はイソトピーなマルコフ移動MI,MIIで移りり合う次の式が成り立つ。

{Kn} /Isotopic =

( ∞∪
n−1

Bn

)
/MI orMII

例えば a, bを組みひも群として次の図ような同値関係が得られる。

図 12.6: [104]より:マルコフ移動

12.4 絡み目の不変量

　有限次元のベクトル空間 V について、その双対空間を V ∗とおき、線形写像 V → V の空間全体をEnd (V )

で表すことにする。

f ⊗ x ∈ V ∗ ⊗ V を
(y 7→ f(y)x) ∈ End(V )

に対応させ、

V ∗ ⊗ V = End(V )
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のように同一視する。End(V )上のトレースを次のように表す。

trace : End(V ) = V ∗ ⊗ V → C

最後は縮約を表し、f ⊗ x 7→ f(x)のよる線形写像

V ∗ ⊗ V → C

のことであり traceは End(V )の元が行列表示であれば通常の対角和のことである。

ここでさらにベクトル空間 V1, V2 があるとき trace2 を次のように定義する。

trace2 : End(V1 ⊗ V2) = (V1 ⊗ V2)∗ ⊗ (V1 ⊗ V2)

= V1 ⊗ V ∗∗
2 ⊗ V1 ⊗ V2 → V ∗

1 ⊗ V ∗
1 = End(V1)

最後は V2 に関して縮約している。

例えば V = {e0, e1}は 2次元ベクトル空間の時、

V ⊗ V = {e0 ⊗ e0, e0 ⊗ e1, e1 ⊗ e0, e1 ⊗ e1}

に関して、線形写像 A ∈ End (V ⊗ V )が行列

A =


A00

00 A00
01 A00

10 A00
11

A01
00 A01

01 A01
10 A01

11

A10
00 A10

01 A10
10 A10

11

A11
00 A11

01 A11
10 A11

11


と表すと trace2(A)は

trace2(A) =

(
A00

00 +A01
01 A00

10 +A01
11

A10
00 +A11

01 A10
10 +A11

11

)
となる。ただし、V ⊗ V のベクトルは基底も含めて

v00 · e0 ⊗ e0 + v01 · e0 ⊗ e1 + v10 · e1 ⊗ e0 + v11 · e1 ⊗ e1 =


v00

v01

v02

v03


v00 · e∗0 ⊗ e∗0 + v01 · e∗0 ⊗ e∗1 + v10 · e∗1 ⊗ e∗0 + v11 · e∗1 ⊗ e∗1 = (v00, v01, v01, v11)

で表す。左ベクトルへの Aの作用は、右ベクトルに Aの行列表示を左からかけることで表される。

つまり、基底を与えることで V ⊗ V と C4 を同一視して、Aを C4 → C4 の線形写像とみなせばよい。

13 位相的場の理論 [104]

13.1 双曲線構造方程式

　結び目を図のように 1点で切って開いた図形 (1-タングル)を考える。
この時、下図のように図式の片に複素パラメタを対応させる。これを双曲構造パラメタという。

交点を超えるひもで端点とつながる片のパラメタは図のように 0とし、交点をくぐるものには∞をつける。
内側の辺には変数を振り、外側は全て 1を振る。
各交点での変数を含む回転の向きは常に上のひもから下のひもへの向きにとる。
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図 13.1: [104]より

この結び目につけたパラメタと基本構造だけを抜き出し、図右のように簡略化する。

するとこれから次のような双曲線方程式をつくることができる。

一般的には (
1− x

y

)(
1− z

x

′)
=

(
1− x

y′

)(
1− z

x

)
とおく。上図の場合は上から順に (

1− x2
x1

)
= (1− x1)

(
1− 1

x1

)
(
1− x2

x1

)(
1− 1

x2

)
= (1− x2)

(
1− x3

x2

)
(
1− x3

x2

)(
1− 1

x3

)
= (1− x3) (13.1)

のようにする。

3次元双曲空間 H3 の境界

∂H3 = C ∪ {∞}

に 4つの頂点をつけた下図のような図形を理想 4面体という。
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図 13.2: [104]より

これは双曲線が 2点間の行路差を一定にしたので H3 の等長変換群が PSL2Cの複素線形射影空間になる。
よって上図の下のように結び目の交差を反映したタングル図がかける。この交差は第 6部でも見たように右、
左周りの向きを持つので

これに対応して、次のような記号で表す。これを基本タングル図式と呼ぶ。

図 13.3: [104]より:基本タングル図式

ただし、2重対数関数 Li2 を次のように定義する。

Li2(z) ≡
∞∑
n=1

zn

n2
= −

∫ z

0

log(1− t)
t

dt

これは次のように展開される

Li2(z) = z +
z2

4
+
z3

9
+
z4

16
+
z5

25
+
z6

36
+
z7

49
+
z8

64
+
z9

81
+
z10

100
+O

(
z11
)

よって次のようなグラフになる。
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図 13.4: 多重対数関数

この関数を用いて非退化な 4面体の角にポテンシャルを対応させる。
先の図 13.1の場合は左上から順に

V (x1, x2,x3) = Li2

(x1
1

)
− Li2(1)

+ Li2(1)− Li2
(

1

x1

)
+ Li2

(
x2
x1

)
− Li2(1) + Li2(1)− Li2

(x2
1

)
+ Li2(1)− Li2

(
x1
x2

)
+ Li2

(
x3
x2

)
− Li2(1) + Li2(1)− Li2

(x3
1

)
+ Li2(1)− Li2

(
1

x3

)
が成り立つので結局

V (x1, x2, x3) = +2Li2 (1) + Li2(x1)− Li2(x2)− Li2(x3)

− Li2
(

1

x1

)
− Li2

(
1

x2

)
− Li2

(
1

x3

)
+ Li2

(
x2
x1

)
+ Li2

(
x3
x2

)
となる。

2重多数関数は次の微分則を満たす。

x
∂

∂x
Li2

(
x

y

)
= − log

(
1− x

y

)

y
∂

∂y
Li2

(
x

y

)
= log

(
1− x

y

)
これを用いて V (x1, x2, x3)を微分すると ∂

∂xi
V は

∂

∂xi

{
Li2(x1)− Li2(x2)− Li2(x3)− Li2

(
1

x1

)
− Li2

(
1

x2

)
− Li2

(
1

x3

)
+ Li2

(
x2
x1

)
+ Li2

(
x3
x2

)}
となり、結局

V (x1, x2,x3) = 0

177



となる。一般に 4つの頂点が
a, b, c, d ∈ C ∪ {∞} = ∂H3

であるよう理想 4面体の体積は 2重対数関数を用いて

vol (4面体) = ImLi2(z) + log |z| arg(1− z)

ただし、第 1部のリーマン球で領域を反転する複比を用いて

z =
(a− b)(c− d)
(a− c)(b− d)

となる。

13.2 Kashaev不変量の漸近展開

N を 2以上の自然数とする。簡単にするため、次の記号を定義しておく。

q ≡ exp

(
2πi

N

)
(x)n ≡ (1− x) (1− x2) · · · (1− xn)

N = {0, 1, · · ·N − 1}

i, j, k, l ∈ N

Rijkl =
Nq−

1
2+i−kθijkl

(q)|i−j| (q̄)|j−l| (q)|l−k−1| (q̄)|k−i|

R̄ijkl =
Nq

1
2+i−kθijkl

(q̄)|i−j| (q)|j−l| (q̄)|l−k−1| (q)|k−i|

ただし、mをN で割った時のあまりを [m]として、

θijkl

1 [i− j] + [j − l] + [l − k − 1] + [k − i] = N − 1

0 Other

である。

結び目をK とし、これの 1点タングルを考え、この図式をDとする。

Dを適当に第 6部で扱った平面イソトピーで変形し、単純にする。交点と極大、極小点で切った各切片を考
え、これにラベルとしてN を次の図のように対応させる。
これをラベル付けと呼ぶ。端点につながるものには 0を対応させ、次のように各切片の重みW を定義する。

図 13.5: [104]より：基本タングル図式と重み
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次にKashaev不変量を次で定義する。交点を cross、極大点max、極小点minとして

⟨K⟩N =
∑
Label

∏
cross

W (cross)
∏
max

W (max)
∏
min

W (min) ∈ C

とすると、これはDの取り方に依存しない。Reidemeister移動で不変になる。この ⟨K⟩N はK のイソト

ピー不変になり、

これをK のKashaev不変量という。Kashaevは双曲結び目K に対し、| ⟨K⟩N |の漸近挙動に双曲体積が現
れる、次の

Kashaev予想をした。
任意の双曲結び目K に対してKashaev不変量の漸近挙動は

⟨K⟩N N → ∞e
Nv(K)

となる。ただし、

v(K) =
1

2π
√
−1
(
cs(S3 −K) +

√
−1vol(S3 −K)

)
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